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参考 书目 2{ 推 荐 阅读 ) 


什么 是 数学 


数学 ,作为 人 类 思维 的 表达 形式 ,反映 了 人 们 积极 进取 的 意 
志 、 续 密 周详 的 推理 以 及 对 完美 境界 的 追求 . 它 的 基本 要 素 是 : Z 
辑 和 直观 .分 析 和 构 作 、 一 般 性 和 个 别 性 . 虽然 不 同 的 传统 可 以 强 
调 不 同 的 侧面 ,然而 正 是 这 些 互 相对 立 的 力量 的 相互 作用 以 及 它 
们 综合 起 来 的 努力 才 构 成 了 数学 科学 的 生命 ,用 途 和 它 的 崇高 
价值 . 

毫 无 疑问 ,一 切 数学 的 发 展 在 心理 上 都 或 多 或 少 地 是 基于 实际 
的 .但 是 理论 一 旦 在 实际 的 需要 中 出 现 ,就 不 可 避免 地 会 使 它 自身 获 
得 发 展 的 动力 ,并 超越 出 直接 实用 的 局 限 . 这 种 从 应 用 科学 到 理论 科 
学 的 发 展 趋势 ,不 仅 常见 于 古代 历史 中 ,而 且 在 工程 师 和 物理 学 家 为 
近代 数学 不 断 作出 的 许多 贡献 中 更 是 屡见不鲜 . 

有 记载 的 数学 起 源 于 东方 . 大 约 在 公元 前 两 千年 ,巴比伦 人 就 搜 
集 了 极其 丰富 的 资料 ,这 些 资 料 今天 看 来 应 属于 初等 代数 的 范围 . 至 
于 数学 作为 现代 意义 的 一 门 科学 , 则 是 迟 至 公元 前 五 至 公元 前 四 世 
纪 才 在 希腊 出 现 的 . 东方 和 和 希腊 之 间 的 接触 不 断 增多 ( 始 于 波斯 帝国 
时 期 ,至 亚历山大 远征 时 期 则 达到 高 峰 ), 使 希腊 人 得 以 熟悉 巴比伦 
人 在 数学 和 天 文学 方面 的 成 就 ,数学 很 快 就 被 加 入 到 风行 于 希腊 城 
邦 的 哲学 讨论 之 中 . 因而 希腊 的 思想 家 逐渐 意识 到 ,在 连续 、 运 动 ,无 
限 大 这 些 概念 中 ,以 及 在 用 已 知 单位 去 度量 任意 一 个 量 的 问题 中 , 数 
学 都 存在 着 固有 的 极 大 困难 . 面 对 这 个 挑战 ,经 过 了 一 番 不 届 不 拨 
的 努力 ,产生 了 欧 多 克 斯 (Eudoxus) 的 几何 连续 统 理论 ,这 个 成 果 
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是 唯一 能 和 两 于 多 年 后 的 现代 无 理 数理 论 相 姊 美的 . 数学 中 这 种 
公理 演绎 的 趋向 起 源 于 网 多 克 斯 时 代 , 又 在 欧 几 里 得 (Euclid) 的 
“原本 ”中 得 以 成 熟 . 

虽然 希腊 数学 的 理论 化 和 公理 化 的 倾向 一 直 是 它 的 一 个 重要 特 
点 ,并 且 曾 经 产生 过 巨大 的 影响 . 但 是 ,对 这 一 点 我 们 不 能 过 分 强调 ， 
因为 在 古代 数学 中 ,应 用 以 及 同 物理 现实 的 联系 恰恰 起 了 同样 重要 
的 作用 ,而 且 那 时 候 人 们 宁愿 采用 不 像 爽 几 里 得 那样 严密 的 表达 
方式 . 

由 于 较 早 地 发 现 了 与 “不 可 公 度 ”的 量 有 关 的 这 些 困难 ,使 希腊 
人 没 能 发 展 早已 为 东方 所 掌握 的 数字 计算 的 技术 . 相反 ,他 们 却 迫使 
自己 钼 进 了 纯粹 公理 几何 的 丛林 之 中 . 于 是 科学 史上 出 现 了 一 个 奇 
怪 的 曲折 . 这 或 许 意味 着 人 类 丧失 了 一 个 很 好 的 时 机 . 几乎 两 千年 
来 ,希腊 几何 的 传统 力量 推迟 了 必然 会 发 生 的 数 的 概念 和 代数 运算 
的 进步 ,而 它们 后 来 构成 了 近代 科学 的 基础 . 

经 过 了 一 段 缓慢 的 准备 ,到 十 七 世纪 , 随 着 解析 几何 与 微 积分 的 
发 展 ,数学 和 科学 的 革命 也 开始 蓬勃 发 展 起 来 . 虽然 希腊 的 几何 学 仍 
然 占 有 重要 的 地 位 ,但 是 ,希腊 人 关于 公理 体系 和 系统 推演 的 思想 在 
十 七 世纪 和 十 八 世 纪 不 复出 现 . 从 一 些 清 清楚 楚 的 定义 和 没有 矛盾 
的 “明显 ”公理 出 发 ,进行 准确 的 逻辑 推理 ,这 对 于 数学 科学 的 新 的 开 
拓 者 来 说 似乎 是 无 关 紧要 的 . 通过 毫 无 拘束 的 直观 猜想 和 令 人 信服 
的 推理 ,再 加 上 荒 雇 的 神秘 论 以 及 对 形式 推理 的 超人 力量 的 盲目 相 
信和 ,他们 征服 了 一 个 蕴藏 着 无 限 财富 的 数学 世界 . 但 是 后 来 ,大 发 展 
引起 的 狂热 逐渐 让 位 于 一 种 自我 控制 的 批判 精神 . 到 了 十 九 世 纪 , 由 
于 数学 本 身 需 要 巩固 已 有 成 果 , 而 且 人 们 也 希望 把 它 推 向 更 高 阶段 
时 不 致 发 生 问题 (这 是 受到 法 国 大 革命 的 影响 ) ,就 不 得 不 回 过 头 来 
重新 审查 这 新 的 数学 基础 ,特别 是 微 积分 及 其 赖 以 建立 的 极限 概念 . 
因此 十 九 世 纪 不 仅 成 为 一 个 新 的 发 展 时 期 ,而 且 也 以 成 功 地 返回 到 
那 种 准确 而 严谨 的 证 明 为 其 特征 . 在 这 方面 它 甚至 胜 过 了 希腊 科学 
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的 典范 . 于 是 , 钟 摆 又 一 次 向 纯粹 性 和 抽象 性 的 一 侧 摆 去 . 目前 我 们 
似乎 仍然 处 于 这 个 时 期 . 但 是 人 们 可 以 期 望 ,在 纯粹 数学 和 具有 活力 
的 应 用 之 间 产 生 了 这 种 不 幸 分 离 (可 能 在 批判 性 的 审查 时 期 ,这 是 不 
可 避免 的 ) 之 后 , 随 之 而 来 的 应 是 一 个 紧密 结合 的 时 代 . 这 种 重新 获 
得 的 内 在 力量 ,更 主要 的 是 由 于 理解 更 加 明晰 而 达到 认识 上 的 极 大 
简化 ,将 使 得 今天 有 可 能 在 不 忽略 应 用 的 情况 下 来 掌握 数学 理论 . 再 
一 次 在 纯 数 学 和 应 用 科学 之 间 建 立 起 有 机 的 结合 ,在 抽象 的 共性 和 
色彩 缤纷 的 个 性 之 间 建 立 起 牢固 的 平衡 ,这 或 许 就 是 不 久 的 将 来 数 
学 上 的 首要 任务 . 

这 里 不 是 对 数学 进行 详细 的 哲学 或 心理 学 的 分 析 的 地 方 . 但 有 
几 点 应 当 强 调 一 下 . 目前 过 分 强调 数学 的 公理 演绎 特点 的 风气 ,似乎 
有 盛行 起 来 的 危险 . 事实 上 , 那 种 创造 发 明 的 要 素 , 那 种 起 指导 和 推 
动作 用 的 直观 要 素 ,虽然 常常 不 能 用 简单 的 哲学 公式 来 表述 ,但 是 它 
们 却 是 任何 数学 成 就 的 核心 ,即使 在 最 抽象 的 领域 里 也 是 如 此 . 如 果 
说 完善 的 演绎 形式 是 目标 ,那么 直观 和 构 作 至 少 也 是 一 种 动力 .有 一 
种 观点 对 科学 本 身 是 严重 的 威胁 , 它 断 言 数 学 不 是 别 的 东西 ,而 只 是 
从 定义 和 公理 推导 出 来 的 一 组 结论 ,而 这 些 定义 和 命题 除了 必须 不 
矛盾 之 外 ,可 以 由 数学 家 根据 他 们 的 意志 随意 创造 . 如 果 这 个 说 法 是 
正确 的 话 ,数学 将 不 会 吸引 任何 有 理智 的 人 . 它 将 成 为 定义 、 规 则 和 
演绎 法 的 游戏 , 既 没 有 动力 也 没有 目标 . 认为 灵感 能 创造 出 有 意义 的 
公理 体系 的 看 法 ,是 骗 人 的 似是而非 的 真理 . 只 有 在 以 达到 有 机 整体 
为 目标 的 前 提 下 ,以 及 在 内 在 需要 的 引导 下 ,自由 的 思维 才能 作出 有 
科学 价值 的 成 果 来 . 

尽管 逻辑 分 析 的 思辩 趋势 并 不 代表 全 部 数学 ,但 它 却 使 我 们 对 
数学 事实 和 它们 相互 间 的 依赖 关系 有 更 深刻 的 理解 ,以 及 对 数学 中 
的 主要 概念 有 更 深刻 的 理解 ,并 由 此 发 展 了 可 作为 一 般 科 学 态度 的 
典范 的 近代 数学 观点 . 

不 论 我 们 持 什么 样 的 哲学 观点 ,就 科学 观察 的 目的 来 说 ,对 一 个 
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对 象 的 认识 ,完全 表现 在 它 与 认识 者 (或 仪器 ) 的 所 有 可 能 关系 之 中 . 
当然 仅仅 是 感觉 并 不 能 构成 知识 和 见解 ,必须 要 与 某 些 基本 的 实体 
即 “ 自 在 之 物 ” 相 适应 、 相 印证 . 所 谓 “ 自 在 之 物 ” 并 不 是 物体 观察 的 直 
接 对 象 ,而 是 属于 形而上学 0 的 . 然而 ,对 于 科学 方法 来 说 ,重要 的 是 
应 放弃 带 有 形而上学 性 质 的 因素 ,而 去 考虑 那些 可 观测 的 事实 ,把 它 
们 作为 概念 和 构 作 的 最 终 根 源 . 放弃 对 “自在 之 物 ”的 领悟 ,对 “终极 
真理 ”的 认识 以 及 关于 世界 的 最 终 本 质 的 阐明 ,这 对 于 质朴 的 热诚 者 
来 说 ,可 能 会 带 来 一 种 心理 上 的 痛苦 ,但 事实 上 它 却 是 近代 思想 上 最 
有 成 效 的 一 种 转变 . 

物理 学 上 所 取得 的 一 些 最 伟大 的 成 就 , 正 是 由 于 敢于 坚持 “消除 
形而上学 ”这 个 原则 的 结果 . 当 爱 因 斯 坦 (A. Einstein) 试 图 把 “在 不 
同 地 方 同时 发 生 的 事件 ”这 一 概念 归结 为 可 观测 的 现象 时 , 当 他 揭露 
出 ,认为 上 述 概 念 必须 有 它 自 身 的 科学 意义 的 信念 只 是 形而上学 的 
偏见 时 ,他 已 发 现 了 他 的 相对 论 的 关键 所 在 . 当 玻 尔 (N. Bohr) 和 他 
的 学 生 们 指出 ,任何 物理 观测 必然 伴随 着 观测 工具 对 被 观测 对 象 的 
影响 这 个 事实 时 ,问题 变 得 很 清楚 ,在 物理 上 ,同时 准确 地 确定 一 个 
粒子 的 位 置 和 速度 是 不 可 能 的 . 这 个 发 现 的 深远 意义 体现 在 为 每 个 
物理 学 家 所 熟悉 的 近代 量子 力学 的 理论 中 . 在 十 九 世 纪 流 行 着 一 种 
概念 ,认为 机 械 力 和 粒子 在 空间 中 的 运动 是 自在 之 物 ,而 电 、 光 和 磁 
都 应 当归 结 为 力学 现象 或 者 作为 力学 现象 来 “解释 ”, 正 如 以 前 处 理 
“ 热 "的 方法 那样 . 人 们 曾经 假设 过 “以 太 ”, 作 为 一 种 假设 性 的 媒介 
物 , 把 它 用 于 那些 对 我 们 来 说 不 能 完全 加 以 解释 的 运动 中 ,例如 光 或 
B. 后 来 人 们 才 慢 慢 地 认识 到 以 太 是 肯定 无 法 观测 到 的 , 它 属于 形 而 
上 学 ,而 不 属于 物理 学 . 于 是 乎 ,在 某 些 方面 感到 忧虑 ,而 在 另 一 些 方 
面 又 感到 安慰 的 心情 下 ,关于 光 和 电 的 力学 解释 连同 以 太 最 后 一 齐 


@ 以 下 讲 的 "形而上学 "这 词 在 西方 哲学 中 和 我 们 通常 用 的 意义 不 一 样 , 它 指 的 是 
解释 经 验 范围 之 外 的 问题 ( 神 、 灵 魂 . 意 志 自由 等 ) 的 那 部 分 哲学 . 这 词 的 直译 是 “物理 学 之 
后 ”, 来 源 于 亚 里 士 多 德 著作 中 ,这 部 分 编 在 了 物理 学 之 后 . 一 一 译注 
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都 被 放弃 了 . 

在 数学 中 有 些 情 况 与 此 相 类 似 ,甚至 更 为 突出 . 世 世 代 代 以 来 ， 
数学 家 一 直 把 他 们 研究 的 对 象 ,例如 数 、 点 等 等 ,看 成 实 实在 在 的 自 
在 之 物 . 但 是 ,准确 地 描述 这 些 实体 的 种 种 努力 总 是 被 这 些 实体 自身 
给 否定 了 . 从 而 十 九 世 纪 的 数学 家 逐渐 开始 懂得 ,要 问 当 作 实 体 的 这 
些 对 象 究竟 是 什么 ,这 是 没有 意义 的 ,即使 有 的 话 也 不 可 能 在 数学 范 
围 内 得 到 解决 . 所 有 适合 它们 的 论断 都 不 涉及 这 些 实 体 的 现实 ,而 只 
说 明 数 学 上 “不 加 定义 的 对 象 ”之 间 的 相互 关系 以 及 它们 所 遵循 的 运 
算法 则 . 至 于 点 ` 线 、 数 ,实际 上 ?是 什么 ,这 不 可 能 也 不 需要 在 数学 
科学 中 加 以 讨论 “可 验证 ”的 事实 只 是 结构 和 关系 : 两 点 决定 一 直 
线 , 一 些 数 按照 某 些 规则 组 成 其 他 一 些 数 ,等 等 . 基本 的 数学 概念 必 
须 抽象 化 ,这 一 见解 是 近代 公理 化 发 展 中 最 重要 和 最 丰富 的 成 果 
之 二 ， 

幸运 的 是 ,创造 性 的 思维 不 顾 某 些 教条 的 哲学 信仰 而 继续 发 展 
着 ,而 如 果 思 维 届 从 于 这 种 信仰 就 会 阻碍 出 现 建设 性 的 成 就 . 不 论 对 
专家 来 说 ,还 是 对 普通 人 来 说 ,唯一 能 回答 “什么 是 数学 "这 个 问题 
的 ,不 是 哲学 而 是 数学 本 身 中 的 活生生 的 经 验 . 


数 是 近代 数学 的 基础 . 然而 数 是 什么 呢 ? 当 我 们 说 二 十 去 一 1， 
FPA TE ACDCD = 1 时 ,这 是 什么 意思 呢 ? 在 中 小学校 里 
我 们 已 经 学 过 处 理 分 数 和 负数 的 方法 ,但 是 为 了 真正 理解 数 系 ,我 们 
必须 返回 到 更 简单 的 基础. 虽然 希腊 人 曾经 把 点 和 线 等 几何 概念 作 
为 他 们 的 数学 基础 ,但 是 ,所 有 的 数学 命题 最 终 应 归结 为 关于 自然 
BOL, 2,3, … 的 命题 ,这 一 点 已 变 成 了 现代 的 指导 原则 “上 帝 创 
造 了 自然 数 ,其 余 的 是 人 的 工作 . ”在 这 人 句 话 中 ,克隆 尼克 (L. Krone- 
cker,1823 一 1891) 指 出 了 建立 数学 结构 稳固 基础 的 条 件 ， 

由 人 类 智慧 所 创造 的 数 ,可 用 来 数 各 种 集合 中 的 对 象 的 个 数 , 它 
和 对 象 所 特有 的 性 质 无 关 . 例如 数 “六 ”是 从 所 有 包含 六 个 东西 的 实 
际 集合 中 抽象 出 来 的 ; 它 不 依赖 这 些 对 象 的 任何 特殊 性 质 ,也 不 依赖 
于 表示 它 所 采用 的 符号 . 只 有 在 智力 发 展 到 一 个 比较 先进 的 阶段 , 数 
字 概念 的 抽象 性 才 变 得 清楚 了 . 对 儿童 来 说 , 数 通常 总 是 和 实际 的 对 
象 连 在 一 起 的 ,例如 手指 或 珠子 . 而 且 在 早期 的 语言 中 ,是 通过 对 不 
同 对 象 使 用 不 同类 型 的 数 的 语言 来 表达 一 个 具体 数字 的 意义 的 . 


@ 本 书 中 的 自然 数 不 包 括 0, 和 现代 的 自然 数 定义 略 有 不 同 . 一 一 译注 
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幸而 数学 家 不 必 去 讨论 从 具体 对 象 的 集合 转化 到 抽象 数 的 概念 
的 哲学 性 质 . 因此 ,我 们 把 自然 数 及 其 两 种 基本 运算 一 一 加 法 和 乘 
法 一 一 当 作 已 知 的 概念 接受 下 来 . 


$1 整数 的 计算 
si 算术 的 规律 


自然 数 或 正 整数 的 数学 理论 就 是 众所周知 的 算术 . 算术 的 基础 
在 于 : 整数 的 加 法 和 乘法 服从 某 些 规律 . 为 了 要 叙述 这 些 具 有 普遍 
性 的 规律 ,我 们 不 能 用 像 1, 2, 3 这 种 表示 特定 数 的 符号 . 两 个 整数 ， 
不 管 它们 的 次 序 如 何 , 它 们 的 和 相同 . 而 


1 十 2 天 2 十 1 


这 一 命题 仅仅 是 这 一 般 规律 的 一 个 特殊 例子 . 因此 当 我 们 希望 表示 
整数 之 间 的 某 个 关系 一 一 不 论 所 涉及 的 一 些 特定 的 整数 值 如 何 
是 正确 的 ,我 们 可 以 用 字母 a, 6,c,，… 作 为 表示 整数 的 符号 . TE, 
读者 所 熟知 的 五 个 算术 基本 规律 可 叙述 为 : 

1) ae 十 一 0 十 ay 

2) ab = ba, 

3) a+(b+c) = (a+b) +c, 

4) (ab)c = albc), 

5) alb+c) = ab +ac. 


前 两 个 是 加 法 和 乘法 的 交换 律 , 它 说 明 人 们 可 以 交换 加 法 或 乘 
法 中 元 素 的 次 序 . 第 三 个 是 加 法 的 结合 律 , 它 表明 三 个 数 相 加 时 ,或 
者 我 们 把 第 一 个 加 上 第 二 个 与 第 三 个 的 和 ;或 者 我 们 把 第 三 个 加 上 
第 一 个 与 第 二 个 的 和 ,其 结果 都 相同 . 第 四 个 是 乘法 的 结合 律 . 最 后 
一 个 是 分 配 律 , 它 表 明 用 一 个 整数 去 乘 一 个 和 时 ,我 们 可 以 用 这 整数 
去 乘 这 和 的 每 一 项 ,然后 把 这 些 乘积 加 起 来 . 

这 些 算术 规律 是 很 简单 的 ,而 且 好 像 是 显然 的 . 但 是 它们 对 于 整 
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数 以 外 的 对 象 可 能 不 适用 . 如 果 a 和 ”不 是 整数 的 符号 ,而 是 化 学 物 
质 的 符号 ; 同时, 如果“ 加 ”这 个 词 正 是 我 们 平常 说 话 中 所 用 的 那个 意 
思 , 那 么 很 显然 ,交换 律 并 不 总 是 成 立 的 . 例如 ,如 果 把 硫酸 加 到 水 
中 ,得 到 的 结果 是 稀释 ,而 把 水 加 到 纯 硫 酸 中 则 会 对 实验 人 员 产 生 灾 难 
性 的 后 果 . 类 似 的 例子 还 表明 ,在 这 类 化 学 “算术 ”中 ,加 法 的 结合 律 和 分 
配 律 也 会 失灵 . 因此 ,人 们 可 以 想象 在 这 些 算术 中 ,规律 1) 一 5) 中 的 某 一 
个 或 某 一 些 并 不 成 立 . 实际 上 ,这 样 的 系统 在 现代 数学 中 已 在 研究 着 . 

对 抽象 的 整数 概念 给 出 一 个 具体 模型 就 能 够 说 明 规 律 1) ~5) 
所 依据 的 直观 基础 . 对 于 一 个 给 定 的 集合 (比如 说 某 一 棵 树 上 的 所 有 
ER) ,其 中 对 象 的 个 数 我 们 不 用 通常 的 符号 1, 2, 3 等 来 表示 ,而 在 
一 个 方 框 放 一 些 点 来 表示 ,一 个 点 代表 一 个 对 象 . 通过 这 些 方 框 的 运 
算 我 们 可 以 看 到 这 些 整数 的 算术 规律 . 两 个 整数 a 和 2 相 加 时 ,我 们 
把 相应 的 方 框 两 端 相连 ,并 去 掉 中 间 的 相隔 线 . 


人 
图 1 加 法 


为 了 乘 和 0, 我 们 把 两 个 方 框 中 的 点 排 成 行 构成 一 个 新 方 框 ， 
其 中 有 a 行 ,56 列 个 点 


ER HH 


图 2 乘法 
现在 我 们 可 以 把 规律 1) 一 5) 看 成 是 用 这 些 直观 明了 的 方 框 来 
进行 运算 的 性 质 . 
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从 两 个 整数 的 加 法 定义 出 发 ,我 们 可 以 定义 不 等 关系 . a <b 
( 读 作 “a NF 6”) Al b> a RE b KF a”) ,这 两 个 等 价 命题 中 的 任 
何 一 个 都 是 指 : THE b 可 以 由 方 框 a 加 上 一 个 适当 选择 (使 得 6 = 
atc) 的 第 三 个 方 框 c 而 得 到 . 这 时 我 们 记 


c=b—a, 
它 定义 了 减法 运算 . 
一 os es 
图 4 减法 


加 法 和 减法 称 为 互 逆 运 算 , 因 为 如 果 整 数 a 加 整数 4 ,然后 再 减 
整数 ,得 到 的 结果 还 是 原来 的 整数 a: 
(a+d)—d=a. 
WM TEE RK b—a Lb >a NAEL, K b< akt, 符号 b 一 a 
解释 为 负 整数 ,这 将 在 后 面 讨论 (第 67 页 ). 
为 了 方便 起 见 , 我 们 用 记号 6 宇 a ( 读 作 “b KFS F a”) Bha<b 
( 读 作 “a 小 于 等 于 0”) 来 表示 对 a 之 的 否定 . 
引入 整数 零 ( 它 用 一 个 完全 空 的 方 框 表示 ) ,使 我 们 可 以 稍微 扩 
大 正 整数 (它们 用 有 点 的 方 框 表示 ) 的 范围 . 如 果 我 们 用 通常 的 符号 
0 来 表示 空 方 框 , 则 按照 加 法 和 乘法 的 定义 ,对 于 每 一 个 整数 a 有 
a+0 =a, 
a-0=0, 
因为 < 十 0 表示 一 个 空 方 框 加 到 方 框 c 上 ,而 a + 0 表示 一 个 没有 列 
的 方 框 , 即 一 个 空 方 框 . 
通过 对 每 个 整数 a 建立 
a—a=0, 


减法 的 定义 很 自然 地 推广 了 . 这 些 是 零 的 特殊 算术 性 质 . 


。10。 什么 是 教学 


类 似 于 上 述 方 框 中 加 点 的 几何 模型 (如 古代 算盘 ) ,一 直到 中 世 
纪 的 后 期 都 被 广泛 地 用 在 数值 计算 上 . 从 中 世纪 以 后 ,它们 才 逐 渐 被 
建立 在 十 进 制 上 的 更 高 级 的 符号 方法 所 代替 . 


T2. 整数 的 表示 


我 们 必须 仔细 地 把 一 个 整数 和 用 来 表示 它 的 符号 5, V,… 区 分 
FR. 在 十 进位 制 中 ,0, 1, 2, 3,…, 9, 这 十 个 数码 符号 是 用 来 表示 
零 和 前 九 个 正 整数 的 . 一 个 较 大 的 正 整数 ,例如 “三 百 七 十 二 ”可 表 
示 为 

300 十 70 十 2 二 3。10? 十 7。10 十 2 
的 形式 ,而 这 在 十 进位 制 中 用 符号 372 表示 . 这 里 重要 的 是 ,数码 符 
号 3, 7, 2 的 意义 依赖 于 它们 在 个 位 、 十 位 、 百 位 的 位 置 .有 了 这 个 
“位 置 记 法 ”, 我 们 用 十 个 数码 符号 的 各 种 组 合 就 可 以 表示 出 任何 整 
数 . 表示 一 个 整数 的 一 般 规则 可 以 用 
z =a» 10 +b. 10 +c. 10+d 
来 说 明 . 这 里 数码 a, b, c, d 是 从 零 到 九 的 整数 . 这 时 ,我 们 用 缩写 
符号 
abcd 


来 表示 整数 zx. 我 们 注意 到 系数 d, c, b, a 是 整数 zx 连续 被 10 除 后 
的 余数 ,例如 
10)372 余数 
10)37 2 
10)3 7 
0 3 


上 面 对 z 给 出 的 这 种 特殊 表达 式 , 仅 能 表示 小 于 一 万 的 正 整数 ， 
因为 再 大 的 正 整数 ,要 求 用 五 个 或 五 个 以 上 的 数码 符号 来 表示 . 如 果 
z 是 在 一 万 到 十 万 之 间 的 一 个 整数 ,我 们 可 以 用 
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zz 一 Ga。104 十 D。103 十 c。10: 十 d。10 十 e 

的 形式 来 表示 ,并 且 用 符号 abcde 来 记 它 . 对 十 万 到 百 万 之 间 的 整数 
以 及 更 大 的 数 ,类 似 的 表达 式 都 成 立 . 如 果 用 一 个 简单 的 公式 能 完整 
概括 地 表述 这 些 结果 , 那 将 是 十 分 有 用 的 . 我 们 可 以 这 样 作 : 对 不 同 
的 系数 e,，d,c,… 我 们 用 一 个 带 有 不 同 “ 下 标 ” 的 字母 a, 即 ao, a, 
az ，as，… 来 表示 ,十 的 寡 不 论 有 多 大 ,都 可 以 这 样 来 表示 , 即 记 这 最 
高 次 宕 为 10" ,而 不 是 上 面 例子 中 的 10° 或 10! ,这 里 理解 为 是 一 个 
任意 的 正 整 数 . 这 时 ,在 十 进位 制 中 表示 一 个 正 整数 z 的 一 般 方法 
是 ,把 表示 为 

a) z 一 ar。10" 十 al。10 一 十 … 十 aa。10 十 ao， 

而 且 用 符号 

an Ay—1n—2***Q) Ao 
来 记 它 , 与 上 面 的 特殊 情况 一 样 ,我 们 看 到 数字 ao, ais ar, s an 
是 > 连续 被 10 除 后 所 得 到 的 一 系列 余数 . 

在 十 进位 系统 中 , 数 十 ,是 单独 选 出 作为 基底 的 . 一 般 人 可 能 没 
认识 到 ,并 不 一 定 非得 选取 十 不 可 ,任何 大 于 一 的 正 整数 都 可 用 来 作 
基底 . 例如 ,可 以 用 一 个 七 进位 系统 (基底 是 7). 在 这 样 的 一 个 系统 
中 ,一 个 正 整数 可 以 表示 为 

(2) bn e T" bra 8 T fe + by e T+ bos 
这 些 b 是 从 零 到 六 的 数码 . 这 时 这 个 正 整 数 用 

brbn- "tbi bo 
来 表示 . 因此 “一 百 零 九 ”在 七 进位 系统 中 用 符号 214 表示 ,其 意义 是 
214=2.7+1.7+4. 

作为 一 个 练习 ,读者 可 以 证 明 : 从 以 十 为 基底 变 成 任何 其 他 基 
底 B 的 一般 规则 是 ,用 B 连续 除 以 十 为 基底 的 整数 ,所 得 的 余数 将 
是 在 以 B 为 基底 的 系统 中 的 数码 ,例如 


109( 十 进位 制 ) 一 214( 七 进位 制 ). 


很 自然 地 会 问 , 究 竟 选 择 哪 一 个 基底 最 合适 . 我 们 从 下 面 会 看 
到 , 太 小 的 基底 有 它 不 方便 之 处 ,而 一 个 大 的 基底 要 求 记 住 许多 数码 
符号 和 有 一 个 更 大 的 乘法 表 . 有 人 曾 鼓 动 过 用 十 二 作 基 底 , 因 为 十 二 
能 被 二 ,三 、 四 和 六 整除 ,这 样 ,涉及 除法 和 分 数 时 , 常 能 简化 , 为 了 写 
出 任 一 以 十 二 为 基底 (十 二 进位 系统 ) 的 正 整 数 ,我 们 要 求 对 十 和 十 
一 采用 两 个 新 的 数码 符号 ,让 我 们 用 a 表示 十 ,用 表示 十 一 . 这 样 
在 十 二 进位 制 中 ,“ 十 二 ”将 写成 10, 而 “二 十 二 ”将 是 le “二 十 三 ?将 
是 18,“ 一 百 三 十 一 ”是 ap. 

位 置 记 法 的 发 明 应 归功 于 苏 马 连 人 或 巴比伦 人 ,后 来 为 印度 人 
所 发 展 . 这 个 发 明 对 人 类 文明 有 巨大 的 意义 . 早期 的 数字 系统 是 建立 
在 纯粹 的 加 法 规则 上 的 . 例如 在 罗马 人 的 符号 表示 中 ， 


CMSA +++ B+ 8+S. 


埃及 \ 希 伯 来 和 希腊 的 数字 系统 也 是 处 在 同样 的 水 平 上 . 在 任何 纯粹 
的 加 法 记 法 中 ,有 一 个 不 方便 之 处 ,就 是 当 数 变 大 时 需要 越 来 越 多 的 
新 符号 . 当然 早期 的 科学 家 并 没有 被 我 们 现代 的 天 文 数字 或 原子 数 
字 所 困扰 . 但 是 古代 系统 (例如 罗马 系统 ) 的 一 个 主要 缺点 是 , 数 的 计 
算 十 分 困难 以 至 于 除了 最 简单 的 问题 外 ,只 有 专家 才能 掌握 . 这 与 现 
在 通用 的 ( 即 印度 的 ?位 置 记 法 是 很 不 同 的 . 位 置 记 法 是 中 世纪 由 意 
大 利 商人 (他 们 是 从 穆斯林 那里 学 会 的 ) 引 进 欧 洲 的 . 位 置 记 法 有 一 
个 很 方便 的 性 质 : 所 有 的 数 ,不 论 多 大 或 多 小 ,都 能 用 一 小 组 不 同 的 
数码 符号 来 表示 (在 十 进位 制 中 就 是 “阿拉 伯 数 字 ”0, 1, 2,…, 9). 
. 而且 其 更 重要 的 优点 就 是 容易 计算 . 用 位 置 记 法 所 表示 的 数 , 其 计算 
规则 可 以 用 这 些 数码 的 加 法 表 和 乘法 表 的 形式 来 表示 ,而 且 一 旦 记 
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住 , 便 可 永远 运用 自如 . 古代 的 计算 技巧 一 度 只 限于 少数 专家 所 掌 
握 , 而 现在 则 是 小 学 里 的 课程 了 . 像 这 样 科学 进步 对 日 常生 活 有 如 此 
深刻 的 影响 ,并 带 来 极 大 的 方便 的 例子 还 不 是 很 多 的 . 


3. 非 十 进位 制 中 的 计算 


以 十 为 基底 的 用 法 要 回溯 到 世界 文明 的 初期 , 而且 毋庸 置疑 这 
是 由 于 人 们 用 十 个 手指 进行 计算 的 缘故 . 但 是 在 许多 语言 中 ,从 数目 
字 上 来 看 ,显示 出 曾 用 过 其 他 基底 的 遗迹 ,特别 是 十 二 和 二 十 . 在 英 
文 和 德 文中 , 11 和 12 就 不 是 按照 十 进位 的 原则 把 数码 和 “十 ” 
(teens) 组 合 在 一 起 的 ,在 语言 上 它们 与 十 完全 无 关 . 在 法 文中 20 和 
80 的 写法 是 “ 甘 ”《vingt) 和 “四 - 廿 "(quatre-vingt) ,这 可 能 由 于 某 种 
目的 曾 用 过 一 个 以 20 为 基底 的 系统 . 在 丹麦 文中 70 的 写法 是 “halv 
firsindstyve”, 这 意思 是 从 三 倍 二 十 到 四 倍 二 十 的 某 个 中 间 值 . 巴比伦 
的 天 文学 家 有 过 一 种 记 数 系统 ,其 中 部 分 是 六 十 进位 的 (以 六 十 为 基 
底 ), 可 以 认为 这 和 我 们 习惯 上 把 一 小 时 和 一 度 角 分 为 六 十 分 有 关 . 

在 非 十 进位 制 中 ,算术 规则 仍 不 变 ,但 必须 用 不 同 的 加 法 表 和 乘 
法 表 来 计算 . 由 于 我 们 习惯 于 十 进位 制 并 且 已 把 数 的 语言 与 十 进位 制 
紧密 连 在 一 起 了 ,因此 在 一 开始 时 ,我 们 可 能 会 感到 有 点 别扭. 让 我 们 
试 试 在 七 进位 制 中 作 一 乘法 . 在 进行 之 前 最 好 写 下 我 们 必须 用 的 表 : 


加 法 RK 

TL (2 28 ae 87 6 1 2 3 4 5 6 
Th 2) 30 46S 6 10 1 1 2 3 4 5 6 
213 4 5 6 10 11 212 4 6 11 13 15 
3) 4 5 6 10 1 12 3/3 6 12 15 21 24 
4/5 6 10 1 12 13 4] 4 11 15 22 2 33 
5|6 10 11 12 13 14 5|5 13 21 26 34 42 
6 |10 11 12 13 14 15 6) 6 15 24 33 42 51 


现在 ,让 我 们 用 24 乘 265, 在 这 里 数 的 符号 是 七 进位 制 中 的 符 
号 (在 十 进位 制 中 ,这 相当 于 18 R 145). 乘法 规则 和 十 进位 制 中 的 
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情形 一 样 . 我 们 开始 用 4 乘 5, 由 乘法 表 知 ,得 26. 


265 
24 


1456 
563 


10416 


我 们 在 个 位 处 写 下 6 并 把 2“ 进 ”到 前 一 位 ,然后 我 们 求 出 4 + 6 
= 33, 和 33 十 2 = 35, 我 们 写 下 5 然后 继续 以 这 种 方式 进行 直到 全 
部 乘 完 . 把 1456 和 5630 加 起 来 ,在 个 位 上 我 们 得 6 十 0 = 6, 在 七 位 
的 地 方 我 们 有 5 十 3 = 11, 再 写 下 1 并 把 1 记 到 第 四 十 九 位 上 ,在 那 
我 人 有 1 十 6 十 4 = 14. 最 后 的 结果 便 是 265。24 = 10416, 

为 了 核对 这 个 结果 ,我 们 可 以 在 十 进位 制 中 乘 同样 的 数 . 10416 
(七 进位 制 ) 在 十 进位 制 中 可 以 这 样 写 : 找 7 的 寡 一 直到 第 四 位 ， 
7T? =49, 7 = 343, 71 = 2401. 因此 10416 = 2401 十 4。49 十 7 十 6， 
这 是 十 进位 制 中 的 值 . 通过 把 这 些 数 加 起 来 ,我 们 就 知道 在 七 进位 制 
中 的 10416 等 于 十 进位 制 中 的 2610. 现在 在 十 进位 制 中 我 们 用 18 
乘 145, 其 结果 也 是 2610, 所 以 上 述 计算 是 对 的 . 


习题 : 1) 作出 二 十 进位 制 中 的 加 法 表 、 乘 法 表 , 并 作 一 些 同 样 类 型 
的 练习 . 

2) 以 5、7、11、12 为 基底 的 进位 制 中 ,表示 “三 十 ”和 “一 百 三 十 三 ”. 

3) 在 这 些 进位 制 中 ,符号 11111 和 21212 是 什么 数 ? 

4) 对 以 5、11、13 为 基底 的 进位 制 建 立 加 法 表 和 乘法 表 . 


从 理论 观点 来 看 ,在 所 有 可 能 的 基底 中 最 小 的 基底 是 以 2 为 基 
底 的 进位 制 . 在 二 进位 制 中 ,只 有 数码 0 和 1, 其 他 任何 数 都 用 一 行 
0、1 来 表示 . 加 法 表 和 乘法 表 仅 由 规则 1 十 0 二 1 和 1.1 = 1 组 成 . 
显然 ,这 系统 也 有 它 的 不 方便 处 : 即 , 为 了 表示 一 个 很 小 的 数 却 需 要 
用 很 长 的 一 行 表达 式 . 这 样 , 七 十 九 ( 可 表 为 1.28 十 0.25 十 0.24 十 
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1.2: 十 1。2: 十 1.2 十 1) 在 二 进位 制 中 被 写成 1001111. 

为 了 说 明 二 进位 制 中 乘法 的 简单 性 ,我们 用 十 进位 制 中 5 乘 7， 
它们 相应 的 表示 是 101 和 111. 只 要 记 住 在 该 系统 中 1 十 1 = 10, 我 
们 就 有 

111 
101 


111 
Fri 


100011 =2+2+1 


这 是 35, 它 的 确 应 该 是 这 个 数 . 

菜 布 尼 茨 (W. Leibniz)(1646 一 1716) 是 他 那个 时 代 最 伟大 的 思 
想 家 之 一 ,他 十 分 欣赏 二 进位 制 . 用 拉 普 拉 斯 (Laplace) 的 话 来 说 : 
“ 莱 布 尼 芯 在 他 的 二 进位 算术 中 看 到 了 宇宙 创始 的 原 象 . 他 想象 1 表 
示 上 帝 ,而 0 表示 虚无 ,上 帝 从 虚无 中 创造 出 所 有 实物 , 恰 如 在 他 的 
数学 系统 中 用 1 和 0 表示 了 所 有 的 数 . ” 


习题 : 考虑 以 a 为 基底 表示 整数 的 问题 . 为 了 在 这 个 系统 中 叫 出 一 个 
数 的 名 字 , 我 们 需要 对 数字 0, 1, =, a 一 1 和 a FER: a, a’, a, … 
给 出 数字 的 名 称 . 对 a= 2，3，…， 15, 若 给 零 到 一 千 的 数字 起 名 字 , 需 要 
多 少 个 不 同 的 数字 的 名 称 ? 哪 一 种 基底 要 求 的 数字 名 称 最 少 ? (例如 a = 
10, 我 们 需要 对 十 个 数字 给 出 名 称 ,再 加 上 10, 100, 1000 这 三 个 ,一 共有 
13 个 ;例如 , a = 20, 我 们 需要 对 二 十 个 数字 给 出 名 称 ,再 加 上 20, 400,— 
共 22 个 ,对 a = 100, 我 们 需要 100 个 数字 再 加 上 一 个 . ) 


‘$2 数 系 的 无 限 性 ”数学 归纳 法 
号 1 数学 归纳 法 原理 
自然 数 序列 1, 2, 3, 4，… 是 没有 止 尽 的 ,因为 在 任何 自然 数 n 
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后 ,我 们 还 可 以 写 出 下 一 个 自然 数 > 十 1. 为 了 表达 自然 数 序列 的 这 
个 性 质 , 我 们 说 ,有 无 穷 多 个 自然 数 . 自然 数 序列 是 数学 上 无 限 性 的 
一 个 最 简单 最 自然 的 例子 ,而 数学 上 的 无 限 性 在 近代 数学 中 起 着 重 
要 的 作用 . 这 本 书 的 许多 地 方 我 们 将 必须 处 理 包含 无 穷 多 个 数学 对 
象 的 集合 ,例如 直线 上 的 所 有 点 的 集合 ,平面 上 的 所 有 三 角形 的 集合 
等 . 自然 数 的 无 限 序列 是 无 限 集中 最 简单 的 例子 . 

从 nn 到 nn 十 1, 这 一 步 接 一 步 的 程序 产生 了 数 的 无 限 序列 ,也 构 
成 数学 推理 的 一 个 最 基本 的 类 型 ( 即 数学 归纳 法 ) 的 基础 . 在 自然 科 
学 中 ,“ 经 验 归 纳 法 ”是 从 对 某 个 现象 的 一 系列 特殊 的 观测 出 发 ,直到 
表达 成 这 现象 每 次 发 生 时 都 服从 的 一 般 规律 . 这 个 规律 的 可 信 程 度 
要 依赖 于 观测 的 次 数 和 证 实 的 次 数 . 这 种 归纳 推理 通常 是 完全 令 人 
信服 的 : 预言 明天 太阳 将 从 东方 升 起 ,这 就 是 完全 肯定 的 事 . 但 这 种 
命题 的 特点 和 用 严格 逻辑 或 数学 推理 来 证 明定 理 是 不 一 样 的 . 

数学 归纳 法 是 以 一 种 很 不 同 的 方式 来 证 明 无 穷 序列 情形 都 是 正 
确 的 (第 一 个 .第 二 个 .第 三 个 ,一 直下 去 概 不 例外 ) 的 数学 定理 , 让 我 
们 用 A 表示 一 个 有 关 任 意 自然 数 ” 的 命题 . 例如 A 可 以 是 这 样 的 命 
题 :“ 一 个 n 十 2 边 的 凸 多 边 形 的 内 角 和 是 n 倍 180". ”或 A' 是 这 样 一 
个 命题 :在 平面 上 划 ”条 直线 不 可 能 把 平面 分 成 多 于 2" 个 部 分 .” 
为 了 证 明 这 样 一 个 对 每 一 个 自然 数 n 都 成 立 的 定理 ,只 对 n 的 前 10 
个 .前 100 个 甚至 前 1000 个 值 来 证 明 是 不 够 的 . 这 种 做 法 相当 于 经 
验 归纳 法 . 与 此 相反 ,我 们 必须 用 一 个 严格 数学 的 、 非 经 验 的 推理 方 
法 . 这 种 推理 方法 的 特点 我 们 下 面 用 对 命题 A 和 A' 的 证 明 来 说 明 . 
对 于 命题 A, 我 们 知道 , n = 1 时 , 这 个 多 边 形 是 三 角形 ,由 初等 几何 
知 ,其 内 角 和 是 + 180°. 对 一 个 四 边 形 , n= 2, 我 们 划一 条 对 角 线 
把 四 边 形 分 为 两 个 三 角形 ,立刻 看 出 四 边 形 的 内 角 和 等 于 这 两 个 三 
角形 内 角 的 和 ,由 此 得 180° + 180° = 2 - 180°. 接着 是 n 二 3 (HW 
形 ) 的 情形 ,我 们 可 把 它 分 成 一 个 三 角形 和 一 个 四 边 形 ,由 于 刚才 已 
证 明了 四 边 形 的 内 角 和 是 2。180", 而 三 角形 的 内 角 和 是 180°. 因此 
对 于 五 边 形 ,我 们 则 得 到 3 + 180°. 显然 , 依 此 类 推 ,可 逐次 地 证 明 
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n=4, n= 5, 等 等 情形 . 而 且 , 每 一 个 命题 都 能 以 同样 的 方式 由 前 
一 个 命题 推出 ,所 以 一 般 的 定理 A 对 于 所 有 n 都 成 立 . 

类 似 地 ,我 们 也 能 证 明 命题 A'. 当 n = 1 时 , 其 命题 显然 是 对 
的 ,因为 一 条 直线 可 把 平面 分 成 两 部 分 . 现在 加 上 第 二 条 直线 ,除非 
新 的 直线 平行 于 第 一 条 ,否则 上 述 的 每 一 部 分 都 被 分 成 新 的 两 部 分 . 
无 论 哪 一 种 情形 ,对 n = 2, 我 们 所 分 的 部 分 都 不 多 于 4 = 2° 部 分 . 
现在 加 上 第 三 条 线 ,上 述 区 域 的 每 一 个 或 者 分 成 两 部 分 ,或 者 没 被 分 
H. 因此 总 的 部 分 不 多 于 Z? - 2 = 2°. 证 实 这 种 情况 正确 之 后 ,我 们 
可 以 用 同样 的 方式 继续 证 明 下 一 个 情形 ,就 这 样 一 直 无 限 地 进行 
FH. 

上 面 讨论 的 基本 思想 是 : 为 了 证 明 一 个 对 所 有 n 成 立 的 定理 
有 A ,我 们 连续 地 证 明 一 系列 特殊 情形 A, Azs ，…. 之 所 以 能 这 样 做 ， 
主要 是 基于 : a) 存在 一 个 一 般 方法 , 它 表 明 : 如 果 任 意 一 命题 A, 是 
正确 的 , 则 下 一 个 命题 4.+: 也 是 正确 的 ; b) 第 一 个 命题 A 已 知 是 
正确 的 . 这 两 个 条 件 ( 它 们 对 证 明 所 有 命题 Al，A: ，A: ，… 都 正确 ， 
是 足够 了 . ) 正 如 亚 里 士 多 德 (Aristotel) 的 基本 逻辑 规则 那样 ,对 数 
学 来 说 , 它 是 基本 的 逻辑 原则 . 我 们 把 它 叙 述 为 

假设 我 们 希望 证 明 整 个 一 系列 无 穷 多 个 数学 命题 

Ais Azy Ags sty 

(它们 合 起 来 成 为 一 般 命 题 A). 假设 a) 通过 某 些 数学 论证 证 明了 : 
如 果 r 是 任意 正 整数 , 且 如 果 命 题 4, 已 知 是 真 的 , 则 可 推出 命题 
AH; b) 第 一 个 命题 A 已 知 是 真 的 . 那么 ,序列 的 所 有 命题 必 
然 都 是 真 的 ,从 而 A 得 证 . 

就 像 接受 简单 的 普通 逻辑 规则 那样 ,我 们 将 毫 不 犹 移 地 接受 它 ， 
并 把 这 作为 数学 推理 的 一 个 基本 原则 . 因为 这 时 我 们 能 够 证 明 任意 
命题 A, 是 正确 的 . 这 从 给 定 的 论断 b) (Ai 是 真 的 ) 开 始 ,然后 重复 
地 运用 论断 a) 依次 地 证 明 A2, Ar. A 等 等 为 真 ,一 直到 我 们 得 到 
命题 A, 为 止 .因此 数学 归纳 法 依赖 于 这 样 一 个 事实 : 任意 一 个 自然 
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数 r 都 有 一 个 后 继 的 自然 数 ~ 十 1, 而 且 我 们 所 求 的 自然 数 ”可 以 从 
1 开始 经 过 这 样 的 有 限 步骤 而 达到 . 

通常 在 用 数学 归纳 法 原理 时 ,并 不 明确 地 叙述 出 来 ,或 者 只 是 简 
单 地 用 “等 等 ”,“ 一 直 这 样 下 去 "这 类 的 话 来 说 明 . 这 在 初等 数学 中 是 
常见 的 . 但 在 比较 细致 的 证 明 中 ,必须 要 明确 地 用 归纳 法 讨论 . 我 们 
将 给 出 一 些 简单 但 又 不 是 很 显然 的 例子 . 

2.5 ERK 

对 任意 的 n 值 ,前 个 整数 的 和 1 十 2 十 3 十 … 十 n SF 
PUED, 为 了 用 数学 归纳 法 证 明 这 个 定理 ,我 们 必须 表明 对 任意 的 
nME An 


142434 +n = PAED (1) 


RE. d) 我 们 先 看 如 果 ~ 是 一 正 整数 , 且 A, 已 知 是 真 的 , 即 已 知 
1 十 2 十 3 十 … 十 -一 weld, 


这 时 ,我们 把 数 ~ 十 1 加 到 这 等 式 两 边 ,得 到 等 式 
1 十 2 十 3 十 … 十 r 十 (r 十 1) 


= EV boty 


_ rt) +2+) 
2 
_ Cr 十 Dr 十 2) 
2 3 


ARE BUA, b) 由 于 1 二 >, 命题 A, 显然 是 对 的 . 因此 


按 数学 归纳 法 原理 ,命题 A, 对 每 一 个 n 都 成 立 , 这 就 是 要 证 明 的 . 
通常 的 证 明 是 把 和 式 1 十 2 十 3 十 … 十 n 写成 两 种 形式 
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S =1+2++-+(n—l1)+n 
与 S, 一 2 十 (一 1) 十 … 十 2 十 1. 
然后 加 起 来 ,我 们 看 到 在 同一 列 的 每 一 对 数 的 和 是 "十 1, 由 于 一 共 
A nF BA 

2S, = n(n+ 1), 
这 就 证 明了 所 要 的 结果 . 
从 (1) 我 们 立刻 导出 任意 等 差 级 数 的 前 n 十 1 项 的 求 和 公式 ， 
P, =a+(a+d) + (a+ 2d) +--+ (a+nd) 


= “+D Qatud), (2) 
因为 
P, = (n+ Da+ 042+ +d 
= (n+ a+ 2@tbag 
= Hat Datur Dd 
= tn Dandy, 


当 a = 0, d = 1 时 , 这 就 是 (1). 


3. 等 比 级 数 


可 以 用 类 似 的 方式 来 处 理 一 般 的 等 比 级 数 . 我 们 将 证 明 对 每 个 
nn 值 有 
G, = atag tag? += taq" = at HE. (3) 
(我 们 假设 g #1, 否则 (3) 式 右边 没 意 义 . ) 
对 二 1, 这 命题 肯定 是 对 的 ,因为 这 时 这 命题 为 
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G Sa tipa lea 


1l—g 
人 
=a + 一 01 十 9). 


如 果 我 们 假设 
G, 一 a 十 ag 十 … 十 agr =al", 
则 可 求 得 如 下 结果 
Gmi = (a+aq +++ +4+aq") +aq™ 
atl 
=G, +aq™ =a Loy +aq™ 
l=—g 
+r 
l=g 
= 1 一 grH +q 一 gr 
1 一 4 
1 一 gr 
say 


这 正好 是 命题 (3) 当 n 一 r 十 1 时 的 情形 .证 毕 . 

在 初等 课本 中 ,通常 的 证 明 是 按 如 下 步骤 进行 的 . 设 

. G, = a +aq ++ tag", 
在 等 式 的 两 边 用 9 乘 ,得 到 

qGn 一 ag 十 cg 十 …… 十 ag 
现在 从 原来 的 等 式 相应 地 减 这 个 等 式 的 两 边 ,得 到 
G, — qG, = a—ag"™, 
(1 一 9)G =al- g"), 


tl 
ee EN 
1 一 4 
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4. 前 ”项 平方 和 


数学 归纳 法 的 另 一 个 有 趣 的 应 用 是 关于 前 ”项 平方 和 . 通过 直 
接 试验 可 以 发 现 ,至 少 在 不 大 时 有 


PHP 43 poe = Mat DEntD (4) 


人 们 猜想 这 个 重要 公式 可 能 对 所 有 正 整 数 n 都 成 立 . 为 了 证 明 这 点 ， 
我 们 再 一 次 用 数学 归纳 法 原理 . 我 们 先 看 如 果 命 题 A, (在 这 里 是 等 
式 (4)) 对 n= 二 =r 时 的 情形 是 正确 的 , 即 
了 十 2 十 了 十 十 二 rr+ D2r+D 
6 > 
然后 在 这 等 式 两 边 加 上 (r 十 1)? ,我 们 得 到 
于 十 天 十 3 十 …… 十 到 十 (r 十 ])2 


= rer Ort) 4 (+1) 


rr+D(2r+)D +6041)" 
6 


@+D[r@r+) +6¢+)D) 
6 
_ Cr 十 DC2m 十 7r 十 6) 
6 
_ GED +2) 2r+3) 
6 ， 


这 情形 正好 就 是 命题 A,+1 ,因为 把 (4) 中 的 n 用 r 十 1 代入 就 得 到 
它 . 为 了 完成 证 明 , 我 们 只 须 说 明 命题 A 成 立 , 而 这 时 等 式 


11+D(2+D 
7 ; 
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显然 成 立 . 因此 等 式 (4) 对 每 个 nn 都 成 立 . 
对 于 更 高 次 的 整数 寡 的 和 , 1: 十 2 十 3* Het n, 这 里 & 是 任 
意 一 个 正 整数 ,都 可 以 求 出 类 似 的 公式 . 作为 一 个 练习 ,读者 可 以 用 
数学 归纳 法 证 明 
PEP +3 porta? = [EEF (5) 


应 该 指出 的 是 ,一 旦 公式 (5) 写 出 来 后 ,用 数学 归纳 法 证 明 这 公式 
就 足够 了 ,但 这 证 明 却 没有 表明 这 个 公式 最 初 是 怎么 产生 的 , 为 什么 
表达 式 [n(n 十 1)/2 了 被 人 正确 地 猜 到 是 前 n 项 立方 和 的 表达 式 ,而 不 
是 [n(n 十 1)/3 了 或 (19mw 一 41n 十 24)/2 或 任何 其 他 曾经 被 考虑 过 的 无 
限 多 个 相似 类 型 的 表达 式 . 一 个 定理 的 证 明 在 于 应 用 某 些 简单 逻辑 规 
则 ,但 这 样 一 个 事实 并 没有 揭示 数学 中 的 创造 性 的 成 分 ,而 创造 性 在 
于 对 被 考察 的 各 种 可 能 性 作 一 选择 . 假设 (5) 的 来 源 问题 ,属于 一 个 没 
有 一 般 规 律 可 循 的 领域 . 其 中 起 作用 的 是 经 验 、 类 比 和 直观 . 但 是 一 旦 
叙述 出 正确 的 假设 ,用 数学 归纳 法 就 常 可 提供 证 明 . 由 于 这 样 一 种 证 
明 方法 并 没有 给 出 发 现 过 程 的 线索 ,把 它 称 为 验证 似乎 更 为 合适 . 


号 "5， 一 个 重要 的 不 等 式 


在 下 一 章 我 们 将 发 现 不 等 式 
(+p)"* 宇 1+np (6) 

的 用 途 ,这 里 是 对 p >— 1 的 任意 数 和 任意 正 整数 nn 成立 ( 为 了 一 般 
性 起 见 , 我 们 允许 p 是 大 于 一 1 的 任何 数 ,因而 预先 在 这 使 用 了 负数 
和 非 整 数 . 对 一 般 情 形 的 证 明 与 p 是 正 整 数 情 形 时 的 证 明 是 完全 一 
样 的 ). 我 们 仍 用 数学 归纳 法 . 

a) 如 果 (1 十 p)" 宇 1 十 rp 成立 , 则 在 这 不 等 式 的 两 边 乘 上 正 数 
1 十 之, 我 们 得 到 

(1 十 加 人 >l+rp+ptrp’, 

去 掉 正 项 rp’ 只 能 加 强 这 个 不 等 式 ,所 以 
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Q+py7 >14+G04Dp. 
表明 不 等 式 (6) 对 下 一 个 正 整 数 r+] 也 成 立 . b) +p)! S1+p 
是 显然 成 立 的 . 这 完全 证 明了 (6) 对 每 个 ”都 成 立 . HM 如 > 一 1 这 个 
限制 是 不 可 少 的 . 如 果 p 一 一 1, 则 1+ p 是 负 的 . 这 时 在 a) 中 的 论 
证 是 不 对 的 ,因为 不 等 式 的 两 边 用 一 负数 乘 , 不 等 号 要 倒 过 来 ( 例 
如 ,如 果 我 们 用 一 1 乘 不 等 式 3 之 2 的 两 边 , 仍 写成 一 3 > 2 就 是 
错误 的 ). 


喇 "6. 二 项 式 定理 


AOIR n KE atO" 以 一 个 明确 表达 式 常常 是 重要 的 . 
通过 直接 的 计算 ,我们 有 
Xj n= 1, (a+b)! =at+b, 
X} n = 2, (a+b) = (a+b) la +b) 
= ala +b) 十 bla 二 bb 
a’ +2ab+b', 
X n = 3, (a+b)? = (a+b) la +b)? 
= ala? + 2ab +b) +b(a’ +2ab +b) 
= a +3aêb + 3ab? +8, 
等 等 . 在 “等 等 "这 词 的 背后 有 什么 一 般 规律 呢 ? 让 我 们 检查 一 下 
(a 十 ?计算 的 过 程 . 由 于 (ae 十 0): = (a 十 )(a 十 外 ,我 们 用 a 乘 
a+b 的 每 一 项 ,然后 用 2 乘 < 十 2 的 每 一 项 ,再 加 起 来 就 得 到 了 
(a 十 b)* 的 表达 式 . 计算 (a 十 6)? = (a+6)(a+b) 是 同样 的 程序 .我 
们 可 以 用 同样 的 方式 继续 计算 (a 十 6)+，(a 十 5b) 等 等 一 直 进行 下 
E. (a 十 6)" 的 表达 式 是 这 样 得 到 的 : 用 a ARMER aH 
到 的 表达 式 ,同样 地 用 0 去 乘 它 ,再 加 起 来 . 这 引出 下 面 的 图 . 它 立刻 
表明 了 (a 十 6)" 的 展开 式 中 系数 形成 的 一 般 规律 . 我 们 构造 一 个 数 
的 三 角形 阵列 ,从 a+b 的 系数 开始 (如 下 面 图 的 第 一 行 ) ,并 使 得 这 
三 角形 的 每 一 个 数 是 上 一 排 中 它 的 两 边 的 两 个 数 的 和 . 这 个 阵列 叫 


Il 
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a+b = a 
atb = a 3 N 
is, a ap eee 


作 巴 斯 嘉 (Pascal) 三 角形 0. 
这 三 角形 中 的 第 n 行 是 (a 十 b)" 展开 式 的 系数 , 它 是 按 a 的 递 
TRATED b HHA FEE A. 例如 
(a+b) =a’ +7a'b+ 21a°b’ + 35a'b® 
十 35a3b + 21a’b° + 7ab§ +6 
我 们 用 一 个 简单 的 下 标 和 上 标记 法 2, 让 
C= 1, Ci, Ci, C3, et, Chas C= 1 
表示 巴 斯 嘉 三 角形 的 第 ” 排 的 数 . 这 时 (a 十 b)" 的 一 般 公式 可 写成 
(a 二 外 "= 二 qa" 十 Cla™16 十 C2a”™?b 
十 十 Cr ab™ 十 b. (7) 


@ 在 我 国 宋代 杨辉 4 详解 ( 九 章 ) 算 法 ?中 载 有 此 图 , 叫 * 开 方 作法 本 源 "图 ,这 是 中 国 
算 学 的 一 项 杰出 贡献 , 比 巴 斯 嘉 至 少 早 500 年 . 一 一 译注 
| 四 ”本 书 中 的 CY 在 我 国 的 中 学 课本 中 记 为 Ci. 一 一 译注 
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按照 巴 斯 嘉 三 角形 形成 的 规律 ,我 们 有 

C= CH+C™. (8) 
作为 一 个 练习 ,有 经 验 的 读者 可 以 利用 这 个 关系 和 Ch = Ci= 1 这 一 
事实 ,用 数学 归纳 法 证 明 


Cs me GD et) 
£ 1。2 


a nl 
lal 


[对 任意 正 整数 ,符号 x! ( 读 作 “x 的 阶乘 ”) 表 示 前 n 个 正 整 
数 的 乘积 : n! = 1.2，3.…n. 为 了 方便 起 见 , 规 定 0! = 1. 这 样式 (9) 
对 i 二 0 和 i 二 nn 时 均 成 立 ]. 系数 为 这 种 公式 的 二 项 式 展开 式 , 称 为 
二 项 式 定理 ( 见 第 494 页 ). 
习题 : 用 数学 归纳 法 证 明 : 
Dih tyh tet 


(9) 


n 
WED n+l 


ytySy 35g Bao mt? 


ate te 2 2 
“3) 1 十 24 十 39 十 … 十 ng = izago pa, 


ai 
“ONE Qd+ A+) A+4+_") = is. 


求 出 下 列 等 比 级 数 的 和 


1 1 
Pie tarer Tt HETS 


g a 
6) 1 十 1 十 到 十 (+27)? 4 ETSA 


2 2y 
nF + (SER) t+ (FES) 


用 公式 (4) 和 (5) 证 明 
D 1 十 3 十 … 十 (2m 十 1)2 


n+ 1D)(2nt+ D(2n+ 3) 
3 . 
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"9) 1433 fe 4 (2n4+ D8 = (n+ 1)? (2n? 十 4n 十 1). 
10) 用 数学 归纳 法 直接 证 明 这 同样 的 结果 . 


号 "7, 再 谈 数学 归纳 法 


数学 归纳 法 原理 可 以 推广 为 :“ 如 果 给 定 一 系列 命题 A,，A,+1， 
Ars RE s 是 某 个 正 整数 , 且 如 果 

a) 对 每 个 ~ 之 的 值 ,A, 为 真 时 能 推出 A,+, 也 为 真 ; 

b) A, 已 知 是 真 的 ， 
则 所 有 命题 AG, Avis Anes EN. 就 是 说 ,对 所 有 的 n> s, A 成 
立 . ”很 清楚 ,这 里 是 把 序列 1，2，3，… 换 成 了 类 似 的 序列 *，s* 十 1， 
s 十 2,，*…, 并 运用 了 建立 普通 数学 归纳 法 时 所 用 的 同一 推理 . 用 这 形式 的 
归纳 法 我 们 可 以 加 强 第 22 页 的 不 等 式 , 即 把 等 号 “二 ”的 可 能 性 去 掉 . 我 
们 说 ,对 任意 p+ 且 大 于 一 1 和 任意 n> 2 的 整数 ,有 

(1+ p)" > 1+np. (10) 

这 道 证 明 题 留 给 读者 . 

与 数学 归纳 法 原理 紧密 相关 的 是 “最 小 自然 数 原理 ”, 它 表明 : 任何 一 
个 非 空 正 整 数 集 C 有 最 小 元 素 . 一 个 集合 如 果 没 有 元 素 ,就 是 空 集 . 例如 ， 
所 有 由 直线 形成 的 圆 的 集合 ,或 使 > > 成立 的 整数 的 集合 . 在 叙述 这 
个 原理 时 ,我 们 显然 应 当 排除 这 种 空 集 . 集合 C 可 以 是 有 限 的 ,例如 1，2， 
3，4，5 这 个 集 , 也 可 以 是 无 限 的 ,例如 全 体 偶 数 集 2，4，6，8，10,，…. 任 
何 一 个 非 空 集 C 至 少 包含 一 个 自然 数 , 记 它 为 风 则 整数 1]，2，3，…， n 
中 ,属于 C 的 数 必 有 一 个 最 小 的 , 它 将 是 C 中 的 最 小 整数 ， 

要 认识 这 个 原理 的 意义 ,唯一 的 办 法 就 是 ,注意 它 不 适用 于 非 自然 数 


的 数 集 C 例如 正 分 数 集 1， b, E, E, BARER. 


从 逻辑 的 观点 来 说 ,注意 到 下 面 一 点 是 很 有 趣 的 , 即 可 以 用 最 小 自然 
数 原理 把 数学 归纳 法 当 作 一 个 定理 来 证 明 . 对 此 让 我 们 考虑 任意 一 系列 
命题 Al » Ae ’ A; ’ …, 使 得 

a) 对 任 一 正 整数 r, A, 为 真 时 能 推出 A,+ 也 为 真 ; 

bd 已 知 A AK. 

我 们 将 表明 ;这些 A 中 有 一 个 不 为 真 "这 一 假设 是 不 对 的 . 因为 只 要 
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这 些 A 中 有 一 个 不 为 真 , 则 使 得 A 不 为 真 的 全 体 正 整数 集 C 就 是 不 空 
的 . 按 最 小 自然 数 原理 ,C 包含 一 最 小 整数 ,由 b) 知 p 必须 1. 因此 A, 
不 为 真 ,但 A, RES DAB. 


必须 再 一 次 强调 数学 归纳 法 原理 与 自然 科学 中 的 经 验 归纳 是 大 
不 相同 的 . 在 任意 有 限 多 个 情形 中 (不 管 它 有 多 大 ) ,证 实 一 个 一 般 规 
律 , 不 能 算 作 对 这 个 规律 提供 了 一 个 严格 数学 意义 下 的 证 明 , 即 使 当 
时 还 不 知道 有 例外 的 情形 . 这 样 一 个 规律 仍然 只 是 一 个 相当 合理 的 
假说 ,有 待 于 以 后 的 试验 结果 来 验证 . 在 数学 上 ,一 个 规律 或 一 个 定 
理 , 只 有 当 它 能 表示 为 某 些 已 被 认为 是 正确 的 假设 的 逻辑 的 必然 结 
果 时 , 才 算 是 被 证 明了 . 在 数学 命题 中 有 许多 这 样 的 例子 : 这 些 命题 
到 现在 为 止 , 在 所 考虑 的 每 一 个 特殊 情形 都 被 证 实 了 ,但 至 今 仍 未 证 
明 它 普遍 地 成 立 (第 39 页 就 有 一 个 例子 ). 一 个 人 通过 许多 例子 观察 
到 一 个 定理 是 真 的 ,他 可 能 感到 在 一 般 情形 下 它 也 是 对 的 ,随后 他 可 
以 试图 用 数学 归纳 法 来 证 明 它 ,如 果 成 功 , 这 定理 就 证 明 是 正确 的 ; 
如 果 失 败 了 ,这 个 定理 可 能 是 正确 的 ,也 可 能 是 错误 的 ;并 可 能 在 某 
一 天 有 人 会 用 其 他 方法 把 它 证 明 或 否定 . 

在 用 数学 归纳 法 时 ,我 们 必须 经 常 确保 条 件 a 和 b) 是 真正 被 满足 的 、 
忽略 了 这 个 先决 条 件 可 以 引出 像 下 面 这 样 的 荒废 结 果 , 这 里 请 读者 自己 
找 出 错误 来 . 我 们 将 “证 明 ” 任 意 两 个 正 整 数 相等 ,例如 5 = 10. 

首先 给 出 一 个 定义 : 如 果 a 和 4 是 两 个 不 等 的 正 整 数 ,我 们 定义 
max(a, b) 是 a, 5 中 较 大 的 一 个 . MR a = b, 我 们 令 maxla, bd) = a = b. 
例如 max(3, 5) = max(5, 3) = 5, 而 max(4, 4) = 4. 现在 让 A, 是 这 样 
的 命题 :“ 如 果 a, 5b 是 使 max(a, b) = n 的 任意 两 个 正 整数 , 则 a = b.” 

a) 假设 A, 成 立 ; 设 a, b 是 任意 两 个 使 得 max(a,， b) = r+] 的 正 整 
数 . 考虑 两 个 整数 

a 一 4 一 1 

&=6-—1, 
则 max(a, B) =r, 又 由 于 我 们 假设 A, 成 立 , 因 此 a= p, HEH a=b. A 
此 A, +1 BUI. 
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b) A, 显然 成 立 . 因为 如 果 max(a, b) = 1, 则 由 于 a, 5 假设 是 正 整 
数 ,所 以 都 必须 等 于 1. 因此 按 数学 归纳 法 ,A 对 任意 的 成立. 

现在 如 果 a Ab 是 两 个 不 管 什么 样 的 正 整 数 ,用 7 表示 max(a, b), H 
于 已 证 明了 对 任意 的 n, A, 是 成 立 的 ,特别 A, 是 成 立 的 ,因此 a = b. 
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引言 


自然 数 虽然 逐渐 失去 了 它 和 宗教 迷信 及 神秘 主义 的 联系 ,但 是 
数学 家 对 它 的 兴趣 丝毫 也 没有 减退 . 欧 几 里 得 ( 约 公元 前 300 年 ) 大 
概 是 对 数论 作 了 最 初 贡献 的 人 (他 的 出 名 是 由 于 在 他 的 《原本 》 中 有 
一 部 分 内 容 构成 了 中 学 课程 几何 学 的 基础 ,虽然 他 的 几何 学 的 大 部 
分 内 容 只 不 过 是 前 人 工作 的 一 个 总 结 ). 亚历山大 城 的 一 个 早期 的 代 
BER F BM (Diophantus) ( 约 公元 275 年 ), 留 下 了 他 关于 数论 的 
著作 . 费 马 (P. Fermat) (1601~1665), 土 伦 的 一 个 法 官 ,他 那 时代 最 
伟大 的 数学 家 之 一 ,是 近代 数论 的 开创 者 . 欧 拉 (Euler)(1707 一 
1783) ,最 多 产 的 数学 家 ,在 他 的 研究 中 有 相当 多 的 是 数论 方面 的 工 
作 . 在 数学 杂志 上 很 出 名 的 勒 让 德 ( Legendre), 5k 里 赫 莱 
(Dirichlet) 8% (Riemann) 也 可 以 列 入 这 个 名 单 中 . 高 斯 (Gauss) 
(1777 一 1855) ,是 近代 第 一 流 的 数学 家 ,在 数学 的 许多 不 同 分 支 都 有 
他 的 贡献 ;据说 他 用 下 面 的 话 表示 他 对 数论 的 看 法 “数学 是 科学 的 
皇后 ,而 数论 是 数学 的 皇后 . ” 


$1 素 数 
sL 基本 事实 
数论 中 的 多 数 命题 (如 同 数学 是 一 整体 那样 ) 不 是 涉及 单个 的 对 
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象 (例如 数 5 RIK 32) ,而 是 涉及 某 些 有 共同 性 质 的 一 类 对 象 ,例如 ， 
全 体 偶数 集 ， 
2, 4, 6, 8, «+, 


或 全 体能 用 3 整除 的 整数 集 ， 
3，6，9，12，…， 


或 所 有 整数 的 平方 的 集 ， 
1, 4, 9, 16, +, 


等 等 . 

在 数论 中 ,最 基本 的 、 最 重要 的 一 类 数 是 素数 . 大 多 数 整 数 能 分 
解 成 较 小 因子 : 10 = 2-5, 111 =3 + 37, 144=3.3.2.2.2.2 
等 等 . 人 们 都 知道 ,不 能 这 样 分 解 的 数 就 是 素数 . 更 确切 地 说 ,一 个 大 
于 1 的 正 整数 p, 它 除了 1 和 它 本 身 外 没有 因子 ,就 称 它 是 素数 (如 
果 有 某 个 整数 c 使 得 4 = ac, 则 称 整数 a 是 整数 b 的 因子 或 除数 . ). 
2, 3, 5,7, 11, 13, 17, … 这 些 数 是 素数 ,而 ,比如 说 ,12 就 不 是 , 因 
为 12 = 3。4. 素数 的 重要 性 在 于 这 一 事实 : 每 一 个 整数 都 能 表示 为 
素数 的 乘积 . 如 果 一 个 数 本 身 不 是 素数 ,那么 可 以 不 断 地 对 它 进行 因 
子 分 解 ,直到 所 有 的 因子 都 是 素数 为 止 , 例如 ,360 = 3 - 120 = 
3+ 3004 =3+3+1062+2=3+3 +502 +2-2 = 28.3205, 
一 个 整数 (除了 0 和 1) 如 果 不 是 素数 ,就 称 为 是 合 数 . 

对 于 素数 ,最 初 所 产生 的 一 个 问题 是 : 究竟 只 有 有 限 个 不 同 的 
素数 ,还 是 素数 类 包含 无 穷 多 个 元 素 , 如 同 全 体 正 整 数 那样 (虽然 素 
数 只 是 正 整数 的 一 部 分 ). 回答 是 : 有 无 穷 多 个 素数 . 

关于 素数 有 无 穷 多 个 的 证 明 ( 它 是 由 欧 几 里 得 给 出 的 ) 至 今 仍然 
是 数学 推理 的 一 个 典范 . 这 是 用 “ 反 证 法 ”来 进行 的 . 我 们 从 一 个 尝 
性 的 假定 出 发 , 即 认为 这 定理 是 不 对 的 . 也 就 是 说 假定 只 有 有 限 多 个 
素数 ,也 可 能 很 多 一 一 十 亿 或 更 多 -一 一 用 一 般 的 、 非 确定 性 的 方式 来 
表示 , 记 为 有 nn 个 .采用 下 标的 写法 ,我 们 可 以 用 pie pe. os pa 来 
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表示 这 些 素数 . 其 他 任何 一 个 数 都 是 复合 数 且 素数 pi， peso Pn 
中 至 少 有 一 个 能 够 整除 它 . 我 们 现在 构 作 一 个 数 A, 让 它 比 
Dis Pes ts Pa 中 任 一 个 都 大 ,从 而 与 它们 中 的 任何 一 个 都 不 同 ,又 
让 它 不 能 被 p; ，ps,，…，p。 中 的 任 一 个 整除 ,因而 产生 矛盾 . 这 数 是 
A = pipe pr +1. 
即 我 们 所 假设 的 所 有 素数 的 乘积 再 加 上 1. A 比 这 些 p 中 的 任 一 个 
都 大 ,因而 必须 是 合 数 . 但 用 p1, po 等 去 除 A 总 是 余 1, 因此 这 些 p 
不 是 A 的 因子 . 这 是 由 我 们 当初 的 假设 ( 仅 有 有 限 个 素数 ) 而 导致 的 
矛盾 . 因而 这 假设 只 能 被 看 成 是 芒 诬 的 ,从 而 它 的 反面 必然 是 正确 
的 . 定理 证 完 . 
虽然 这 个 证 明 用 的 是 反 证 法 ,但 稍 加 修改 一 下 ,至 少 在 理论 上 可 给 出 
-个 能 构造 出 无 穷 多 个 素数 的 方法 . 我 们 从 任 一 素数 开始 ,例如 p， = 2, 
BBB Ton PHB Dis por ery Pa 这 时 ,我 们 看 数 py por Pe +1, 
或 者 它 本 身 是 一 素数 ,或 者 它 有 一 个 素数 因子 ,而 且 这 个 素数 因子 不 同 于 
已 造 出 的 那些 素数 . 由 于 这 个 因子 总 能 通过 直接 试验 来 确立 ,因而 我 们 保 
证 在 任何 情形 下 都 至 少 能 找 出 一 个 新 的 素数 p,+1. 照 这 个 方法 进行 下 去 ， 
我 们 看 到 可 构造 的 素数 序列 决 不 会 终止 . 
习题 : 从 p = 25 pr = 3 开始 ,进行 这 种 构造 , 找 出 5 个 以 上 的 
RK 
当 一 个 数 已 被 表示 成 素数 的 乘积 后 ,我 们 可 以 用 任意 的 次 序 来 
排列 这 些 素数 因子 . 稍 有 一 点 经 验 就 可 知道 ,除了 次 序 可 任意 排列 
外 ,一 个 数 N 的 素 因 子 分 解 是 唯一 的 : 每 一 个 比 1 大 的 整数 NR 
有 一 种 方式 分 解 成 素数 的 乘积 . 这 命题 初 看 起 来 似乎 是 如 此 明显 ,以 
至 于 人 们 一 般 都 倾向 于 承认 它 . 但 它 决 不 是 不 证 自明 的 ,而 且 这 证 明 
(虽然 完全 是 初等 的 ) 要 求 某 些 细致 的 推理 . 由 欧 几 里 得 给 出 的 这 个 
“算术 基本 定理 ”的 古典 证 明 ,是 建立 在 ( 找 两 个 数 的 最 大 公 因 子 的 》 
欧 几 里 得 轰 转 相 除法 上 的 . 这 将 在 第 54 页 讨论 . 而 在 这 里 ,我 们 给 出 
一 个 比较 新 的 证 明 , 它 比较 简短 ,但 与 欧 几 里 得 的 相 比 可 能 有 更 多 的 
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推理 . 这 是 反 证 法 的 一 个 典型 例子 . 我 们 将 假设 存在 一 个 整数 , 它 有 
两 种 根本 不 同 的 素数 分 解 ,然后 从 这 假设 出 发 导出 一 个 矛盾 于 是 表 
明 “ 存 在 一 个 有 两 种 根本 不 同 的 素 因 子 分 解 的 整数 ”的 假设 是 不 对 
的 . 因此 每 一 个 整数 的 素数 分 解 是 唯一 的 . 
如 果 存 在 一 个 能 分 解 为 两 种 根本 不 同 的 素数 乘积 的 正 整数 , 则 
这 样 的 正 整数 中 必 有 一 个 是 最 小 的 ( 见 第 26 页 
m = pi por Pr = Qog» a) 
这 里 的 p, q 等 是 素数 . 通过 重新 安排 之 及 9 的 次 序 ( 如 果 需 要 的 
话 ), 我 们 可 以 认为 
PS pe SP US Ky. 
现在 pp 不 能 等 于 a. 因为 如 果 相 等 ,我 们 能 从 等 式 (1) 的 每 一 边 消 
去 第 一 个 因子 得 到 一 个 小 于 m 有 两 个 根本 不 同 的 素 因 子 分 解 的 正 
整数 ,这 与 m 的 选择 (m 为 有 这 种 可 能 的 最 小 正 整数 ) 相 矛盾 . 因此 ， 
或 者 pl 二 qi, 或 者 gi <p. BR <a MRa <p, RRM 
简单 地 调换 下 面 讨论 中 的 字母 即 可 ) ,我 们 构造 一 整数 


m = m— (þigg). (2) 
把 (2) 中 的 m 用 等 式 (1) 中 的 两 个 表达 式 代入 ,我 们 可 以 把 m' 写 成 
m = (pi po pr) — (Pigg) 


= pi (pzp b, — uqg), (3) 
和 m = (qigetq.) — (Pigg) 
= (qi — p1) qs. (4) 


HF pi <q, AOA m 是 一 个 正 整 数 ,而 从 (2) 知 m 是 小 于 m 的 . 
因此 mv 的 素数 分 解 ,除了 因子 次 序 外 ,必须 是 唯一 的 . 但 从 (3) 知 素 
数 pi 是 m 的 因子 ,因此 由 (4) 知 pi 必须 是 (gq 一 1) 或 (qzq3…q,) 的 
因子 (这 从 m 的 素数 分 解 的 唯一 性 得 出 , 见 下 一 段 的 论证 ). 由 于 所 
有 4 都 比 p' 大 ,这 后 -情形 是 不 可 能 的 . 因此 p 必须 是 q 一 pi 的 


第 1 章 补 充 数论 + 33° 


因子 ,这 样 就 有 某 个 整数 使 
qi 一 pi 二 Ph 或 qi = pi(h++1). 

这 表明 p 是 qi 的 一 个 因子 ,与 qa 是 素数 这 事实 矛盾 . 这 矛盾 表明 
我 们 最 初 的 假设 是 站 不 住 脚 的 ,因而 完全 证 明了 这 个 算术 基本 定理 . 

这 基本 定理 的 一 个 重要 推论 是 : 如 果 一 个 素数 p 是 乘积 ab 的 
因子 , 则 p 必须 或 是 a 的 因子 ,或 是 b 的 因子 . 因为 如 果 p 既 不 是 a 
的 因子 ,也 不 是 5 的 因子 ,那么 把 a 和 0 素数 分 解 后 再 相 乘 ,得 到 整 
数 ab 的 一 种 素数 分 解 ,其 中 不 包含 p. 另 一 方面 ,由 于 Pp 是 ab HA 
子 , 故 存在 一 整数 上 使 


ab = pt. 
因此 ,p 乘 以 的 素数 分 解 ,将 是 ab 的 一 个 包含 p 的 素数 分 解 , 这 与 
ab 的 素数 分 解 是 唯一 的 这 个 事实 矛盾 . 
例 : 如 果 人 们 证 实 了 13 是 2652 的 一 个 因子 ,以 及 2652 = 
6。442, 就 可 以 得 出 13 是 442 的 因子 这 一 结论 . 但 另 一 方面 ,6 是 240 
的 一 个 因子 而 且 240 = 15。16, 但 6 既 不 是 15 ,也 不 是 16 的 因子 . 这 表 


明 p 是 素数 这 个 假设 是 不 可 缺少 的 . 
习题 : 为 了 找 出 任 一 数 a 的 所 有 因子 ,我 们 只 需 把 0 分 解 为 乘积 
a= pi PED 
其 中 捕 是 不 同 的 素数 ,每 一 个 有 某 次 过 a 的 所 有 因子 是 这 样 的 数 
b= Bi pps 
其 中 是 满足 下 列 不 等 式 的 任意 整数 : 
0 和 hu,0 芝 PP 过 op,0 入 <or 


试 证 明 这 个 命题 . 作为 一 个 推论 ,再 证 明 a 的 不 同 的 因子 (包括 因子 a 和 
1) 的 个 数 由 乘积 
(ai 十 1)(az 十 1)…(a, 十 1) 
给 出 . 例如 
144 = 2" - 3? 
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有 5 3 个 因子 ,它们 是 1，2, 4, 8, 16, 3, 6, 12, 24, 48, 9, 18, 36, 72, 
144, 


2. 素数 的 分 布 


对 于 任意 给 定 的 自然 数 N, N 之 前 的 素数 表 可 以 这 样 得 到 : 按 
大 小 顺序 把 所 有 比 N 小 的 自然 数列 出 ,然后 划 掉 所 有 是 2 的 倍数 的 
那些 数 ,在 剩 下 的 里 面 再 划 掉 所 有 那些 3 的 倍数 ,一 直 这 样 做 下 去 ， 
直到 所 有 的 复合 数 都 被 划 掉 . 这 过 程 (就 是 人 所 熟知 的 “ 爱 拉 托 塞 姆 
(Eratosthems) 筛 法 ”) 将 留 下 N 以 前 的 素数 . 对 上 述 方法 加 以 改进 
后 ,所 有 小 于 10000000 以 前 的 素数 表 已 逐渐 地 被 计算 出 来 了 . 这 些 
表 给 我 们 提供 了 关于 素数 的 分 布 和 性 质 的 大 量 经 验 数 据 . 在 这 些 表 
的 基础 上 ,我 们 能 作出 许多 很 可 能 是 正确 的 猜想 (好 像 数 论 是 一 门 实 
验 科学 那样 ) ,但 它们 的 证 明 通 常 十 分 困难 . 
a， 产 生 素 数 的 公式 
人 们 一 直 想 找 出 一 个 只 产生 素数 的 简单 算术 公式 ,即使 它 只 能 
给 出 部 分 素数 也 可 以 . 费 马 作 了 一 个 有 名 的 猜测 (但 不 是 肯定 的 断 
言 ): 所 有 形 如 
F(n) = 2” 十 1 

的 数 是 素数 . 实际 上 对 = 1, 2, 3,4, 我 们 有 

FQ) =2+1=5, 

FQ) =2 41=2%41=17, 

F3) = 27 +1 = 2 +1 = 257, 

F(A) = 2” +1 = 2 4+1 = 65537, 
全 是 素数 . 但 在 1732 年 欧 拉 发 现 2 +1 = 641 - 6700417 可 以 因子 
分 解 , 因 此 F(5) 不 是 素数 . 后 来 又 发 现 不 少 这 种 “ 费 马 数 ” 是 合 数 ;对 
每 一 种 情形 都 要 求 用 比较 高 深 的 数论 上 的 方法 ,因为 直接 试验 有 难 
以 超越 的 困难 . 甚至 至 今 还 没 能 证 明 ” > 4 时 是 否 存在 一 个 F(n) 是 
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素数 . 

另 一 个 能 产生 许多 素数 的 有 名 的 简单 公式 是 

fin) 一 天 一 2 十 41， 
Rtn =1, 2, ++, 40, AMERA} n = 41, 我 们 有 f(r) = 
41?， 这 不 再 是 一 个 素数 . 表达 式 
n? —79n+ 1601, 

当 n 从 1 一 直到 79 时 都 得 出 素数 ,但 当 = 80 时 就 不 是 素数 了 . 总 
的 来 说 , 求 出 一 个 仅 产 生 素数 的 简单 表达 式 的 努力 一 直 徒 劳 无 功 . 试 
图 求 出 一 个 得 出 所 有 素数 的 代数 表达 式 更 是 希望 渺茫 . 
b 等 差 数列 中 的 素数 

虽然 证 明 全 体 自然 数 序列 1， 2，3，4, … 中 有 无 穷 多 个 素数 是 
简单 的 ,但 当 我 们 把 它 推广 到 像 1, 4,7, 10, 13,… 或 3, 7, 11, 15， 
19,… 这 样 的 序列 ,或 更 一 般 地 ,任意 一 个 等 差 数 列 a, a 十 d, a 十 
2d, =, a 十 nd，… 时 (这 里 a Ald 没有 公 因子 ), 问 题 就 远 为 困难 
了 .所 有 的 观察 都 指出 这 一 事实 : 在 每 一 个 这 样 的 数列 中 都 有 无 穷 
多 个 素数 , 恰 如 在 最 简单 的 情形 1，2， 3,… 中 那样 . 证 明 这 个 一 般 
性 的 定理 要 付出 极 大 的 努力 . 十 九 世 纪 第 一 流 的 数学 家 之 一 狄 里 替 
莱 (1805 一 1859) ,利用 当时 所 知道 的 最 先进 的 数学 分 析 工 具 才 取得 
完全 的 成 功 . 他 那 篇 关于 这 个 问题 的 原著 ,即使 到 现在 仍然 是 数学 中 
最 突出 的 成 就 之 一 . 即使 到 了 一 百年 后 的 今天 ,对 于 那些 在 微 积 分 和 
函数 论 的 技巧 上 没有 足够 训练 的 学 生来 说 ,这 个 定理 还 没 简化 到 能 
使 他 们 理解 的 程度 . 

虽然 ,我 们 不 能 证 明 狄 里 赫 莱 的 一 般 定理 ,但 是 可 以 很 容易 地 把 
欧 几 里 得 关于 有 无 穷 多 素数 的 证 明 推广 到 某 些 特殊 的 等 差 数 列 , 例 
如 4n+3 和 6n 十 5. 为 了 证 明 前 一 种 情形 ,我 们 注意 任何 大 于 2 的 素 
数 都 是 奇数 (否则 它 将 能 被 2 整除 ) ,因而 素数 必 是 或 等 于 4n 十 1 或 
等 于 4n 十 3 的 形式 . 其 次 ,两 个 4n 十 1 形式 的 数 的 乘积 仍 是 4n 十 1 的 
形式 ,这 因为 
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(4a 十 1)(46 十 1) = 16ab+4a+404+1 
= 4(4ab +a +b) +1. 
现在 假设 只 有 有 限 个 4n 十 3 形式 的 素数 pi Por ey Pa ZIBA 
N= Alpi per Pa) — 1 = 4( pi peet ba — 1) +3. 
或 者 N 本 身 是 一 素数 ,或 者 它 能 分 解 为 一 些 素 数 的 乘积 ,这 时 这 些 
素数 中 没有 一 个 是 p, ，p:,…，p,, 因 为 用 它们 除 N 余 一 1. 其 次 ,NN 
的 所 有 素数 因子 不 能 都 是 4n 十 1 形式 的 ,因为 N 不 是 这 形式 的 ,而 
我 们 已 看 到 ,4n 十 1 形式 的 数 的 乘积 仍 是 这 种 形式 . 因此 ,至 少 有 一 
素数 因子 必须 是 4n 十 3 的 形式 ,而 这 是 不 可 能 的 ,因为 我 们 假设 所 有 
的 形 如 4n 十 3 的 素数 只 是 这 些 pi;, 而 它们 没有 一 个 是 N 的 因子 . A 
此 如 果 假 设 4n 十 3 形式 的 素数 个 数 是 有 限 的 ,将 引出 矛盾 ,所 以 这 样 
的 素数 必须 是 无 限 个 . 
习题 ; 对 级 数 6+ 5 证 明 相应 的 定理 . 
c 素数 定理 
在 研究 素数 分 布 所 服从 的 规律 时 ,数学 家 不 再 徒劳 地 试图 去 求 
一 个 产生 所 有 素数 的 简单 公式 ,或 求 前 个 自然 数 中 所 有 素数 个 数 
的 简单 公式 ,而 是 去 寻求 素数 在 自然 数 中 平均 分 布 的 信息 . 
对 自然 数 ,让 我 们 用 A 表示 整数 1，2，3，…， ”中 素数 的 个 
数 . 如 果 我 们 在 前 面 一 些 自然 数 中 的 素数 下 边 划 上 线 : 1234567 
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19…, 则 我 们 能 算出 A, 的 前 几 个 值 : 
A, =0, ÆA = l, A; =A, = 2, As = Ac = 3, 
Ay Ag Ag Ato 4, An Ai 5, 
An = Au = Ais = An = 6, An = Aig = 7, 
Ai a 8, 等 等 . 
如 果 我 们 现在 取 为 某 一 个 无 限 递 增 的 序列 ,比如 说 
n = 10, 107, 10%, 10, =, 
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则 其 相应 的 A, 的 值 是 

Atos Arc?» Ai + Ait» ts 
它 也 无 限 增加 (虽然 比较 慢 ). 由 于 我 们 知道 有 无 穷 多 个 素数 ,所 以 
A, 的 值 或 早 或 晚 将 超过 任何 一 个 有 限 数 . 令 比 值 Au/n 表示 前 个 
自然 数 中 素数 的 “密度 ”. 由 素数 表 可 以 用 试验 的 办 法 算出 n 相当 大 
时 A./n 的 值 


103 0. 168 
10° 0. 078498 
10° 0. 050847478 


表 中 最 后 一 个 数 可 以 看 成 是 ,由 前 10° 个 自然 数 中 随机 地 取 一 个 自 
然 数 而 它 恰 是 素数 的 概率 ,这 是 因为 有 10 种 可 能 的 选择 ,其 中 有 
Aw TERM. 

在 自然 数 中 单个 的 素数 的 分 布 
是 极 不 规则 的 . 但 如 果 我 们 把 注意 力 
集中 于 由 比值 A,/n 给 出 的 素数 平均 
分 布 时 ,不 规律 性 就 消失 了 . 这 个 比 
值 所 服从 的 简单 规律 ,是 整个 数学 中 
最 著名 的 发 现 之 一 . 为 了 叙述 素数 定 
理 , 我 们 必须 定义 自然 数 n 的 “自然 对 


图 5 Inn 定义 为 双 曲 线 下 阴影 
数 ” 为 此 ,我 们 在 平面 上 取 两 个 垂直 部 分 的 面积 


的 坐标 轴 , 考虑 平面 上 到 二 轴 的 距 
离 +, 的 乘积 等 于 1 的 点 的 轨迹 . 利用 坐标 x 和 y ,可知 这 条 轨迹 
是 由 方程 zy = 1 定义 的 等 边 双 曲线 . 我 们 现在 定义 Inn 为 图 5 中 


”原版 书 把 自然 对 数 记 为 log ,在 本 书 中 我 们 把 它 改 为 一 般 书 上 的 记 法 Inn 一 一 
译注 
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由 双 曲 线 .z 轴 及 两 条 竖 直 线 z =1, zx 一 ?所 围 的 面积 (在 第 八 章 将 

更 细致 地 讨论 对 数 ). 通过 对 素数 表 的 试验 和 观察 ,高 斯 看 到 比值 

A, /n 近似 等 于 1/ln n, 而 且 nn 越 大 这 个 近似 就 越 好 . 近似 的 好 坏 程 
A,/n 


KÆRE in 来 衡量 的 . X n = 1000, 1000000, 1000000000, È 
的 值 在 下 表 给 出 : 


1/Inn 


0. 168 
0. 078498 
0. 050847478 


0. 145 
0. 072382 
0. 048254942 


根据 这 个 试验 ,高 斯 猜想 : 比值 A,/n“ 渐 近 等 于 ”1/In n. 就 是 说 ,如 
RRITE ”的 值 取 成 一 个 越 来 越 大 的 序列 , 比如 像 前 面 那 样 取 n 
等 于 


10，102 ，102，104，…， 

QU A,/n A 1/Inn 的 比 

A,,/n 

1/Inn’ 
当 逐 次 用 n 的 值 代入 计算 后 ,将 越 来 越 接近 于 1. 而 且 只 要 n 取得 足 
够 大 ,这 比值 与 1 的 差 ,我 们 要 它 多 小 就 能 有 多 小 . 这 结论 在 符号 上 
用 记号 一 来 表示 : 

Ay 

这 “一 ”不 能 用 普通 的 等 号 “一 "来 代替 ,这 从 下 一 点 就 能 看 清楚 : A, 
总 是 一 个 整数 ,而 n/In n 就 不 是 . 


一 让 表示 当 ) 增加 时 台 i 作 趋 于 1. 
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素数 分 布 的 平均 状态 能 用 对 数 函 数 来 描述 ,这 是 一 个 很 引 人 注 
目的 发 现 . 因为 ,两 个 似乎 完全 无 关 的 数学 概念 在 事实 上 竟 有 如 此 紧 
密 的 联系 ,这 是 很 令 人 奇怪 的 . 

虽然 叙述 高 斯 猜想 并 不 太 难 , 但 是 要 给 出 一 个 严格 的 数学 证 明 ， 
高 斯 所 处 时 代 的 数学 是 远 远 不 够 的 ,这 个 定理 虽然 只 涉及 最 基本 的 
概念 ,但 其 证 明 必 须 用 到 近代 数学 中 最 有 力 的 方法 . 数学 分 析 发 展 了 
差不多 一 百年 后 , 才 使 巴黎 的 阿达 玛 (Hadamard,1896) MAH T 
莱 ' 布 桑 (dela Valle Poussin,1896) 给 出 素数 定理 一 个 完整 的 证 明 . 
曼 高 尔 德 (V. Mangoldt) 和 朗 道 (Landau) 作 了 简化 和 重要 的 改进 . 
早 在 阿达 玛 之 前 , 黎 曼 (1826~1866) 已 作出 了 有 决定 意义 的 先驱 性 
工作 ,他 在 一 篇 著名 的 文章 中 已 经 指出 解决 这 个 问题 的 主要 思路 . 最 
近 美国 数学 家 维 纳 (N. Wiener) 对 证 明 作 了 一 个 改进 ,使 得 在 证 明 推 
理 的 一 个 重要 步骤 上 无 须 使 用 复数 . 但 即使 对 一 个 高 年 级 的 大 学 生 
来 说 ,素数 定理 的 证 明 也 不 是 一 件 容 易 的 事情 . 在 第 503 页 之 后 ,我 
们 将 再 回 到 这 个 问题 上 来 . 

d 两 个 尚未 解决 的 素数 问题 

虽然 素数 平均 分 布 的 问题 已 被 满意 地 解决 了 ,但 还 有 其 他 许多 
被 试验 证 实 的 猜想 ,迄今 还 不 能 证 明 它们 是 正确 的 . 

其 中 有 一 个 是 有 名 的 哥 德 巴赫 猜想 . 哥 德 巴赫 (Goldbach， 
1690 一 1764)( 除 了 1742 年 他 在 一 封 给 欧 拉 的 信 中 提出 这 个 问题 
外 ,他 在 数学 史上 没什么 地 位 . ) 由 试验 观察 到 ,任何 一 个 偶数 ( 除 
了 2, 它 本 身 是 一 素数 ) 都 能 表示 为 两 个 素数 的 和 . 例如 ,4 = 
24+2,6~=343, 8 二 5 十 3, 10 二 5 十 5, 12 二 5 十 ?7, 4=74 
7, 16 二 13 十 3, 18=114+7, 20=1347, ++, 48= 29 十 19,…， 
100 = 97 +3, 等 等 . 

哥 德 巴赫 问 欧 拉 : 能 不 能 证 明 这 对 于 所 有 偶数 都 是 对 的 ,或 者 
至 少 找 出 一 个 反例 来 否定 它 . 欧 拉 没 能 给 出 回答 ,而 且 从 那 时 以 来 没 
有 一 个 人 给 出 过 回答 . 对 于 每 一 个 偶数 能 表 为 两 个 素数 的 和 这 一 命 
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题 ,试验 的 结果 是 完全 令 人 信服 的 ,任何 一 个 人 都 可 以 用 大 量 的 例子 
来 验证 它 . 困难 的 原因 是 : 素数 是 用 乘法 来 定义 的 ,而 这 问题 涉及 的 
是 加 法 . 一 般 来 说 ,在 自然 数 的 乘法 性 质 和 加 法 性 质 之 间 建 立 联系 是 
困难 的 . 

直到 不 久 以 前 , 哥 德 巴赫 猜想 的 证 明 似乎 还 是 完全 无 法 进行 的 . 
但 今天 看 来 不 再 是 不 能 解决 的 了 . 1931 年 ,当时 一 个 不 知名 的 年 轻 
苏联 数学 家 斯 尼 尔 曼 (Schnirelmann,1905 一 1938) 取 得 一 个 完全 没 
料想 到 的 成 就 , 它 使 所 有 的 专家 都 感到 吃惊 . 他 证 明了 每 一 个 正 整数 
能 表示 成 不 超过 300000 个 素数 之 和 . 虽然 与 证 明 哥 德 巴赫 猜想 当初 
的 目标 来 比 , 这 个 结果 是 很 可 笑 的 ,但 它 毕竟 是 迈 向 这 个 目标 的 第 一 
步 . 这 是 一 个 直接 的 、 构 造 性 的 证 明 , 虽 然 对 任意 正 整数 的 素数 分 解 ， 
它 并 没有 提供 任何 实际 方法 . 更 近 一 些 ,苏联 数学 家 维 诺 格拉 托 夫 
(Vinogradoff) ,用 了 哈代 (Hardy) 、 利 特 伍德 (Littlewood) 和 他 俩 的 
合作 者 印度 人 拉 玛 纽 加 (Ramanujan) 的 方法 , 成功 地 把 个 数 由 
300000 减 为 4. 这 比较 地 接近 于 哥 德 巴赫 问题 的 解决 . 但 在 斯 尼 尔 曼 
的 结论 和 维 诺 格拉 托 夫 的 结论 之 间 还 存在 着 一 个 重大 的 差别 ,这 可 
能 比 300000 和 4 之 间 的 差别 更 显著 . 维 诺 格拉 托 夫 的 定理 只 对 “ 充 
分 大 ”的 自然 数 成 立 ;更 确切 地 说 ,他 证 明了 ,存在 一 个 正 整 数 N, 对 
于 任意 n>N 的 整数 ,都 能 表示 为 不 超过 4 个 素数 的 和 . 维 诺 格拉 托 
夫 的 证 明 未 能 告诉 我 们 怎样 确定 这 个 N, 它 与 斯 尼 尔 曼 的 定理 相 
反 , 本 质 上 是 一 个 间接 的 、 非 构造 性 的 证 明 . 维 诺 格拉 托 夫 实际 上 证 
HT: 假设 有 无 穷 多 个 整数 不 能 分 解 为 最 多 4 个 素数 之 和 ,就 会 产 
生 一 个 荒 雇 的 结果 . 在 这 里 ,我 们 找到 了 一 个 很 好 的 例子 ,表明 两 种 
证 明 方 法 (直接 的 方法 和 反 证 法 ) 之 间 的 深刻 差别 (一 般 的 讨论 兄 第 
100 页 ). 

另 一 个 甚至 比 哥 德 巴赫 问题 更 引 人 注 目的 问题 , 却 还 没有 一 点 
解决 的 途径 . 人 们 早 就 注意 到 ,素数 经 常 以 pA pH 的 形式 成 对 出 
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现 ,例如 3 和 5,11 和 13,29 和 31 等 等 . 人 们 相信 “存在 无 穷 多 个 这 
样 的 素数 对 ”的 命题 是 对 的 ,但 至 今 在 解决 这 个 问题 的 方向 上 ,还 根 
本 谈 不 上 有 什么 办 法 . 


$2 B & 
1 一 般 概 念 
只 要 磁 到 用 一 个 固定 的 整数 d 去 除 整数 的 问题 ,“ 同 余 ” 的 概念 
和 记 法 (高 斯 所 创 ) 将 使 推理 简单 而 清楚 . 


为 了 引进 这 个 概念 ,让 我 们 检查 一 下 当 整 数 被 5 除 时 剩 下 的 余 
数 .我 们 有 


0=0.5+0 7=1+5+2 —1l=—1-544 
1=0-5+1 8=1+5+43 一 2 = 一 1。5 十 3 
2=0+542 9 一 1.5 十 4 一 3 一 一 1。5 十 2 
3=0+5+3 10=2+*5+0 一 4 一 一 1。5 十 1 
4 一 0。5 十 4 11 一 2.。5 十 1 一 5 = 一 1。5 十 0 
5=1+5+0 12 一 2。5 十 2 一 6 = 一 2。5 十 4 
6=1-5+1 等 等 等 等 


我 们 看 到 任 一 整数 被 5 除 时 , 剩 下 的 余数 是 0，1，2，3，4 这 五 个 数 
中 的 一 个 . 如 果 两 个 整数 a 和 6 被 5 除 有 相同 的 余数 ,我 们 称 它们 是 
“ 模 5 同 余 ” 的 . 例如 2, 7, 12, 17, 22, =, 一 3, 一 8, — 13, 
一 18, … 都 是 模 5 同 余 的 ,因为 它们 的 余数 是 2. 一般 地 说 ,如 果 整 数 
a 和 6b Fd 除 有 相同 的 余数 , 即 如 果 有 一 整数 ”使 < 一 5 = nd 成 立 
(这 里 d 是 一 固定 整数 ) ,我 们 就 说 a 和 2 是 模 d 同 余 的 . 例如 27 和 
15 是 模 4 同 余 的 ,因为 


27 =6+4+3, 15 一 3。4 十 3. 
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由 于 同 余 的 概念 很 有 用 ,因此 人 们 希望 对 它 给 出 一 个 简单 的 记 
法 . 我 们 用 


a = (mod d), 


来 表示 a Mb 是 模 d 同 余 的 这 件 事 . 如 果 对 模 数 不 存在 疑问 ,公式 中 
的 “mod d” 可 以 略 去 (如 果 a 不 是 和 6。 Md 辐 余 的 ,我 们 记 a Fx 
b(mod d)). 

在 日 常生 活 中 , 同 余 的 概念 是 经 常 出 现 的 . 例如 ,一 个 钟 的 指针 ， 
它 表示 的 小 时 数 是 模 12 同 余 的 ;一 个 汽车 上 的 里 程 表 , 它 给 出 的 行 
程 总 里 数 是 模 100000 同 余 的 . 

在 对 同 余 进行 细致 讨论 之 前 ,读者 应 该 认识 到 下 面 的 命题 都 是 
等 价 的 : 

(1) a Alb Ed 同 余 的 . 

(2) 存在 某 个 整数 ”使 < 一 5 十 nd. 

(3) d 整除 a 一 5b. 

高 斯 的 同 余 记 法 所 以 有 用 是 因为 : 对 于 一 个 固定 的 模 来 说 ,在 
形式 上 同 余 式 包含 有 许多 普通 等 式 的 性 质 . 关系 式 a = 在 形式 上 
最 重要 的 性 质 如 下 : 

1) 恒 有 a=a. 

2) 如 果 a = b, i b = a. 

3) 如 果 a = b, b = cija = c. 

再 有 ,如 果 a =a, b =b 则 

4) a 十 0 一 a +v. 

5) a 一 5 一 和 一 外 

6) ab = a'b’. 

当 关系 式 a 二 5 用 同 余 关系 4 =O(mod d) 代 蔡 时 ,这 些 性 质 仍 成 立 . 
因而 
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1’) 伍 有 a=cCmod d). 
2’) 如 果 a=b(mod qd) , 则 b==a(mod d). 
3’) 如 果 a=b(mod d), b=c(mod d) , 则 a=c(mod d). 
这 些 事实 的 简单 验证 留 给 读者 去 做 . 
其 次 ,如 果 a 三 a (mod d), b=b' (mod d), 则 
4’) a+b=a' +b' (mod d). 
5’) a~b=a’ —b' (mod d). 
6’) ab=a’b’ (mod d). 
因此 对 于 相同 的 模 , 同 余 式 可 以 加 、 减 乘 . 为 了 证 明 后 三 个 命题 ,我 
们 只 须 注意 ,如 果 
a=at+rd,b=b'+sd, 
则 atb=a +h +(r+s)d, 
a—b=a'—b'+(r—s)d, 
ab 一 a0 + la's +b'r +srd)d, 


从 这 即 得 出 所 需要 的 结论 . 

同 余 的 概念 有 一 个 很 能 说 明 问 题 的 几何 解释 . 通常 ,如 果 我 们 
希望 在 几何 上 表示 整数 ,我 们 就 选择 一 个 单位 长 线段 并 在 这 线段 
的 两 端 以 其 倍数 向 外 延伸 . 用 这 种 办 法 ,对 于 每 一 个 整数 ,我 们 能 
在 直线 上 找 出 一 点 ,如 图 6. 但 当 我 们 处 理 模 4 的 整数 时 , 若 仅 就 
其 被 d 除 后 的 性 质 而 论 , 因 为 同 余 的 数 有 相同 的 余数 ,所 以 我 们 把 
任意 两 个 同 余 的 数 认为 是 相同 的 . 为 了 在 几何 上 说 明 这 一 点 ,我 们 
利用 一 个 圆 并 把 它 分 成 d 等 分 . 任 一 整数 被 4 除 时 , 剩 下 的 余数 是 
0,，1，…，d 一 1 这 d 个 数 中 的 一 个 . 这 a 个 数 间隔 相等 地 安置 在 这 


© 
=g  =1 0 1 2 3 
图 6 整数 的 几何 表示 


AKARE. 每 一 个 整数 都 与 这 些 数 中 
的 一 个 是 模 d 同 余 的 ,因此 在 几何 上 用 
这 些 点 中 的 一 个 来 表示 . 如 果 两 个 数 用 
同一 个 点 表示 ,它们 就 是 同 余 的 . 图 7 画 
HY d= 6 的 情形 . 钟 的 表盘 就 是 日 常 
生活 中 的 一 个 例子 
我 们 用 一 个 例子 来 看 看 同 余 式 乘积 
性 质 6 ) 的 用 处 . 当 10 的 各 阶 赛 被 一 给 
定 素数 除 时 ,我 们 可 以 确定 这 个 余数 . 例 
如 ,因为 10 = 一 1 十 11, 所 以 
10 =— 1(mod 11). 
连续 地 用 这 同 余 式 乘 它 自己 ,我 们 得 到 
10 三 (一 1)( 一 1) 一 1 (mod 11), 
10° 三 一 1 (mod 11), 
10 =1 (mod 11) ,等 等 . 
从 这 我 们 能 表明 ,任何 一 个 (在 十 进位 系统 中 表示 的 ?整数 
z 一 ao 十 aa。10 十 oa。102 十 … 十 ao。10"， 
被 11 除 后 的 余数 ,与 它 的 数码 交替 变 号 求 和 
t= ao 一 qi 十 az 一 as 十 … 
被 11 除 后 的 余数 是 一 样 的 . 因为 我 们 有 
z—t=a*1l+a* (10*—1) +a; « (10°41) 
+a,(10'—1) +e, 
而 11, 10? 一 1, 10 十 1,… 所 有 这 些 数 每 一 个 和 0 都 是 模 11 同 余 
的 ,因此 z 一 : 也 是 这 样 .所 以 = 被 11 除 与 + 被 11 除 有 相同 的 余数 . 
特别 地 得 知 , 一 个 数 能 被 11 整除 ( 即 余数 是 0) 必 须 而 且 只 须 它 的 数 
码 交 替 变 号 之 和 能 被 11 整除 . 例如 ,由 于 3 一 1 十 6 一 2 十 8 一 1 十 9 一 


图 7 模 6 的 整数 的 几何 表示 
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22, 数 z = 3162819 能 被 11 整除 . 找 一 个 被 3 或 9 整除 的 规律 更 简 
单 ,因为 10 = 1(mod 3 或 9) ,因此 10"=1(mod 3 或 9) 对 任意 的 nn 
都 成 立 . 故 知 一 个 数 z 被 3 或 9 整除 必须 而 且 只 须 它 的 数码 之 和 
S= as ta tart Han 

也 同样 相应 地 被 3 或 9 整除 . 

对 于 模 7 同 余 , 我 们 有 

10==3, 10°=2, 10=—1, 10'=—3, 10°°=—2, 10=1. 
再 接 下 去 的 余数 是 上 面 的 重复 ,因此 z 被 7 整除 必须 而 且 只 须 表达 式 

r = ao + 3a, + 2az — a; — 3a, — 2as 十 as + 3a; 十 … 
被 7 整除 . 
习题 : 找 一 个 被 13 整除 的 类 似 规则 . 

对 一 个 固定 的 模 ,例如 d = 5, 当 同 余 式 进行 加 、 乘 时 ,对 任 一 数 

a 我 们 总 可 以 从 


0, 1, 2, 3, 4, 
这 集合 中 找 出 与 它 同 余 的 数 来 代替 它 , 因而 使 我 们 涉及 的 数 不 会 太 
大 . 因此 为 了 计算 以 5 为 模 的 整数 的 和 与 积 ,我 们 仅 需 要 如 下 的 加 法 
表 及 乘法 表 


atb arb 
b=0 1 2 3 4 6=0 12 3 4 
a=0 012 3 4 a=0 0000 0 
1123 40 101234 
223401 202 41 3 
334012 3031 4 2 
44012 3 4043 21 


从 这 第 二 个 表 可 以 看 出 ,只 有 当 a 或 5 是 二 0(mod 5) 时 ,乘积 ab 7 
与 0 [lA (mod 5). 由 此 得 出 一 般 的 规律 
7) (224 a=0 BK b=0 (mod d) 时 ,有 ab 志 0(mod d). 它 是 整数 的 
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普遍 规律 : (224 a=0 R O=0 时 ,ab 二 0 这 一 命题 的 推广 . 注意 ,只 有 
当 模 d 是 一 素数 时 ,规律 7) 才 成 立 . 因为 同 余 式 


ab = 0(mod d) 
意味 着 d BRob, MARNCABA,—_tTRK d 只 有 当 它 整除 a 
或 5 时 , 即 仅 当 
a 三 0(mod d) 或 5 二 0(mod d), 
CARRIE ab. 


如 果 a 不 是 素数 ,这 规律 就 不 一 定 成 立 . 因为 这 时 我 们 能 够 记 
d=res, 这 里 + 和 s 小 于 d ,于 是 
rÆ 0(mod d), S Æ 0(mod d), 
但 rs = d = 0(mod d). 
fal in 2 Æ 0Cmod 6), 3 Æ 0(mod 6), {H 2 + 3 = 6 = 0(mod 6). 


习题 : 说 明 下 面 的 消去 律 对 素数 的 模 的 同 余 式 成 立 : 
MR ab 三 ac, 且 aa 天 0, 则 0 三 <. 


习题 : 1) 0 和 6 之 间 哪 一 个 数 和 乘积 11。18。2322。13。19 模 7 


同 余 ? 

2) 0 和 12 之 间 哪 一 个 数 和 乘积 3。7。11。17。19。23， 29+ 113 模 
13 同 余 ? 

3) 0 和 4 之 间 哪 一 个 数 与 1 十 ?十 2: 十 … 十 2 的 和 模 5 同 余 ? 


2.8 3932 B 


在 十 七 世纪 ,近代 数论 的 葛 基 者 费 马 ,发 现 了 一 个 十 分 重要 的 定 
H: WR p 是 任意 一 个 不 能 整除 整数 a 的 素数 , 则 
a’ = 1(mod p). 
这 意味 着 a H- DKREH p 除 后 余 1. 
用 我 们 前 面 的 一 些 计算 可 以 验证 这 个 定理 ;例如 我 们 已 看 到 过 
10 = 1(mod 7), 10° = 1(mod 3) 和 10” 二 1(mod 11). 同样 地 ,我 
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们 可 以 表明 22 = 1(mod 13) 以 及 5” = 1(mod 11). 为 了 验证 后 面 
这 两 个 同 余 式 ,我 们 不 必 去 实际 计算 这 么 高 阶 的 罕 , 因 为 我 们 可 以 利 
用 同 余 式 乘法 性 质 带 来 的 好 处 : 


2'=16=3(mod 13), 5*==3(mod 11), 
28=9=—4(mod 13), 5*=9=—2(mod 11), 
5°=4(mod 11), 
2 一 4。3 一 一 12 5 三 3。4 一 12 
=1(mod 13). =1(mod 11). 
为 了 证 明 费 马 定理 ,我 们 考虑 a 的 倍数 : 
m =a, m = 2a, m = 3a, ***, mp = ( 力 一 1)a. 


这 些 整数 中 任意 两 个 都 不 能 模 p 同 余 , 否 则 存在 某 一 对 整数 r，;, 满 
Bl<r<s<(p—), Ë p MAm,—m, = (s 一 na 的 一 个 因子 . 
但 由 规律 7) 知 这 是 不 可 能 的 ,因为 ;一 r EDF p 的 ,所 以 p 不 是 
5 一 r 的 因子 ,而 由 假设 又 不 是 a 的 因子 . 同样 地 ,这 些 数 中 没有 一 
个 能 和 0 同 余 . 因此 数 m, m, very mp- (如果 将 其 次 序 重新 排列 ) 
必须 相应 地 同 余 于 数 1，2，3，…, pp 一 1. 故 得 出 
mim: mp = 1* 2 e 3%(p— 1)a’™' 
= l + 2 + 3+-(p—1)(mod p). 
或 者 ,为 了 简单 起 见 我 们 记 1。2。3…(z 一 1) 为 天 , 则 
天 (ao 入 — 1) = 0(mod p). 
但 因为 天 的 因子 没有 能 被 p 整除 的 ,所 以 K 不 能 被 p 整除 ,因而 由 
PEE 7) a?! —1 必须 被 p 整除 , 即 
a — 1 = 0(mod p). 

这 就 是 费 马 定理 . 

让 我 们 再 来 核对 这 定理 : Rp = 23 ma = 5. 这 时 我 们 有 (所 有 的 
模 都 是 23) 5: 2, 5 = 4, FH 16 7, 56 = 49 = 3, 5° = 12, 
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52 = 241. 如 果 a 一 4 而 不 是 5, 所 有 的 模 仍 取 23, 我 们 得 到 全 = 
7, # =—28=—5, 4# =—20=3, 4} =9, 4 =—45 =l, VP SL 
ELM a=4, p= 23 的 例子 中 ,我 们 从 另 一 方面 看 到 不 仅 a 的 
(p 一 1) 次 寡 同 余 于 1, 而 且 还 可 以 有 一 个 更 小 的 宕 同 余 于 1. 最 小 的 
这 样 的 寡 ( 在 这 里 是 11) 是 (p 一 1) 的 一 个 因子 ,这 命题 总 是 真 的 . ( 见 
下 面 习题 3. ) 
习题 : D 用 类 似 的 计算 表明 : 2° = 1¢mod 17); 3 =—1(mod 17); 
3" =— 1(mod 29); 2" = — 1(mod 29); 4" = 1(mod 29); 5" = 
1(mod 29). 
2) Xt p= 5, 7, 11, 17, 23, 用 不 同 的 a 值 来 核对 费 马 定理 . 
3) 证 明 一 个 一 般 的 定理 : 使 a = 1(mod p) 的 最 小 正 整数 。 必须 是 
一 1 的 一 个 因子 . (提示 : 用 e 除 之 一 1 得 到 
p-l=ket+r, 
XH O<r<e HH Ala’! =a‘ = 1(mod p) 这 一 事实 . ) 


3, 二 次 剩余 


参看 一 下 关于 费 马 定理 的 例子 ,我 们 发 现 不 仅 总 有 a? 
1(mod p), 而 且 ( 如 果 p 是 不 等 于 2 的 素数 , 即 p BAW. A p 
2p' 十 1 的 形式 ) 对 某 些 a 有 a? =a??? 三 1(mod p). 这 事实 引起 
一 系列 有 趣 的 研讨 . 我 们 可 以 把 这 定理 写 为 下 述 形式 : 

a! —1 =a” — 1 = (a” —1)(a” +1) = 0(mod p). 
由 于 一 个 乘积 被 p 整除 , 仅 当 它 有 一 个 因子 被 p 整除 才 成 ,这 立刻 
说 明 或 者 az 一 1 或 者 a” 十 1 必须 被 p 整除 . 所 以 对 任 一 素数 p > 2 
和 任 一 不 被 p 整除 的 数 a， 
RA a??? = 1 RE a??? =— 1(mod p). 

近代 数论 刚 一 出 现 ,数学 家 就 很 感 兴趣 地 去 寻找 什么 样 的 数 a 
使 第 一 种 情形 成 立 , 什 么 样 的 数 a 使 第 二 种 情形 成 立 . 假设 a 与 某 个 
数 r 的 平方 是 模 p 同 余 的 , 即 


中 


i] 


第 1 章 补充 数论 。49。 


a = xr’ (mod p), 
War? = 2, HERR ERER p 同 余 于 1 的 . 一 个 数 a， 
如 果 不 是 p 的 倍数 且 模 p 同 余 于 某 个 数 的 平方 , 则 称 a 为 p 的 二 次 
HR. 而 一 个 不 是 p 的 倍数 的 数 5 ,不 同 余 于 任何 数 的 平方 , 称 它 为 p 
的 非 二 次 剩余 . 我 们 刚才 看 到 每 一 个 p 的 二 次 剩余 a 满足 同 余 式 
a??? = 1(mod p). 不 难 证 明 对 每 一 个 非 二 次 剩余 5, 我们 有 同 余 
ROPI 寺 一 1(mod p), 更 进一步 ,我 们 现在 将 表明 在 数 1，2， 
3, =, pol 1 中 恰 有 (一 D72 个 二 次 剩余 和 (z 一 1)/2 个 非 二 次 
剩余 . 
虽然 通过 直接 计算 搜集 了 那么 多 的 试验 数据 ,但 是 最 初 发 现 二 
次 剩余 与 非 二 次 剩余 分 布 所 服从 的 一 般 规律 是 不 容易 的 . 这 些 剩余 
的 第 一 个 深刻 性 质 是 勒 让 德 (1752~1833) 发 现 的 ,而 后 被 高 斯 称 为 
二 次 互 反 律 . 这 规律 是 有 关 两 个 不 同 素数 p 和 9 的 , 它 断 言 : 如果 乘 


BLED. GED RRR JE 的 二 次 剩余 必须 而 且 只 须 是 


2 

a 的 二 次 剩余 在 乘积 2 了 《9 一 是 奇数 时 ,这 情形 相反 ,是 4 
的 剩余 必须 而 且 只 须 y 是 hing 年 轻 的 高 斯 的 成 就 之 一 就 是 
给 出 了 这 个 著名 定理 的 第 一 个 严格 证 明 ,而 这 个 定理 很 长 时 间 曾 是 
对 数学 家 的 一 个 挑战. 高 斯 的 第 一 个 证 明 决 不 是 简单 的 ,而 且 即 使 到 
今天 虽然 已 发 表 了 大 量 的 不 同 的 证 明 , 互 反 律 也 不 是 容易 确立 的 . E 
的 真正 的 意义 ,直到 最 近 ,在 代数 数论 发 展 以 后 才 显示 出 来 . 

作为 说 明 二 次 剩余 分 布 的 一 个 例子 ,让 我 们 取 p 一 7, 这 时 由 于 
0? Opa? 1.2% 4, 3 2s 
#7 =2, 5 = 4, =l. 

(全 是 模 7) 而 且 由 于 后 面 的 平方 重复 这 个 序列 ,所 以 7 的 二 次 剩余 
是 与 1, 2, 4 同 余 的 数 ,而 非 剩 余 是 和 3, 5, 6 同 余 的 . 在 一 般 情 形 
下 ,p 的 二 次 剩余 组 成 了 和 1，27，…,(p 一 1)? 同 余 的 数 ,但 它们 又 
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是 成 对 同 余 的 ,因为 
x’ = (p— x} (mod p) (例如 2? = 5*(mod 7)), 


这 因为 (p 一 x)? = p —2pr +2? = r (mod p). 因此 数 1,2,…， 
zp 一 1 中 有 一 半 是 p 的 二 次 剩余 , 另 一 半 是 非 二 次 剩余 . 
为 了 说 明 二 次 互 反 律 ,让 我 们 取 p= 5, g = 11. 由 于 11 二 


了 (mod 5), 11 是 二 次 剩余 (mod 5); 由 于 乘积 [人 3 2). 


[AE ? ] 是 偶数 , 互 反 律 告诉 我 们 5 是 二 次 剩余 (mod 11). 为 了 证 
实 这 点 ,我 们 注意 5=4" (mod 11). 另 一 方面 ,如 果 户 一 7, q=11. 这 
时 乘积 | OS] OP) ] 是 奇数 ,实际 上 11 是 二 次 剩余 (mod 7) 
[因为 11=2 (mod 7)], 而 7 是 非 二 次 剩余 (mod 11). 


习题 ; 1) 6: = 36 = 13(mod 23), 23 是 不 是 二 次 剩余 (mod 13)? 
2) 我 们 已 看 到 r = (p 一 zx)*(mod p). 说 明 这 是 数 12，22 ，3:，…， 
(bp 一 1) 中 间 仅 有 的 同 余 关系 . 


$3 上 毕 达 哥 拉 斯 数 和 费 马 大 定理 


在 数论 中 有 一 个 涉及 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras) 定 理 2 的 有 趣 问 

题 . 希腊 人 早 就 知道 边 长 为 3, 4, 5 的 三 角形 是 直角 三 角形 . 这 产生 

了 一 个 一 般 的 问题 : 还 有 哪些 直角 三 角形 , 它 的 各 边 长 是 某 个 单位 
长 的 整数 倍数 ?在 代数 上 勾 股 定理 用 方程 

e+ =e a) 

表示 ,这 里 a, 5 是 直角 三 角形 的 直角 边 边 长 ,而 c 是 斜 边 的 边 长 . 因此 


O 即 我 国有 名 的 色 股 定理 ,最 早 见 于 * 周 静 算 经 ”", 比 毕 达 哥 拉 斯 早 五 ,六 百年 . 毕 达 
哥 拉 斯 数 在 我 国 也 称 为 " 商 高 数 ” 一 一 译注 
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找 出 所 有 各 边 长 是 整数 的 直角 三 角形 的 问题 ,等 价 于 求 出 方程 (1) 的 
所 有 正 整 数 解 (a, 5b, c). 任何 这 样 的 三 个 数 称 为 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 . 

找 出 所 有 的 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 的 问题 是 很 简单 的 . 如 果 a, b, c 
是 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 , 即 a + =, RITE a/c =x, b/c = y, W 
工 和 y 是 使 x? 十 y = 1 的 有 理 数 . 这 时 我 们 有 交 = Adr) d+) 
或 y/(1+z) 一 (1 一 z)/y 这 等 式 的 两 边 都 等 于 一 个 共同 的 值 +, 它 
可 以 表示 为 两 个 整数 的 比 u/v. 现在 我 们 可 以 记 > = tA 十 z) 和 
(1 一 z) =ty È 

tz—y=—t, r+ty =l. 

解 这 联 立 方程 我 们 有 


= 


= et 
1 十 好 "了 142" 


对 z，> 和 4 作 代 换 ,我 们 得 到 


r= 


c wte’? c w+ 
因此 对 某 个 (有 理 数 ) 比 例 因 子 ~, 有 


a= (¥—u)r, 
b= (2uv)r, (2) 
c= (Ww +¥)r. 


这 说 明 如 果 (a, b,c) 是 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 , 则 a, b, c 相应 地 和 wv 一 
w, uv, w +i REN. RAKERA, HOELZ 
〈a，b，c) 是 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 ,因为 由 (2) 我 们 有 

@ = (u — 2t tur, 

B = (u)r, 

c = utt t)r, 
所 以 a? +6" =e. 
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对 这 结果 可 以 作 一 些 简 化 . 对 任意 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 (a, b, c), 
任 给 正 整数 *, 我 们 可 以 得 到 无 穷 多 个 其 他 的 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 (sa， 
sb, sc). 例如 从 (3，4，5) 我 们 得 到 (6, 8, 10),(9, 12, 15) ,等 等 . 这 
样 的 三 元 数 没有 本 质 的 不 同 , 因 为 它们 对 应 着 相似 的 直角 三 角形 . 因 
此 我 们 将 定义 一 个 素 的 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 , 即 没有 公 因 子 的 毕 达 哥 
拉 斯 数 a, b, c 立刻 能 看 出 : 对 任意 vu 的 正 整数 ， 和 uw ,如果 u 和 
没有 公 因 子 且 不 同时 是 奇数 , 则 公式 

a=v—-u, 
b = 2uv, 
c=Ż Hr, 
产生 了 全 部 的 素 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 . 
习题 : 证 明 最 后 的 命题 . 

作为 素 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 的 例子 ,我 人 有 v= 2, u = 1:03, 4, 
5), v= 3, u = 2: (5, 12, 13), v = 4, u = 3:(7, 24, 25), oy 
v= 10, u=7:(51, 140, 149), 等 等 . 

关于 毕 达 哥 拉 斯 数 的 结果 ,自然 地 会 引起 这 样 一 个 问题 : 究竟 
有 没有 自然 数 a, b, c HEM Ba +h = À Ra to =c', 或 更 一 般 
地 ,对 一 给 定 的 正 整数 指数 n> 2, RHE 

ad +e =e (3) 


能 否 有 正 整 数 解 a, b, c 费 马 曾 以 一 种 令 人 吃惊 的 方式 给 出 一 个 回 
B. 费 马 研究 了 古代 数论 家 丢 番 都 的 著作 ,他 习惯 于 在 丢 番 都 的 手稿 
的 空白 边缘 加 上 注解 . 在 那里 ,他 叙述 了 许多 定理 ,并 不 因 没 有 给 出 
证 明 而 感到 不 安 . 所 有 这 些 以 后 都 被 证 明了 ,但 有 一 个 重大 的 例外 . 
关于 毕 达 哥 拉 斯 数 的 评注 , 费 马 写 道 , 对 任意 的 之 2, 方 程 (3) 在 自 
然 数 中 是 不 可 解 的 . 但 他 写 道 , 纸 的 空白 边缘 太 少 ,不 能 把 他 所 发 现 
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的 这 个 美妙 证 明 写 下 来 了 . 

从 他 那 时 代 以 来 ,尽管 一 些 最 伟大 的 数学 家 曾 为 之 努力 ,人 们 
却 一 直 不 能 证 明 费 马 的 一 般 命题 是 真 的 ,还 是 假 的 . 实际 上 对 许多 
nn 值 这 个 定理 已 被 证 明了 ,特别 是 对 所 有 n<619. 但 不 是 对 所 有 的 
BRA BSW. 这 定理 本 身 在 数学 上 并 不 那么 重要 ,但 
由 于 试图 证 明 它 却 在 数论 中 引出 了 许多 重要 的 发 现 . 这 问题 在 数 
学 领域 之 外 也 引起 了 很 多 兴趣 ,有 一 部 分 原因 是 ,第 一 个 解决 这 问 
题 的 人 可 从 受 委托 的 哥 廷 根 皇 家 科学 院 处 得 十 万 马克 的 奖金 . 直 
到 第 一 次 世界 大 战 后 ,德国 的 通货 膨胀 才 使 这 笔 奖 金成 为 一 堆 废 
纸 . 在 此 以 前 ,每 年 有 大 量 错误 的 “ 解 ? 被 送 到 受托 人 那里 . 即使 一 
些 严 肃 的 数学 家 有 时 也 会 被 他 们 自己 搞 糊 涂 , 写 出 了 或 发 表 了 某 
些 证 明 ,这些 证 明 后 来 都 由 于 被 人 发 现 了 某 些 明显 的 错误 而 失败 . 
虽然 ,在 报纸 上 常 有 报道 说 这 问题 已 被 某 个 迄今 仍 无 名 的 天 才 解 
决 了 ,但 由 于 马克 的 贬值 ,一 般 人 对 这 个 问题 的 兴趣 就 不 那么 
KT. 


$4 欧 几 里 得 驾 转 相 除法 


FIL 一 般 理 论 


读者 是 熟悉 一 个 整数 a 被 另 一 个 整数 5 去 长 除 的 一 般 步 骤 的 ， 
而 且 知 道 在 余数 小 于 除数 之 前 这 个 步骤 能 一 直 进行 下 去 . 例如 如 果 
a = 248, b 一 7, RITAM q 一 92 和 余数 -一 4. 


8 648 一 7。92 十 4. 
4 
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我 们 可 以 把 这 点 叙述 成 一 个 一 般 的 定理 ; WR a 是 任 一 整数 而 
b 是 任 一 大 于 零 的 整数 , 则 我 们 总 能 找到 一 整数 q, 使 
a=b* g++r, (1) 
这 里 ~ 是 满足 不 等 式 0<r<b 的 一 个 整数 . 
不 必用 除法 来 证 明 这 个 定理 ,我 们 只 须 注意 , 任 一 整数 a, 或 它 本 身 是 
5 的 一 个 倍数 
a= bg, 
或 它 在 5 的 两 个 相 邻 的 倍数 之 间 
ba <a<b(q+1) = bq +b. 
在 第 一 种 情形 下 , r = 0, 等 式 (1) 成 立 , 在 第 二 种 情形 下 ,从 上 面 的 第 一 个 
不 等 式 我 们 有 
a—bg=r>0, 
由 第 二 个 不 等 式 我 们 有 
a—bg=r<b, 
FVLO <r < by 正如 (1) 所 要 求 的 那样 . 
从 这 简单 的 事实 出 发 ,我 们 能 推出 许多 重要 的 结论 . 其 中 第 一 个 
就 是 找 两 个 整数 的 最 大 公 因 子 的 方法 . 
Ra 和 4 是 任意 两 个 不 全 为 零 的 整数 ,考虑 能 同时 整除 a 和 4 
的 全 体 正 整 数 集合 ,这 集合 肯定 是 有 限 的 ,因为 如 果 , 比 如 说 ,a 去 0， 
那么 不 管 5 怎样 ,都 不 会 有 一 个 比 a 大 的 数 能 是 a 的 因子 . 因此 a 和 
b 只 能 有 有 限 多 个 公 因子 , 设 d 是 其 中 最 大 的 . 整数 d 称 为 a Mo 的 
最 大 公 因 子 , 记 作 4 = (a, b). 对 a 二 8 和 b= 二 12, 我 们 通过 直接 试验 
RHE, 12) 二 4, 而 对 a 一 5, 6 一 9, 我 们 有 (5, N=1. 4a Mb 是 较 
大 的 数 时 ,例如 a 二 1804, 5 二 328, 试 图 通过 试 算 和 不 断 校正 试 算 来 
Ra, 5b) 这 是 很 烦人 的 事 . 
胃 转 相 除法 (一 个 算法 是 指 一 个 系统 的 计算 程序 ) 提 供 了 一 个 简 
短 而 确定 的 方法 . 它 建立 在 如 下 事实 上 : 从 形 如 
a=bq+r | (2) 
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的 任意 关系 式 中 可 以 推出 
(a, b) = (b, r). (3) 
因为 对 任意 同时 整除 a 和 6 EA A 


a=su,b=tu, 


它 也 整除 ~, 因 为 = a—bg = su 一 gtu = (s—qt)u. 反 过 来 每 一 个 
整除 5 和 的 整数 v 有 


= sv, r= t'v. 
它 也 整除 a, 这 是 因为 a = bq +r = sq ttu 二 (sg 十 1 )v. Alta 
和 5 的 每 一 个 公 因 子 同时 也 是 b 和 rv 的 一 个 公 因子 ,反之 亦 然 . 这 样 
由 于 a Mb 的 全 体 公 因子 集合 与 9 和 的 全 体 公 因子 集合 相同 ,所 
以 a 和 6 的 最 大 公 因 子 必须 等 于 6 和 vr 的 最 大 公 因 子 , 这 证 明了 
(3). 下 面 立 刻 就 会 看 到 这 个 关系 的 用 途 . 
让 我 们 回 过 头 来 找 1804 和 328 的 最 大 公 因 子 . 按 普通 除法 


a 


328 91804 
1640 
~ la 
我 们 有 
1804 = 5。328 十 164， 
因此 由 (3) ,我 们 得 到 


(1804, 328) = (328, 164). 


我 们 看 到 找 (1804，328) 的 问题 ,已 被 一 个 只 涉及 较 小 的 数 的 问题 代 
替 了 .我们 可 以 继续 进行 上 述 的 步骤 ,由 于 
2 


164 )328 
328 


0 
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我 们 有 328 = 2+ 164+0, 所 以 (328, 164) = (164, 0) = 164. 因此 
(1804, 328) = (328, 164) = (164, 0) = 164, 这 就 是 所 要 的 结果 . 
找 两 个 数 的 最 大 公 因 子 的 这 个 过 程 ,在 欧 几 里 得 的 原本 中 是 以 
几何 形式 给 出 的 . 对 于 任意 两 个 不 全 为 0 的 整数 a 和 5, 它 可 以 用 算 
术 的 形式 如 下 描述 . 
由 于 (a, 0) = a, 我 们 可 以 假设 OO. 这 样 通过 连 除 我 们 能 
写 出 
a=batn O<n<b) 
b=ngtre O<n<n) (4) 
ri 一 mg3 +r O<r3<r2) 
rz 一 六 94 tre O<r <r) 
RERI» rey ray … 不 是 0 就 继续 写 下 去 . 从 右边 的 不 等 式 ,我 们 
看 出 一 连 串 的 余数 形成 正 整数 的 一 个 严格 递减 序列 ， 
b>n>n>n>n> 10. (5) 
因此 最 多 6b 步 (经 常 是 更 少 的 ,因为 两 个 相继 的 7 之 间 的 差 通常 是 大 
于 1 的 ),0 这 个 余数 必然 出 现 
Tnt 一 TrAGn 十 六 
Tra 一 mgo+l 十 0. 
这 时 ,我们 知道 
(a, 6b) =r,; 
换 句 话说 ,(a, 5b) 是 序列 (5) 中 最 后 的 正 整 数 . 这 一 点 是 对 等 式 (4) 连 
续 用 等 式 (3) 而 得 到 的 ,因为 从 (4) 的 这 一 连 串 式 子 ,我 们 有 
(ay b) = (b, ri), (b, n) = (ris r2)s (rng r2) = (rzs r3), 


Cros r3) = (ras Ta) ts Fais Fa) = Cras 0) = ra. 


第 1 章 补充 数论 + 57+ 


习题 : 用 欧 几 里 得 辑 转 相 除 法 求 出 下 面 的 最 大 公 因子 : (a) 187, 77 
(b) 105, 385 (c) 245, 193, 
从 等 式 (4) 可 以 导出 (a, 5) 的 一 个 极为 重要 的 性 质 . MR d= 
(a, 5b), 则 能 找到 正 的 或 负 的 整数 k 和 1 ,使 
d = ka + lb. (6) 
为 了 说 明 这 点 ,让 我 们 考虑 连续 的 余数 序列 (5), 从 (4) 中 第 一 个 等 
式 有 
rn =a— qb, 
所 以 ri 能 写成 ha 十 hb 的 形式 (这 时 = 1, h = 一 q1). 由 第 二 个 
等 式 有 
rn =b-gn =b—g (katlb) 
= (— qgki)a + (1— ql )b = k:a + lb. 
显然 ,这 过 程 通过 这 一 串 余数 六 ，m，… 可 以 重复 下 去 ,直到 得 到 一 
个 表达 式 
r, = ka + lb. 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 
作为 一 个 例子 ,考虑 用 轧 转 相 除法 求 (61，24) ,这 里 最 大 公 因 子 
是 1, 而 且 对 1 所 要 求 的 上 述 表达 式 能 由 等 式 
61 =2.24 十 13, 24=1-13411, 13 = 1 ° 11 +2, 
1l=5.2+1,2=2.1+0, 
来 计算 . 我 们 由 这 些 等 式 的 第 一 个 知 
13 = 61 — 2 + 24, 
由 第 二 个 知 
11 一 24 一 13 一 24 一 (61 一 2。24) 
一 一 61 十 3。24， 
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由 第 三 个 知 
2= 13—11 = (61 一 2。24) 一 (一 61 十 3。24) 
一 2.61 一 5.24， 
由 第 四 个 知 
1 =11—5 + 2 = (—61 +3 + 24) 一 5(2。61 一 5。24) 
=— 11 +614 28+ 24. 


号 2. 在 算术 基 椒 定理 上 的 应 用 


d = (a, b) 总 能 写成 4 = ka +ib 的 形式 ,这 一 事实 可 以 用 来 证 
明 算术 基本 定理 . 这 和 第 31 页 给 出 的 证 明 彼此 无 关 . 首先 我 们 证 明 
第 33 页 的 推论 ,把 它 作 为 一 个 引 理 ,然后 从 这 引 理 出 发 推出 基本 定 
理 , 与 先前 证 明 的 次 序 相反 . 
引 理 : 如 果 一 素数 p 整除 乘积 ab , 则 p Ya 或 5. 
因素 数 p 仅 有 因子 p 和 1, 所 以 如 果 p 不 整除 4a, 则 (a, p) = 1. 
因此 我 们 能 找到 整数 有 和/ 使 
1=ka+lp. 
在 这 等 式 两 边 乘 5, 我 们 得 到 
b = kab + Ipb. 
现在 如 果 p BR ab. RNA 
ab = pr, 
因此 
b = kpr+lpb = p(kr + lb), 
由 此 知 p 显然 整除 5. 这 样 我 们 就 表明 了 WR p 整除 ab 但 不 整除 a 
则 它 必 整除 5, 所 以 不 论 在 什么 情形 ,如 果 p 整除 a5, 则 它 必 整除 a 
或 0. 
立刻 可 以 把 这 结果 推广 到 两 个 以 上 的 整数 的 乘积 上 . 例如 ,如 果 
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整除 abc ,两 次 应 用 这 引 理 我 们 能 说 明 p 至 少 整除 a, 6,c 中 的 一 
个 ,因为 如 果 p 既 不 整除 a, 5, 也 不 整除 c, 则 它 不 能 整除 a5 ,因而 不 
能 整除 ab)c = abc. 


习题 : 如 果 把 这 个 讨论 推广 到 任意 ”个 整数 的 乘积 上 去 ,就 要 求 明 

确 地 或 暗含 地 用 数学 归纳 法 原理 . 补充 这 讨论 的 细节 . 

由 这 结果 ,立刻 可 以 得 出 算术 基本 定理 . 让 我 们 假设 给 出 了 一 个 
正 整数 N 的 任意 两 种 素数 因子 分 解 : 

N= pi prep, = hgq 

AF p 整除 这 等 式 的 左边 , 它 必须 也 整除 右边 . 因此 从 上 面 的 习题 
可 知 , 它 必 须 整除 这 些 因 子 中 的 一 个 q. 但 % 是 一 个 素数 ,因此 pi 
必须 等 于 这 个 %. 在 把 这 两 个 相等 的 因子 从 这 等 式 中 消去 后 ,得 知 
p: 必须 整除 剩 下 的 因子 之 一 %，, 因 而 必须 等 于 它 . 划 掉 po 和 qe 
对 pss +> py 作 同 样 推理 . 这 过 程 结束 时 ,所 有 的 p 都 消去 了 ,左边 
仅 剩 下 1. 由 于 所 有 的 9 都 是 大 于 1 的 ,右边 不 能 剩 下 q. 因此 这 些 p 
和 4 是 以 相等 的 对 子 消去 的 . 这 证 明了 (除了 因子 的 次 序 外 ) 两 种 分 
解 是 相同 的 . 


3. RK 再 谈 费 马 定理 


两 个 整数 a 和 45, 如 果 它们 的 最 大 公 因 子 是 1: 
(a, b)=1, 
则 称 它们 是 互 素 的 . 例如 ,24 和 35 是 互 素 的 ,而 12 和 18 不是. MR 
a 和 如 是 互 素 的 , 则 可 以 选择 正 的 或 负 的 整数 上 和 1, 使 
ka +ib =1. 
这 一 点 从 第 57 页 所 讲 的 (a, 5) 的 性 质 即 知 . 


习题 : 证 明定 理 : 如 果 一 整数 + 整除 乘积 ab 且 与 a ERN r 必 整 
除 b( 提 示 : WR -是 与 a 互 素 的 ,我 们 能 求 出 整数 上 和 ! 使 
Ar 十 ia =l, 
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这 等 式 两 边 用 45 乘 ). 这 定理 把 第 58 页 的 引 理 作为 它 的 一 个 特殊 情况 , 因 
为 一 个 素数 p 与 一 整数 a 互 素 必须 而 且 只 须 p 不 整除 a. 


对 任意 正 整 数 , 命 p(n) 表 示 在 1 到 n 中 与 4 互 素 的 整数 的 个 数 .这 
首先 由 欧 拉 引进 的 函数 p(n) 是 一 个 很 重要 的 “数论 函数 ”, 对 的 前 
几 个 值 ,p(n) 的 值 是 容易 算出 来 的 : 

92(1) =1 因为 1 是 和 1 ARH, 

9(2) 二 1 因为 1 是 和 2 互 素 的 ， 

93)=2 因为 1 和 2 是 和 3 互 素 的 ， 

9(4) 二 2 因为 1 和 3 是 和 4 互 素 的 ， 

9(5) 一 4 因为 1, 2, 3, 4 是 和 5 互 素 的 ， 

9(6) 二 2 ”因为 1, 5 是 和 6 互 素 的 ， 

9(7) =6 因为 1, 2, 3, 4, 5, 6 是 和 7 互 素 的 ， 

9(8) =4 因为 1, 3, 5, 7 是 和 8 互 素 的 ， 

99) =6 因为 1, 2, 4, 5, 7, 8 是 和 9 互 素 的 ， 

9(10) =4 因为 1, 3, 7, 9 是 和 10 互 素 的 ， 

等 等 . 

我 们 看 到 如 果 p EK P) = pp 一 1; 因为 一 个 素数 除了 它 自 
身 和 1 外 没有 其 他 因子 ,因此 它 和 所 有 整数 1，2，3，…, p 一 1 互 
K. 如 果 是 一 合 数 , 它 的 素数 分 解 为 


n= pi peep, 


这 里 p; 表示 不 同 的 素数 ,每 一 个 有 某 个 寡 , 则 
gn) =n(1 ~3)(1-2)~(1-2). 
例如 ,由 于 12 = 2 «3, 
sav -30 汉人 -直人 全) 


而 它 确实 是 这 个 值 . 这 个 证 明 是 很 初等 的 ,但 在 这 里 我 们 把 它 略 去 了 . 
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习题 : 用 欧 拉 函 数 p, 推 广 第 46 页 上 的 费 马 定理 . 这 个 一 般 性 的 定 
理 是 : MR n 是 任 一 整数 且 a 是 与 互 素 的 , 则 


a? = 1(mod n). 


4. EDK AMa HI 


SRS HE BURKS BF ASRS ARIK H 22 y ANA A 
把 两 个 整数 的 比 表示 为 一 复合 分 数 的 重要 方法 . 
例如 对 于 数 840 和 611, 轰 转 相 除法 产生 了 一 系列 等 式 
840 = 1. 6114229, 611 = 2+ 229 + 153, 
229 =1+153+76, 153=2.76+1. 
它 附 带 表 明 (840，611) 一 1, 从 这 些 等 式 ,我 们 可 以 导出 下 面 的 表 
达 式 ， 


840 
611 


229 
611 


1+ =1+ 


ar" 


611 153 1 
229 一 ?十 229 = 2+ 5597753" 


229 
153 


76 1 
153 = 1+ 753776" 


1+ 


AALER, RATUA RAEE ER 


1 
2 十 元 


形 如 


(7) 


的 表达 式 ( 这 里 这 些 a 是 正 整数 ) 称 为 连 分 数 . RERA A R] 
一 个 方法 ,把 任 一 有 理 数 表示 为 这 形式 . 


习题 : RE, 8, Rene swaps. 
“ 连 分 数 在 高 等 算术 的 分 支 中 ( 称 为 丢 番 都 分 析 ) 很 重要 . 委 番 都 方程 
是 具有 一 个 或 多 个 未 知 数 的 整 系数 代数 方程 ,对 它 要 求 整数 解 . 这 样 一 个 
方程 可 以 无 解 .有 有 限 个 解 或 有 无 穷 多 个 解 . 最 简单 的 情形 是 两 个 未 知 数 
的 线性 丢 番 都 方程 
ar+by=c, (8) 
这 里 a, b, < 是 给 定 的 整数 . 要 求 的 是 整数 解 x 和 y. 这 种 形式 的 方程 的 所 
ART VA FS RIE A. 
首先 ,让 我 们 用 轰 转 相 除 法 求 出 d= Ca, b), 则 对 适当 选择 的 整数 
ALLA 
i ak +bl =d. (9) 
因此 方程 (8) 对 =d 的 情形 有 特 解 工 一 A，?y 一 人 更 一 般 地 ,如 果 c 是 d 的 
任 一 倍数 ， 
c=dq, 
则 从 (9) 我 们 得 到 
atkg) + b(lqg) = dq =c, 
RADORE =x = kg, y= y" = lq. 反之 对 给 定 的 ,如果 (8) 有 
$x, y Wc DAE = (a, b) 的 倍数 ;这 因为 a 整除 a 和 65, 所 以 必 整 除 
c 因此 我 们 证 明 方 程 (8) 有 解 必须 而 且 只 须 c 是 (a, 5) 的 一 个 倍数 . 
为 了 确定 (8) 的 其 他 解 ,我 们 看 到 ,如 果 c= x’, y= y 是 任意 一 个 不 
同 于 上 面 用 加 转 相 除法 得 到 的 解 + 二 zx" ,y= 二 y* , 则 Zz 二 x 一 x* ,y= 
y 一 是 “ 齐 次 ”方程 : 
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ar 十 by 一 0 (10) 
的 一 个 解 . 因为 如 果 
ax’ +by’ =c, ax’ +by* =c, 
从 第 一 个 方程 减 去 第 二 个 方程 ,我 们 发 现 
az 一 z" ) 十 by — y) = 0. 
现在 方程 (10) 的 最 一 般 解 是 z= 二 rb/(a, b), y=—ra/(a, b), 这 里 > 是 任 
一 整数 (我 们 把 这 证 明 留 下 作为 一 个 练习 . 提示 : 用 (a, 5) 除 并 用 第 59 页 
的 习题 ). 立刻 得 知 
x= zx" +rb/(a, b), y= y" —ra/(a, b). 
总 结 一 下 : 线性 丢 严 都 方程 ar 十 by =c, 这 里 a, b, c 是 整数 ,在 整数 
中 有 解 必须 而 且 只 须 < 是 (e, 5) 的 一 个 倍数 . 在 这 一 情形 之 下 ,一 个 特 解 
工 一 z"，y 二 y” 可 用 驾 转 相 除 法 得 到 ,而 最 一 般 的 解 的 形式 是 
x= x" +rb/(a, b), y= y` —ra/(a, b), 
这 里 -是 任意 整数 . 
例 : 方程 rz 十 6y = 22 没有 整数 解 ,因为 (3, 6) = 3, 不 整除 22. 
方程 ?+ 十 11y = 13 有 特 解 x =— 39, y= 26, 求法 如 下 : 
W=1+74+4,7=1+443,4=1+341, (7, 1D =1, 
1=4-3=4~-(7-4) =2+4-7= 201-7) -7 =2+11—367 
因此 
7. (—3)+11 ° (2) =1 
7+ (—39) + 11 + (26) = 13. 
其 他 的 解 由 
x =—39+11r, y= 26 一 7r 
给 出 ,这 里 -~ 是 任意 整数 . 
习题 : 解 委 番 都 方程 (a) 3z 一 4y = 29. (b) 11z 十 12y = 58. 
Cc) 153x — 34y = 51, 


第 2 章 
数学 中 的 数 系 


引 


m} 


为 了 创造 一 个 既 符 合 于 实际 又 满足 于 理论 上 的 需要 的 强 有 力 的 
工具 ,我 们 必须 把 数 的 原始 概念 , 即 只 把 自然 数 当 作 数 的 这 种 概念 ， 
大 大 推广 . 在 一 个 漫长 而 曲折 的 发 展 过 程 中 , 零 、 负 整数 ,分 数 逐 渐 取 
得 了 和 正 整 数 同样 的 地 位 ;而 且 今 天 这 些 数 的 运算 规则 已 为 普通 中 、 
小 学 校 的 儿童 所 掌握 . 但 是 ,为 了 在 代数 运算 中 得 到 完全 的 自由 ,我 
们 必须 更 进一步 地 引进 无 理 数 和 复数 . 虽然 自然 数 概念 的 这 些 推广 
人 们 已 用 了 好 几 个 世纪 ,而 且 已 经 成 了 近代 一 切 数学 的 基础 ,但 是 直 
到 最 近 , 它 们 才 有 了 一 个 逻辑 上 坚实 的 基础 . 在 这 一 章 我 们 将 扼要 地 
叙述 一 下 这 个 发 展 过 程 . 


$1 HEK 
sr1， 作 为 度量 工具 的 有 理 数 


自然 数 是 从 计算 有 限 集 合 的 元 素 个 数 的 过 程 中 抽象 出 来 的 . 但 
在 日 常生 活 中 ,我 们 不 仅 要 数 单个 的 对 象 ,而 且 也 需要 度量 像 长 度 、 
面积 ,重量 和 时 间 这 样 的 量 . 如 果 我 们 要 能 够 自如 地 度量 这 种 能 任意 
细 分 的 量 ,就 必须 把 算术 的 范围 扩展 到 自然 数 的 范围 之 外 . 第 一 步 是 
把 度量 的 问题 变 为 计数 的 问题 . 首先 我 们 任意 地 选择 一 个 度量 单 
位 一 一 英尺 、 码 ,英寸 , 磅 、 克 或 秒 ( 选 哪 一 个 根据 情况 而 定 ), 并 规定 
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它 为 1. 然后 我 们 数 一 数 被 度量 的 那个 量 包含 有 多 少 个 单位 . 某 一 块 
铝 可 能 恰好 是 54 磅 . 但 是 一 般 说 来 , 算 单位 的 个 数 的 过 程 ,其 结果 不 
一 定 是 “正好 算 完 ”, 即 给 定 的 量 不 一 定 恰好 是 我 们 所 选择 的 单位 的 
整数 倍 . 我 们 可 以 说 ,在 大 多 数 情况 下 它 是 介 于 这 个 单位 的 两 个 相 邻 
倍数 之 间 , 例 如 在 53 磅 和 54 磅 之 间 . 遇 到 这 种 情形 时 ,我 们 将 进行 
下 一 步 : 通过 把 原单 位 分 成 等 分 ,引进 一 个 新 的 小 单位 . 在 通常 的 
语言 中 ,这 个 新 的 小 单位 可 以 有 专门 的 名 称 ,例如 ,1 英尺 分 为 12 英 
寸 ,1 米 分 为 100 厘米 ,1 磅 分 为 16 7), 1 小 时 分 为 60 分 ,1 分 钟 分 
为 60 秒 等 等 . 但 在 数学 的 符号 系统 中 ,把 原来 一 个 单位 分 为 n 等 分 


而 得 到 的 小 单位 ,用 符号 二 来 表示 ;而 且 如 果 一 个 给 定 的 量 恰好 包含 


汉 个 小 单位 , 它 的 度量 将 用 符号 柑 来 表示 . 这 符号 称 为 分 数 或 比 (有 
时 记 作 m: n). 经 过 了 若干 世纪 的 摸索 ,人 们 才 有 意识 地 采取 了 下 
一 个 具有 决定 性 的 步 又, 即 : 符号 至 脱离 了 它 同 测量 过 程 及 被 测 
量 的 量 的 具体 关系 ,而 被 看 作 是 一 种 纯粹 的 数 , 它 本 身 作为 一 个 实 
体 与 自然 数 有 同样 的 地 位 . 当 m 和 是 自然 数 时 ,符号 公称 为 有 


理 数 . 

我 们 把 这 些 新 的 符号 叫 作 数 ( 数 这 个 词 原来 只 是 指 自然 数 ) ,这 
是 完全 合理 的 ,因为 这 些 符号 的 加 法 和 乘法 与 自然 数 的 加 法 和 乘法 
有 同样 的 规律 . 为 了 说 明 这 一 点 ,必须 首先 定义 有 理 数 的 加 法 ,乘法 
及 相等 . 众所周知 ,这 些 定义 是 : 对 任意 整数 a, 6, c,d 有 


a (1) 


Alo 
= 
aja 
z 


例如 : 


很 清楚 ,如 果 我 们 希望 用 有 理 数 来 度量 长 度 、 面 积 等 等 的 话 , 这 些 定义 
就 不 得 不 这 样 建立 . 但 是 严格 说 来 ,我 们 这 些 符号 的 加 法 、 乘 法 及 相等 
的 规则 是 用 我 们 的 定义 本 身 建立 起 来 的 ,除了 为 了 相 容 性 和 便于 应 用 
外 ,并 没有 一 个 先 验 的 必要 性 强加 给 我 们 . 在 定义 (1) 的 基础 上 我 们 能 
证 明 : 自然 数 的 算术 基本 规律 在 有 理 数 的 范围 内 继续 成 立 : 


p+gq= q+p (加 法 交换 律 )， 

Pp 十 (gq 十 7) = (p 十 9) 十 +r (加 法 结合 律 )， 

ba =4P (乘法 交换 律 )， (2) 
plar) = (pq)r (乘法 结合 律 )， 

plqg+r) = pq+pr (分 配 律 ). 


例如 ,对 分 数 加 法 交换 律 的 证 明 是 通过 展开 等 式 

a c ad 十 pc cb+da _ c 

b ta bd db d 

而 得 到 的 ,这 里 第 一 个 等 号 和 最 后 一 个 等 号 是 应 用 分 数 加 法 的 定义 

(1) ,而 中 间 一 个 等 号 是 应 用 自然 数 的 加 法 和 乘法 交换 律 的 结果 . 读 
者 可 用 同样 的 方式 验证 其 他 四 个 规律 . 

为 了 真正 理解 这 些 事实 ,我 们 必须 再 次 强调 有 理 数 是 我 们 自己 

的 创造 ,而 规则 (1) 是 按 我 们 的 意志 强加 上 去 的 . 我 们 可 以 胡乱 地 宣 


布 加 法 的 某 些 规则 , 例如 全 十 = sts. 特别 地 由 此 得 到 


去 十 去 = 全 .从 度量 的 观点 来 看 ,这 是 一 个 荒 雇 的 结果 . 这 种 类 型 
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的 规则 ,虽然 在 逻辑 上 是 允许 的 ,但 将 使 我 们 的 符号 算术 变 成 毫 无 意 
义 的 游戏 . 人 们 要 求 创造 一 个 适合 于 度量 的 工具 ,在 这 里 ,思维 正 是 
顺应 着 这 个 要 求 而 自由 发 挥 的 . 


号 2. 数学 内 部 对 有 理 数 的 需要 推广 的 原则 


引进 有 理 数 ,除了 有 其 “实际 ”原因 以 外 ,还 有 一 个 更 内 在 的 ,从 
某 些 方面 来 看 甚至 是 更 为 迫切 的 理由 . 我 们 现在 将 完全 不 依靠 上 一 
小 节 的 论点 来 讨论 它 . 这 个 讨论 是 完全 算术 性 的 ,而 且 就 数学 发 展 的 
主要 趋势 来 说 , 它 也 是 很 典型 的 . 

在 通常 的 自然 数 的 算术 中 ,我 们 总 能 进行 两 个 基本 运算 : 加 法 
和 乘法 . 但 是 “ 逆 运 算 ” 减 法 和 除法 并 不 总 是 可 行 的 . 两 个 整数 a, b 
KÆ b—a 是 一 个 使 得 a 十 c=6 的 整数 c, 即 方程 a 十 x = 5 的 解 .但 
在 自然 数 的 范围 内 ,符号 5 一 a 仅 限 于 5b>a 时 才 有 意义 ,因为 只 有 这 
时 方程 a 十 x 二 5 才 有 一 个 自然 数 的 解 +. 通过 a 一 a = 0 而 引进 符号 
0 时 ,消除 了 这 个 限制 ,这 是 很 大 的 一 个 进步 . 更 重要 的 进步 表现 在 ， 
引进 了 符号 一 1,， 一 2， 一 3，… 以 及 对 b<<a 的 情况 ,定义 

b—a =— (a—b). 
这 保证 了 减法 能 在 正 整数 和 负 整 数 范围 内 无 限制 地 进行 . 为 了 在 一 
个 扩大 了 的 既 包 括 正 整数 ,又 包括 负 整数 的 算术 中 引进 新 的 符号 
一 ], 一 2,， 一 3，… ,当然 我 们 必须 定义 它们 的 运算 ,使 得 算术 运算 原 
来 的 规律 保持 不 变 . 例如 ,我 们 对 负数 乘法 规定 
(一 D( 一 1D) = 1. (3) 

这 是 我 们 希望 保持 分 配 律 (十 c) = ab 十 ac 的 结果 . 因为 如 果 我 们 让 
(DCD = 一 1, $a =l, b= 1, c= 一 1, 就 会 有 一 1. (1 一 1) 
一 1 一 1 = 一 2, 可 另 一 方面 我 们 实际 上 有 一 1* (1 一 1) =—-1-0=0. 
对 数学 家 来 说 ,经 过 了 很 长 的 一 段 时 间 才 认识 到 “符号 规则 ”(3) 以 及 
负数 .分 数 所 服从 的 其 他 定义 是 不 能 加 以 “证 明 ” 的 . 它们 是 我 们 创造 
出 来 的 ,为 的 是 在 保持 算术 基本 规律 的 条 件 下 使 运算 能 够 自如 . 能 够 
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并 且 必 须 加 以 证 明 的 仅仅 是 ,在 这 些 定义 的 基础 上 ,算术 的 交换 律 、 
结合 律 、 分 配 律 是 保持 不 变 的 . 甚至 伟大 的 欧 拉 也 曾 借助 于 一 个 完全 
不 令 人 信服 的 讨论 来 证 明 ( 一 1D)( 一 1)“ 必 须 ” 等 于 十 1. 他 说 ,因为 它 
必须 或 是 十 1, 或 是 一 1, 而 由 于 (一 1) = (十 1)( 一 1), 所 以 不 能 是 
-1, 
正如 引进 负 整 数 和 0 冲破 了 对 减法 的 限制 一 样 ,分 数 的 引进 为 
除法 消除 了 类 似 的 算术 上 的 障碍 . 用 方程 
ar =b (4) 


定义 的 两 个 整数 a。 和 的 比 z = È, (LM a 是 6 的 一 个 因子 时 才 作 
为 一 个 整数 而 存在 . 如 果 不 是 这 种 情形 ,例如 a = 2, b = 3, 我 们 简 
单 地 引进 一 个 新 的 符号 七, 称 为 分 数 , 它 服从 于 a (之 ) = 5 这 样 的 规 


则 ,使 得 也“ 按照 定义 "是 (4) 的 解 . 发 明 分 数 作为 一 个 新 数 的 符号 ,使 


得 除法 可 以 不 受 限 制 地 进行 一 -除非 用 零 来 除 ,但 这 是 断然 不 许 
可 的 . 


像 二 ， 立 ， 习 等 等 的 表达 式 ,我 们 把 它们 看 成 是 无 意义 的 符号 . 


因为 如 果 人 允许 用 0 除 ,我 们 就 能 从 正确 的 等 式 0。1 = 0 + 2 推出 荒 雇 
的 结果 1 = 2. 但 有 时 用 符号 oo( 读 作 “ 无 穷 大 ”) 来 表示 这 些 表达 式 
是 有 用 的 ,其 前 提 是 我 们 不 打算 对 符号 co 应 用 通常 数 的 计算 所 服从 
的 规则 . 

全 体 有 理 数 一 一 整数 和 分 数 , 正 数 和 负数 一 一 的 纯 算 术 意 义 现 
在 是 很 明显 的 了 . 因为 在 这 种 扩大 了 的 数 的 范围 内 ,不 仅 形式 上 的 结 
合 律 交换 律 和 分 配 律 成 立 ,而 且 方 程 4 十 x 二 6 和 ax 一 2 不 受 限 制 


HEAR = b-a Ma 一 也 (只 要 后 一 情形 中 a 头 0). 换 句 话说 ， 


在 有 理 数 的 范围 内 ,所 谓 有 理 运算 一 一 加 , 减 , 乘 、 除 一 一 可 以 无 限制 
地 进行 ,而 决 不 会 超出 这 个 范围 之 外 . 这 样 一 个 封闭 的 数 的 范围 称 为 
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一 个 域 . 在 这 一 章 后 面 和 第 三 章 中 ,我 们 还 要 碰 到 其 他 一 些 域 的 
例子 . 

通过 引进 新 的 符号 ,扩充 一 个 范围 ,使 得 在 原来 范围 内 成 立 的 规 
律 , 在 这 更 大 的 范围 内 继续 成 立 , 这 是 数学 推广 过 程 的 一 个 特征 . 从 
自然 数 到 有 理 数 的 推广 , 既 满足 去 掉 减 法 和 除法 的 限制 这 一 理论 上 
的 需要 ,也 满足 用 数 来 表示 度量 结果 这 实际 上 的 需要 . 由 于 有 理 数 适 
应 了 这 两 方面 的 需要 ,这 就 使 得 有 理 数 有 了 它 真正 的 重大 意义 . 如 我 
们 已 经 看 到 的 那样 , 数 的 概念 的 这 种 扩充 ,可 以 通过 创造 形 如 0， 


一 2， 驴 这 种 抽象 符号 的 新 数 来 实现 . 今天 ,我 们 把 这 些 数 当 成 理 所 


当然 的 事 来 看 待 ,以 至 于 很 难 相 信 , 直 到 十 七 世纪 ,其 合法 性 还 不 能 
像 正 整 数 那样 为 人 们 所 普遍 承认 , 当 有 必要 而 用 到 它们 时 ,人 们 是 相 
当 和 犹疑 和 不 安 的 . 人 的 天 性 倾向 于 依附 于 “具体 ”( 像 自然 数 的 例子 所 
表明 过 的 那样 ), 这 就 是 采取 这 不 可 避免 的 步骤 时 如 此 缓慢 的 原因 . 
然而 ,只 有 在 这 种 抽象 的 领域 内 ,才能 创造 出 一 个 令 人 满意 的 算术 
系统 . 


53， 有 理 数 的 几何 解释 


下 述 作 图 方法 给 出 了 有 理 数 的 一 个 具有 启发 性 的 几何 解释 . 

在 一 条 直线 即 “ 数 轴 ” 上 ,我 们 标 出 从 0 到 1 的 线段 ,如 图 8. 确 
定 从 0 到 1 这 线段 的 长 为 单位 长 ,这 单位 长 度 我 们 是 可 以 任意 选取 
的 .于 是 , 正 整数 和 负 整数 表示 为 数 轴 上 一 组 等 距离 的 点 , 正 数 在 0 
点 的 右边 而 负数 在 左边 . 为 了 表示 分 母 为 n 的 分 数 ,我 们 把 每 一 个 单 
位 长 线段 分 为 等 分 , 则 这 些 分 点 表示 了 分 母 为 的 分 数 . 如 果 我 们 
对 每 一 个 整数 ”都 这 样 做 ,那么 所 有 的 有 理 数 将 都 能 用 数 轴 上 的 点 
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来 表示 . 我 们 称 这 些 点 为 有 理 点 ,我 们 将 不 加 区 分 地 使 用 “有理数 ”和 
“有 理 点 ”这 两 个 术语 . 

在 第 一 章 $ 1 ,我 们 对 自然 数 定义 了 关系 式 A <B. 在 数 轴 上 与 
此 类 似 的 事实 是 : 如 果 自 然 数 A 小 于 自然 数 B, 则 点 A ER B 的 左 
边 . 因为 这 种 几何 关系 对 所 有 有 理 数 都 成 立 , 于 是 我 们 可 以 用 保持 对 
应 点 之 间 几 何 次 序 的 方式 来 推广 这 个 算术 关系 . 这 一 点 用 如 下 定义 
来 实现 : WR B 一 A 为 正 , 称 有 理 数 A NF ABR BCA<B), HH 
BAF A(B>A). HIE A, WR A 二 B, 则 在 A 和 B 之 间 的 点 ( 数 ) 
RSA X<B 的 . 一 对 不 同 的 点 与 它们 之 间 的 这 些 点 合 在 一 起 称 
为 一 个 线 节 或 区 间 [A，B]. 

从 原点 到 点 A 的 距离 ( 取 正 值 ), 称 为 A 的 绝对 值 ,用 符号 

IAI 


来 表示 . 用 话 来 说 ,如 果 A> 0, 我 人 有 | A |= A; MR A<O, 我 们 
有 |A|= 一 A. BA WRA MB 符号 相同 ,等 式 | A+B)=| A | 十 
|B | 成 立 ;如 果 A 和 B 符 号 相反 ,我 人 有 | A+B1<| A |+ B|. 
因此 ,把 这 两 个 命题 合 起 来 ,不 论 A 和 B 的 符号 如 何 ,总 有 一 般 的 不 
等 式 

1A+BI<IAI+IB| 


成 立 . 

有 一 个 重要 的 基本 事实 可 以 表述 如 下 : 有 理 点 在 直线 上 是 稠密 
的 . 这 个 意思 是 ,在 每 一 个 不 论 是 多 么 小 的 区 间 中 都 存在 着 有 理 点 . 
为 了 表明 这 一 点 ,我 们 只 须 取 一 个 足够 大 的 分 母 n, 使 得 区 间 


[0, 二 ] 小 于 问题 中 给 定 的 区 间 [A，B]; 这 时 分 数 严 中 至 少 有 一 个 
一 定 落 在 这 区 间 中 . 因此 在 直线 上 任何 一 个 区 间 ,不 论 它 多 么 小 ,都 
不 可 能 没有 有 理 点 . 而 且 由 此 得 知 ,在 任何 一 个 区 间 中 必须 有 无 穷 多 ， 


个 有 理 点 ,因为 如 果 只 有 有 限 个 , 则 在 任意 两 个 相 邻 的 有 理 点 之 间 的 
区 间 内 ,将 不 存在 有 理 点 ,我 们 刚才 看 到 这 是 不 可 能 的 . 
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$2 不 可 公 度 线段 ”无理 数 和 极限 概念 


1. 5l 言 


在 比较 两 个 线段 a 和 6 的 长 度 时 ,可 能 5b 恰好 包含 a 的 正 整 
数 r 售 . 在 这 情况 下 我 们 可 以 用 a 来 表示 线段 6 的 度量 ,说 6 的 长 
度 是 a 的 r 售 .也 可 能 出 现 a 的 整数 倍 不 等 于 65 的 情形 ,这 时 我 


们 把 a 分 为 n 等 分 ,每 一 个 长 为 ,使 得 线段 的 某 个 整数 m 倍 
SF b: 
b= Pa. a) 
n 


当 形 如 (1) 的 等 式 成 立时 ,我 们 说 两 个 线段 a 和 6。 是 可 公 度 的 ,因为 
它们 有 一 公共 度量 线段 和 , 它 的 二 倍 等 于 a ,而 它 的 六 倍 等 于 0. 与 4 
可 公 度 的 所 有 线段 ,其 长 度 总 可 以 用 (1)[ 选 择 适当 的 整数 m 和 
n(n 才 0)] 来 表示 . 在 图 9 中 ,如 果 我 们 选 a 为 单位 线段 , 则 与 单位 线 
段 可 公 度 的 线段 将 对 应 于 数 轴 上 的 全 体 有 理 点 忆 . 就 度量 的 所 有 实 


际 目的 来 说 ,有 理 数 完全 够 了 . 即使 从 理论 上 看 ,由 于 全 体 有 理 点 笛 
密 地 布 满 整 个 直线 , 似乎 直线 上 所 有 的 点 都 是 有 理 点 . 如 果 这 是 真 
的 , 则 任何 一 线段 将 和 单位 长 线段 可 通 约 . 但 是 ,情况 决 不 这 么 简单 ， 
这 是 早期 希腊 数学 ( 毕 达 哥 拉 斯 学 派 ) 最 惊人 的 发 现 之 一 . 存在 着 不 
可 公 度 线段 ,或 者 说 ,如 果 我 们 认为 每 一 线段 都 对 应 着 借助 于 单位 长 
度 而 给 出 的 一 个 数 , 则 存在 着 无 理 数 . 这 个 发 现 是 科学 上 极其 重要 的 


16 2 
< 


+125 什么 是 数学 


事件 . 很 可 能 这 标志 着 数学 上 (我 们 认为 是 希腊 人 的 特殊 贡献 ) 严 格 
推理 的 起 源 . 肯定 地 说 ,从 希腊 人 的 时 代 直 到 今天 , 它 一 直 深刻 地 影 
响 着 数学 和 哲学 . 

在 欧 几 里 得 的 原本 中 ,以 几何 形式 出 现 的 欧 多 克 斯 的 不 可 公 度 
理论 是 希腊 数学 的 杰作 ,虽然 在 简化 了 这 经 典 著作 的 中 学 课本 中 , 它 
通常 被 略 去 了 . 直到 十 九 世 纪 末 期 ,在 戴 特 金 (Dedekind)、 康 托 
(Cantor) 和 维尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 建 立 了 无 理 数 的 严格 理论 之 
后 , 欧 多 克 斯 的 这 个 理论 才 充 分 被 人 理解 . 我 们 将 用 现代 算术 方法 来 
说 明 这 个 理论 . 

首先 我 们 说 明 : 一 个 正方 形 的 对 角 线 与 它 的 边 是 不 可 公 度 的 . 
我 们 可 以 假设 ,给 定 的 正方 形 的 边 是 选 定 的 单位 长 ,而 对 角 线 的 长 为 
x 根据 色 股 定理 ,我 们 有 

z=1+1 =2. 


(我 们 可 以 用 符号 /2 表示 z. ) 现 在 如 果 x 与 1 是 可 公 度 的 ,我 们 就 能 
找到 两 个 整数 和 g, 使 x = 2, 则 

P = 2¢. (2) 
我 们 可 以 假设 过 已 经 是 不 可 约 的 了 ,因为 分 子 和 分 母 的 任 一 公 因子 


在 一 开始 即 可 约 去 . 由 于 2 是 右边 的 一 个 因子 ,所 以 万 是 偶数 , 故 p 
本 身 是 偶数 ,因为 奇数 的 平方 只 能 是 奇数 . 于 是 我 们 可 以 写 出 p= 
2r. 这 时 等 式 (2) 变 成 
4r = 202 ,或 2 = 二. 

由 于 2 是 左边 的 因子 , 则 4 必须 是 偶数 . 这 样 一 来 p 和 g 同时 可 以 被 
2 整除 ,这 和 p、g 没有 公 因 子 的 假设 矛盾 . 因此 等 式 (2) 不 成 立 , 且 x 
不 能 是 有 理 数 . 

我 们 的 结果 可 以 表述 为 : 没有 等 于 /2 的 有 理 数 . 

上 一 段 的 讨论 表明 ,一 个 很 简单 的 几何 作 图 就 能 产生 一 个 与 单 
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位 长 不 可 公 度 的 线段 . 如 果 用 圆规 在 数 轴 上 标 出 这 样 一 个 线段 , 则 这 
样 作出 来 的 点 不 可 能 与 任何 有 理 点 重合 : 有 理 点 全 体 虽 然 是 处 处 笛 
密 的 ,但 不 能 覆盖 整个 数 轴 . 按照 平常 的 想法 ,稠密 的 有 理 点 集合 不 
能 覆盖 整个 直线 ,这 当然 显得 很 奇怪 ,而 且 表面 看 来 是 荒 廖 的 . 在 我 
们 的 “直觉 ?中 ,没有 任何 东西 能 帮助 我 们 “看 到 ?无 理 点 和 有 理 点 有 
什么 不 同 . 这 使 我 们 不 难 理解 ,为 什么 不 可 公 度 线段 的 发 现 使 希腊 的 
哲学 家 和 数学 家 激动 不 已 ,以 致 到 今天 ,对 爱 思考 的 人 来 说 , 它 仍 保 
留 着 使 人 激动 的 魅力 . 
我 们 很 容易 作出 许多 与 单位 长 不 
可 公 度 的 线段 . 如 果 在 数 轴 上 以 0 为 
起 点 把 这 些 线段 标 出 来 , 则 它们 的 端 
点 称 为 无 理 点 . 引进 分 数 的 指导 原则 
是 用 数 来 度量 长 度 ,现在 在 处 理 与 单 ”0 1 st 
位 长 不 可 公 度 的 线段 时 ,我 们 将 保持 10 V5 的 作 图 
这 个 原则 . 如 果 我 们 要 求 以 数 为 一 方 ， 
以 直线 上 的 点 为 另 一 方 ,在 它们 之 间 有 一 个 相互 对 应 的 话 , 就 必须 引 
进 无 理 数 . 
综 上 所 述 : 到 有 目前 为 止 我 们 可 以 说 ,一 个 无 理 数 表示 一 个 与 单 
位 长 不 可 通 约 的 线段 的 长 度 . 在 以 下 几 小 节 , 我 们 将 改进 其 中 某 些 含 
糊 的 地 方 , 并 且 把 这 个 完全 几何 式 的 定义 进一步 提炼 ,以 使 从 逻辑 严 
格 性 的 观点 上 看 ,我 们 能 达到 更 加 满意 的 程度 . 我 们 处 理 这 个 问题 的 
第 一 步 将 要 用 到 十 进位 小 数 . 
习题 : 1) iE, V3, V5, 3 不 是 有 理 数 . (提示 : 用 第 58 
页 引 理 ). 
2) 证 明 V2 十 V3 和 V2 十 况 不 是 有 理 数 (提示 : 例如 ,如 果 这 些 数 的 第 
一 个 等 于 一 个 有 理 数 r, 则 写 V3 = r 一 V2, 再 平方 , V2 将 是 有 理 数 ). 
3) 证 明 V2 十 V3 十 V5 是 无 理 数 . 试 作出 一 些 类 似 的 更 一 般 的 例子 . 
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2, 十 进位 小 数 ”无限 小 数 

要 在 数 轴 上 确立 一 个 处 处 稠密 的 点 集 ,我 们 无 需 用 全 体 有 理 数 ; 
例如 只 考虑 下 面 这 些 数 就 够 了 : 把 每 一 个 单位 区 间 分 为 10, 然 后 
100,1000 等 等 个 相等 的 线段, 这 样 得 到 的 点 对 应 着 “十 进位 小 数 ”. 
例如 0.12 = + GF. 它 对 应 的 点 位 于 第 一 个 单位 区 间 长 为 0 的 
第 二 个 子 区 间 内 ,是 长 为 10-: 的 第 三 个 “ 子 子 " 区 间 的 端点 . 
(a 一" 意味 着 十. ) 一 个 十 进位 小 数 ,如 果 在 小 数 点 之 后 有 个 数码 ， 
可 以 写成 

f =z+a,10? +a:10° 十 as10 +++++a,10", 

这 里 = 是 一 整数 ,而 这 些 a 是 表示 十 分 之 一 、 百 分 之 一 等 等 的 数 
码 一 一 0，1，2，…，9. 在 十 进位 数 系 中 数 S 简 记 为 z. aiazas tan, 
我 们 立刻 可 以 看 到 ,这 些 十 进位 小 数 能 写成 一 个 普通 形式 的 分 数 之 ， 


are 3 Ao 1314 
HH g = 10". Bilan f= 1. 314 = 1+ 55 +795 + 1000 = 1000 如 果 


pig 有 公 因 子 , 这 十 进位 小 数 可 以 写成 分 母 是 10" 的 某 个 因子 的 
分 数 . 另 一 方面 , 当 不 可 约 分 数 的 分 母 不 是 10 的 某 个 寡 的 因子 时 ,这 


分 数 不 能 表示 为 十 进位 小 数 ,例如 二 =F = 0.25 325 = 7959 


+ 


0. 004, 但 是 车 不 能 写成 n 位 十 进位 小 数 ( 这 里 ”为 任意 的 有 限 数 ). 
因为 形 如 


1_.e 

3 10" 
的 等 式 意味 着 

10" = 36, 


而 这 是 荒 雇 的 ,因为 3 不 是 10 HERKEN. 
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现在 ,让 我 们 在 数 轴 上 任意 选取 一 个 不 对 应 于 十 进位 小 数 的 点 
了 ,例如 ， 有 理 点 二 或 无 理 点 /2 于 是 ,在 划分 单位 区 间 为 十 等 分 等 等 


的 过 程 中 ,P 始终 不 会 作为 子 区 间 的 一 个 端点 .但 是 ,P 能 够 以 我 们 
所 希望 的 任意 精确 度 包含 在 越 来 越 小 的 十 进位 划分 的 区 间 中 . 这 近 
似 过程 可 以 描述 如 下 . 

假设 P 在 第 一 个 单位 区 间 . 我 们 把 这 区 间 分 为 十 等 分 ,每 个 长 
为 10 ,并 且 发 现 , 例 如 ,P 在 第 三 个 这 样 的 区 间 内 . 这 时 我 们 能 说 
了 在 十 进位 小 数 0. 2 和 0. 3 之 间 . 我 们 把 0. 2 到 0. 3 这 区 间 分 为 十 
等 分 ,每 个 长 为 10 ,例如 ,发 现 忆 在 第 四 个 这 样 的 区 间 内 . 再 把 它 
划分 ,我 们 发 现 已 在 第 一 个 长 为 10 的 区 间 内 ,现在 我 们 能 说 己 在 
0. 230 和 0. 231 之 间 . 这 过 程 能 无 限 地 继续 进行 下 去 ,而 引出 一 个 无 
穷 的 数码 序列 ais azs ass t, ans e EA FRH: 不 论 我 们 取 
多 么 大 的 ”点 P 总 在 区 间 了 ,中 ,这 的 左 端点 是 十 进位 小 数 
0. qazaa*…an-ian， 它 的 右 端点 是 0. aitazas…a Can t1), I 的 长 度 
是 10…. 如 果 我 们 不 断 选 取 = 1, 2, 3, 4, …, 我 们 看 到 这 些 区 间 
卫 , I,，1;，… 中 的 每 一 个 包含 在 前 一 个 之 中 ,而 它们 的 长 度 为 
107", 107°, 10°, +++, IFS. 我们 说 点 了 包含 在 一 串 十 进位 区 


间 的 区 间 套 中 . 例如 ,P 点 为 有 理 数 证 时 ,所 有 数码 w a as 
都 等 于 3,P 包含 在 每 一 个 这 样 的 区 间 I, 内 : 1, 由 0. 333…33 到 
0. 333…34, 即 子 大 于 0. 333…33 而 小 于 0. 333…34, 这 里 数码 的 个 
数 可 以 任意 多 . 我 们 这 样 来 表述 这 个 事实 ,n 个 数码 的 十 进位 小 数 
0, 333…33, 当 n 增 大 时 ,“ 趋 向 于 ”写成 

4 = 0.333, 


后 面 这 些 点 表示 这 十 进位 小 数 “ 无 限 ” 伸 展 . 
在 上 一 小 节 中 定义 的 无 理 数 V2, 也 引出 一 个 无 限 伸展 的 十 进位 
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小 数 ,但 在 这 里 ,决定 这 序列 中 数码 的 值 的 规律 却 不 明显 . 事实 上 ,我 
们 不 知道 有 什么 明确 的 公式 能 够 决定 这 一 串 数 , 尽 管 我 们 希望 要 多 
少 位 数码 都 可 以 计算 出 来 : 
PHl<2<?=4, 
(1. 4)? =1,96 < 2< (1.5)? = 2.25, 
(1. 41)? =1, 9881 < 2 < (1. 42)? = 2, 0264, 
(1. 414)? 一 1. 999396 < 2 < (1. 415)? = 2. 002225, 
(1. 4142)? 一 1. 99996164 < 2 < (1. 4143)? 
一 2. 00024449, 3. 


ERARE RAT BE, MRT EE on P 都 是 在 以 
z. alazas…an 为 端点 且 长 为 10“" 的 区 间 内 , 则 P 不 能 用 任何 有 限 的 
个 数码 的 十 进位 小 数 表示 ,而 表示 为 无 限 十 进位 小 数 z. aaas. 

以 此 方式 ,在 数 轴 上 的 所 有 点 和 所 有 有 限 及 无 限 十 进位 小 数 之 
间 建 立 了 一 个 对 应 . 我们 提出 一 个 推测 性 的 定义 : 一 个 “ 数 ” 是 一 个 
有 限 或 者 无 限 十 进位 小 数 . 那些 不 表示 有 理 数 的 无 限 小 数 称 为 无 
理 数 . 

直到 十 九 世纪 中 叶 , 这 些 思想 才 作为 有 理 数 和 无 理 数 系统 一 一 
数 的 连续 统一 一 的 一 个 令 人 满意 的 解释 被 人 们 所 接受 . 十 七 世纪 以 
来 数学 的 巨大 进展 ,特别 是 解析 几何 和 微 积分 的 发 展 ,是 以 数 系 的 概 
念 作为 基础 而 得 以 进行 下 去 的 . 但 是 ,在 批判 地 重新 检查 这 些 原则 并 
巩固 成 果 时 , 越 来 越 感 到 对 无 理 数 的 概念 要 作 更 精确 的 分 析 . 为 了 说 
明 数 的 连续 统 的 近代 理论 ,作为 一 个 预备 ,我 们 将 以 多 多 少 少 直观 的 
形式 ,讨论 极限 的 基本 概念 . 


习题 : HAIAN, EDAP) 107. 
3. RR “无穷 等 比 级 数 
如 我 们 在 上 一 小 节 所 看 到 的 那样 ,有 时 会 出 现 由 一 系列 有 理 数 


第 2 章 数学 中 的 数 系 77. 


s 来 逼近 某 个 有 理 数 * 的 情形 ,这 里 假定 指标 n 连续 取 所 有 的 值 1， 
2，3，-…. 例如 s 4 , 则 s = 0.3, sz = 0. 33, ss = 0. 333 等 等 . HE 


为 男 一 个 例子 ,让 我 们 把 单位 区 间 二 等 分 ,把 第 二 个 子 区 间 再 二 等 
分 ,再 把 其 中 的 第 二 个 二 等 分 ,如 此 下 去 直到 最 小 的 区 间 长 为 2-"， 
这 里 n 可 选 得 任意 大 ,例如 二 100, n = 100000 或 者 我 们 所 希望 的 
任意 数 . 这 时 我 们 把 所 有 这 些 区 间 , 除 了 最 后 一 个 以 外 ,都 加 起 来 ,我 
们 得 到 总 的 长 度 等 于 


1 1 1 1 1 
Sn 过 十 才 十 有 十 站 十 Ha 


(3) 


我 们 看 到 sy 和 ! 的 差 为 (十), 当 无 限 增 大 时 ,这 个 差 变 得 任意 小 


或 者 说 “趋向 于 零 ” 但 是 ,下 述 的 说 法 是 没有 意义 的 : 如 果 n BES 
的 话 ,这 差 是 零 . 因为 无 穷 只 意味 着 无 穷尽 的 过 程 ,而 不 是 一 个 实际 
的 量 . 我 们 这 样 来 描述 s, 的 动态 , 当 nn 趋向 于 无 穷 时 ,和 s, 趋向 于 极 
限 1. 并 且 记 作 


oe ree: Sere O ere 
l= st+ptoto te (4) 


在 等 式 右边 我 们 得 到 一 个 无 穷 级 数 . 这 “等 式 ” 决 不 意味 着 我 们 真 的 
一 定 要 加 无 限 多 项 ; 它 只 是 下 述 事实 的 一 个 简 记 : 有 限 项 的 和 s, , 当 
于 趋 于 无 穷 时 ( 决 不 是 无 穷 ), 其 极限 为 1. 等 式 (4) 带 有 一 个 不 完全 的 
符号 “十 …”, 这 不 过 是 如 下 确切 陈述 在 数学 上 的 一 个 简写 : 


1 = 当 趋 于 无 穷 时 ,等 式 
s= titi toth 的 极限 . (5) 
用 更 简单 而 一 目 了 然 的 形式 可 以 写作 
S ~ X n—> co 时 . (6) 
作为 极限 的 另外 一 个 例子 ,我 们 可 以 考虑 一 个 数 g 的 等. 如 果 
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一 1 <q <1, 例如 g 一 二 或 4 =F M g AOU 


q» q> È» qs e, Gly tty 
X HPAI ETE. 如 果 4 是 负 的 ,9 的 符号 将 是 正 负 交替 ,而 
d 将 从 两 边 交错 地 趋 于 零 . 因而 如 果 g 一 A Me 一 二 ,9 一 万 ， 


d =d eo minka =i = L, d =h, dh, o 
BUTS n AFERM, g 的 极限 为 零 .或 用 符号 表示 为 

g > 0,4n-> olf x —-1L<q<l. (7) 
(顺便 说 一 下 ,如 果 g>1 或 < 一 1, 则 y 不 趋 于 零 , 其 数值 无 限 增 大 
而 没有 极限 . ) 

为 了 严格 证 明 论 断 (7) ,我 们 从 第 22 页 已 经 证 明 的 不 等 式 出 发 ， 
那里 说 到 了 +p)" > 1tnp 对 任意 正 整数 # A p>—1 成 立 . 如 果 
4 是 0 和 1 之 间 的 任 一 固定 数 ,例如 g 一 y RNAi 这 里 
p>o. 因此 


a= + py Sl tmp > np, 


或 ( 见 第 333 页 法 则 4) 


o<g< 


1.1 
pin 
因此 A OI -ZR AF pH EY TARK HK 
=i 
l+p 


a(r) (六 ) 和 ( 方 )(> ), 其 他 推理 都 不 变 . 


我 们 现在 考虑 等 比 级 数 


趋向 于 零 , 从 而 显然 9 一 0. 如 果 g BAN RNA g= ， 这 时 0 
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sw = ltt 十 9 十 … 十 9. (8) 

(= 去 的 情形 ,上 面 已 讨论 过 了 ). 如 第 20 页 所 示 , 我 们 可 以 把 w 表 
示 为 简单 清楚 的 形式 . 如 果 用 q Rs, RATE 

dsn =q HE Hi HH (8a) 
从 (8) 中 减 去 (8a) ,我 们 看 到 除了 1 和 9” 外 ,所 有 其 他 的 项 全 消去 
T. 由 此 得 到 

d—-@)s,=1-q¢", 
或 者 除 一 下 变 成 
] 一 grHH 1 g” 
l1—q 1-q l-g 

若 让 nn 增 大 ,极限 概念 就 起 作用 了 . 我 们 已 经 看 到 , g =q. qs 
当 一 1 <g 过 1 时 是 趋 于 零 的 . 于 是 我 们 得 到 极限 关系 : 


Sn 


s> png Mn comb Mt 1 <_<. (9) 
若 写 成 无 穷 等 比 级 数 ,就 变 成 
tate tg te = 对 -1<9<l ao) 
例如 
Yeli 1 
ltgtgtyt s me 
2 
与 等 式 (4) 是 一 致 的 . 同样 地 ， 
02 tO E a ee oe eS 
10 二 io 十 1 二 10 二 一 二 10 | =) 
10 


所 以 0.99999… 二 1. 类 似 地 ,有 限 十 进位 小 数 0. 2374 和 无 限 十 进位 
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小 数 0. 23739999999… 表 示 同 一 个 数 . 
在 第 六 章 , 我 们 将 以 近代 的 严格 精神 对 极限 概念 再 作 一 般 的 讨论 . 
习题 : D 如 果 1g|<1, 证 明 1-g+9 i Ha =~ = Thy, 
2) 序列 ai, as ,a3，… 的 极限 是 什么 ? BB a, = Ty. ( GER: Bib 


一 元 的 表达 式 ,注意 第 二 项 趋 于 零 .) 


3) 当 ne co mt, SHEET 的 极限 是 什么 ? [提示 : 写成 形 如 


(1+ 直 + 去 )/ (1 一 士 + 去 ) 的 表达 式 .] 
4) 证 明 对 |g| 二 1, 有 1 十 29 十 39 十 49 十 … 


第 25 页 习题 3 的 结果 . ) 
5) 无 穷 级 数 1 一 29 十 39 一 4 十 … 的 极限 是 什么 ? 
o) 1 士 2 十 3 士 … 十 n， be bot gy Vb bon 十 到 的 极限 各 是 


n? 


a aa (提示 : 用 


什么 ? (提示 : 用 第 18,21,22 页 的 结果 . ) 
4, 有理数 和 循环 小 数 


如 果 有 理 数 不 是 有 限 十 进位 小 数 ,那么 通过 不 断 地 作 除 法 


能 表示 为 一 个 无 限 的 十 进位 小 数 . 在 这 过 程 中 每 次 必然 有 一 个 非 
零 的 余数 ,否则 这 十 进位 小 数 是 有 限 的 . 在 除 的 过 程 中 出 现 的 所 有 
不 同 余数 将 是 1 和 4 一 1 之 间 的 整数 ,所 以 最 多 只 能 有 q 一 1 个 不 
同 的 余数 值 , 这 意味 着 ,最 多 除 9 次 , 某 个 余数 上 将 第 二 次 出 现 . 但 
由 此 随后 而 来 的 所 有 余数 ,将 按照 余数 & 第 一 次 出 现 后 它们 出 现 
的 同样 次 序 重复 . 这 说 明 任何 有 理 数 的 十 进位 小 数 表 示 式 是 循环 
| ee Py eer 


次 地 再 现 . 例如 , 2 去 =0. 166666666-- ;二 = 0. 142857142857… 
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1 一 vey 222 一 ww, H 
下 一 0. 09090909---; F755 = 0. 11090909…; 55 


等 等 . (那些 能 表示 为 有 限 小 数 的 有 理 数 ,也 可 以 认为 是 一 个 循环 小 
数 , 它 在 有 限 个 数码 之 后 ,只 是 无 限 次 地 重复 着 数 0. ) 我 们 顺便 指 
出 ,有 一 些 循 环 小 数 ,在 循环 部 分 的 前 面 有 一 个 非 循环 的 部 分 . 

反之 可 以 看 出 ,所 有 循环 小 数 都 是 有 理 数 . 例如 , 取 无 限 循环 
小 数 


一 0. 122222222---; 


p = 0. 3322222…， 


BAVA p = 33 +107 2614101 410% +), 括号 中 的 表达 


式 是 一 个 无 穷 等 比 级 数 


1+10 +107 +108 +--+ = = 2, 

1-75 
_ 33 ， oa, 10 _ 2970420 _ 2990 _ 299 
Al p = 799 +2 + 10° +“ = .10 = 9000 = 900° 


对 一 般 情形 的 证 明 在 实质 上 是 一 样 的 ,但 要 求 更 一 般 的 记号 . 在 
一 般 的 循环 小 数 
p = 0.atazas…anb182 DBiD2 ***Byb be ba 

中 ,我 们 令 0. bibe ob, 一 B, 使 B 表示 这 小 数 的 循环 部 分 . 于 是 p 
ER 

p = 0. aaz an +10 "B(1+10"+10"+10 *+-+), 
括号 中 的 表达 式 是 9 一 10" 的 无 穷 等 比 级 数 , 按 上 一 小 节 等 式 (10)， 
它 的 和 是 -一 10 一 ,因此 


10-"B 
1—10" 


p = 0. alaz…an 十 
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定 其 循环 部 分 . 
“2) 数 142857 有 如 下 性 质 ; 用 数 2，3, 4, 5, 6 中 的 任 一 个 去 乘 它 ， 


所 得 的 积 只 是 它 的 数码 的 一 个 重新 排列 . 试用 六 的 十 进位 小 数 展 式 来 解 


释 这 性 质 . 
3) 把 习题 1) 中 的 有 理 数 表示 为 以 5，7，12 为 基底 的 “小 数 ”. 


D 把 十 表示 为 一 个 二 进位 数 . 
5) 把 0. 11212121… 写 成 一 个 分 数 . 如 果 它 是 以 3 或 5 为 基底 的 小 数 ， 
求 出 这 符号 的 值 ， 


F5 用 区 间 套 给 出 无 理 数 的 一 般 定义 


在 第 76 页 我 们 采用 了 一 个 推测 性 的 定义 : 一 个 “ 数 ” 是 一 个 有 
限 或 者 无 限 十 进位 小 数 . 我 们 约定 那些 不 表示 有 理 数 的 无 限 小 数 应 
称 为 无 理 数 . 在 上 一 小 节 结 果 的 基础 上 ,现在 我 们 可 以 把 这 个 定义 令 
述 如 下 : 数 的 连续 统 或 实数 系 (“ 实 ?是 相对 于 8$5 中 要 引进 的 “ 虚 ” 
或 “ 复 ” 数 而 言 ) 是 全 体 无 限 小 数 . (有 限 小 数 可 以 看 成 从 某 个 位 置 开 
始 所 有 数码 全 是 零 这 样 的 特殊 情形 . 或 者 可 以 描述 为 ,我 们 把 最 后 一 
位 是 a 的 有 限 小 数 ,改写 为 这 样 一 个 无 限 小 数 ,在 的 位 置 上 代 之 以 
a 一 1, 随 后 所 有 数码 全 等 于 9, 按 照 第 三 小 节 这 表示 0. 999… = 1 这 
一 事实 . ) 有 理 数 是 循环 小 数 ;无 理 数 是 非 循环 小 数 . 即使 这 个 定义 看 
来 也 不 能 完全 令 人 满意 ,因为 ,如 我 们 在 第 一 章 所 看 到 的 那样 ,十 进 
位 系统 并 非 显 示 事 物 本 质 的 唯一 方式 . 我 们 可 以 用 二 进位 或 任何 其 
他 系统 同样 进行 推理 . 由 于 这 个 原因 ,我们 希望 给 数 的 连续 统 以 一 个 
更 一 般 的 定义 ,使 它 摆脱 对 基底 10 的 特殊 依赖 关系 . 要 做 到 这 一 点 ， 
最 简单 的 办 法 可 能 是 这 样 : 

让 我 们 考虑 数 轴 上 任意 一 串 以 有 理 点 为 端点 的 区 间 Ty, Tyo 
I, ET PMB TOS ERT Ee, ARES n AL on 
PRL, 的 长 度 趋向 于 零 . 这 样 的 一 列 区 间 称 为 一 组 区 间 套 . 对 于 
十 进位 区 间 的 情况 ,I 长 为 10 ,但 也 可 以 是 2" 或 只 要 求 它 小 于 
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L, 现在 我 们 把 下 述 事实 作为 一 个 基本 的 几何 公理 : 对 应 于 每 一 组 


这 样 的 区 间 套 ,在 数 轴 上 恰 有 一 个 点 包含 在 所 有 这 些 区 间 中 (不 难看 
出 ,所 有 这 些 区 间 的 公共 点 顶 多 只 有 一 个 ,因为 区 间 的 长 度 趋 于 零 ， 
而 对 两 个 不 同 的 点 来 说 ,长 度 比 它们 之 间 的 距离 还 小 的 区 间 , 不 能 同 
时 包含 它们 ), 根据 定义 这 个 点 叫 作 实 数 ,如 果 不 是 有 理 点 就 称 之 为 
TAR. 按 此 定义 ,我 们 在 点 和 数 之 间 建 立 了 一 个 完全 的 对 应 . 这 里 
没有 其 他 新 的 东西 ,不 过 是 无 限 十 进位 小 数 表示 的 定义 的 更 为 一 般 
的 表述 . 


H cca — 


m o moe 


— 
Jent- -0~ - 
一 一 


图 11 区 间 套 序列 的 极限 


在 这 里 ,读者 完全 有 理由 提出 一 个 疑问 : 在 数 轴 上 ,我 们 认为 属 
于 一 组 区 间 套 的 所 有 区 间 的 那个 “点 ”, 当 它 不 是 有 理 点 时 , 它 是 什 
么 ? 我 们 的 回答 是 : 在 数 轴 ( 看 作 一 直线 ) 上 ,在 以 有 理 点 为 端点 的 
每 一 组 区 间 套 中 存在 着 一 个 点 ,这 是 一 个 基本 的 几何 公理 . 这 个 公理 
并 不 需要 从 其 他 数学 事实 逻辑 地 推导 出 来 . 正如 接受 数学 上 的 其 他 
公理 或 公设 一 样 ,我 们 接受 它 是 因为 它 在 直观 上 是 合理 的 ,而 且 在 构 
造 一 个 相 容 的 数学 思想 体系 中 它 是 有 用 的 . 从 纯粹 形式 的 观点 来 看 ， 
首先 ,我 们 可 以 在 直线 上 只 作出 有 理 点 ,然后 ,定义 一 个 无 理 点 是 某 
个 有 理 端 点 区 间 套 的 一 个 符号 . 一 个 无 理 点 完全 由 长 度 趋 于 零 的 有 
理 端 点 区 间 套 所 描述 . 由 此 我 们 的 基本 公理 实际 上 相当 于 一 个 定义 . 
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在 引进 了 有 理 端 点 区 间 套 之 后 ,借助 于 无 理 点 是 “存在 ”的 这 种 直觉 
而 下 的 这 个 定义 ,就 抛 开 了 我 们 进行 推理 的 直观 拐杖 ,而 且 使 我 们 知 
道 无 理 点 的 所 有 数学 性 质 可 表示 为 有 理 端点 区 间 套 的 性 质 . 

关于 本 书 序言 中 所 讲 的 哲学 见解 ,在 这 里 ,我 们 找到 了 一 个 典型 
例子 . 我 们 抛弃 了 朴素 的 “实在 ”的 方法 , 即 把 一 个 数学 对 象 看 成 我 
们 并 慎 地 研究 其 性 质 的 “自在 之 物 ”; 而 认为 数学 对 象 之 所 以 存在 ,只 
在 于 它们 的 数学 性 质 以 及 它们 之 间 的 相互 关系 . 这 些 关 系 和 性 质 完 
全 给 出 了 这 个 对 象 进入 数学 活动 的 领域 的 各 个 可 能 方面 . 我 们 放弃 
了 数学 上 的 “自在 之 物 ”, 如 同 物理 上 放弃 了 观测 不 到 的 以 太一 样 . 这 
就 是 把 一 个 无 理 数 定义 为 有 理 端 点 区 间 套 的 “本 质 ” 所 在 . 

从 数学 上 来 看 ,这 里 重要 的 是 ,对 定义 为 有 理 端 点 区 间 套 的 无 理 
数 来 说 ,加 、 乘 等 运算 以 及 “小 于 ”“ 大 于 ”的 关系 ,能 立刻 从 有 理 数 域 
得 到 推广 ,而 且 保持 着 有 理 数 域 中 原 有 的 一 切 规律 . 例如 ,两 个 无 理 
数 a 和 8B 的 加 法 ,可 以 用 定义 了 a 和 8 的 两 组 有 理 端 点 区 间 套 来 定 
义 .我 们 把 两 个 序列 中 相应 区 间 的 起 点 值 和 末端 值 分 别 相 加 ,构造 出 
第 三 组 区 间 套 . 这 新 的 区 间 套 定义 为 c 十 & 类 似 地 ,我 们 可 以 定义 积 
op, 差 a 一 8 和 商 a/B. 在 这 些 定义 的 基础 上 ,可 以 说 明 本 章 $1 讨 论 
的 算术 规律 对 无 理 数 也 都 成 立 . 其 细节 在 这 里 略 去 了 . 

这 些 规律 可 以 简单 而 直接 地 加 以 验证 ,虽然 对 于 那些 急切 想 知 
道 数 学 能 用 来 作 什么 ,而 不 想 分 析 它 的 逻辑 基础 的 初学 者 来 说 ,这 些 
验证 会 令 人 感到 元 长 乏味 . 某 些 近代 数学 教科 书 一 开始 就 用 一 个 对 
实数 系统 卖弄 学 问 式 的 完整 分 析 使 许多 学 生 念 不 下 去 ,而 把 这 部 分 
引 论 弃 之 不 顾 的 读者 ,在 了 解 到 如 下 事实 后 是 可 以 得 到 安慰 的 : 迟 
至 十 九 世纪 后 期 ,所 有 伟大 的 数学 家 在 作出 他 们 的 发 现时 ,都 是 基于 
他 们 对 这 个 数 系 直觉 上 的 “朴素 ”概念 

从 物理 观点 来 看 ,用 区 间 套 来 定义 一 个 无 理 数 ,相当 于 通过 一 系 
列 越 来 越 准确 的 测量 来 决定 某 个 可 观测 的 量 的 值 . 任何 一 种 测量 的 
方法 ,比如 说 测定 长 度 ,只 有 在 这 方法 的 精确 度 所 表明 的 某 个 可 能 的 
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误差 范围 之 内 才 有 意义 . 由 于 有 理 数 在 直线 上 是 稠密 的 ,用 任何 物理 
方法 ,无 论 它 多 么 正确 ,也 不 可 能 决定 一 个 给 定 的 长 度 究竟 是 有 理 数 
还 是 无 理 数 . 这 样 看 来 ,要 恰当 地 描述 物理 现象 ,似乎 不 必用 到 无 理 
数 .但 是 ,我 们 在 第 六 章 将 能 比较 清楚 地 看 到 ,引进 无 理 数 对 物理 现 
象 的 数学 描述 确实 带 来 了 好 处 ,这 就 是 ,通过 自由 地 运用 极限 概念 而 
使 得 这 个 描述 极 大 地 简化 ,而 数 的 连续 统 正 是 极限 概念 的 基础 . 


号， 6. 定义 无 理 数 的 另 一 个 方法 REAS 


戴 特 金 (1831 一 1916) 是 数学 基础 的 逻辑 和 哲学 分 析 的 伟大 开拓 
者 之 一 ,他 采用 了 另 一 种 稍微 不 同 的 方式 来 定义 无 理 数 . 他 的 文章 
“连续 性 与 无 理 数 ” 和 “ 数 是 什么 , 数 应 当 是 什么 ?” 对 数学 基础 的 研究 
产生 了 深刻 的 影响 . 戴 特 金 采取 了 一 个 带 有 一 般 抽象 思想 的 处 理 方 
法 ,而 不 是 用 特殊 的 区 间 套 . 他 的 方法 以 “分 割 ” 的 定义 为 其 基础 . 对 
此 ,我 们 简单 地 加 以 说 明 . 

假设 给 定 某 种 方法 ,把 全 体 有 理 数 集 分 为 两 类 A H B, iE B% 
的 每 一 个 元 素 5 大 于 A 类 的 每 一 个 元 素 a. 任何 一 个 这 种 分 类 称 为 
有 理 数 集 的 一 个 分 割 . 对 一 个 分 割 惟有 三 种 可 能 ,其 中 有 一 种 且 只 有 
一 种 必定 成 立 : 

1) 4 有 一 个 最 大 元 素 a* .例如 A 是 所 有 三 1 的 有 理 数 ,而 卫 是 
所 有 之 1 的 有 理 数 . 

2) B 有 一 个 最 小 元 素 b* .例如 A 是 所 有 <=1 的 有 理 数 ,而 也 是 
所 有 之 1 的 有 理 数 . 

3) 4 中 没有 最 大 元 素 且 B 中 也 没有 最 小 元 素 . 例如 ,A 是 所 有 
负 有 理 数 、 零 和 所 有 平方 小 于 2 的 正 有 理 数 ,而 B 是 所 有 其 平方 大 
于 2 KERAK. A 和 B 一 起 包括 了 全 体 有 理 数 , 因 为 我 们 已 经 证 
明 过 没有 平方 等 于 2 的 有 理 数 . 

A 有 最 大 元 素 a " 同时 B 有 最 小 元 素 b6* ,这 情形 是 不 可 能 的 , 因 


Ete a" 和" 中间, 它 将 大 于 A 的 最 大 元 素 而 小 于 B 
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的 最 小 元 素 , 因 此 不 属于 A,，B 中 任何 一 个 . 

在 第 三 种 情形 ,A 中 既 没 有 最 大 有 理 数 ,B 中 也 没有 最 小 有 理 
数 , 戴 特 金 称 这 分 割 定义 了 一 个 无 理 数 ,或 简单 地 说 这 分 割 是 一 个 无 
理 数 . 容易 看 出 这 定义 和 用 区 间 套 所 作 的 定义 是 一 致 的 ,如 果 我 们 把 
至 少 被 区 间 I, 中 一 个 区 间 的 左 端点 超过 的 所 有 有 理 数 算 作 A 类 ,而 
其 余 的 有 理 数 放 入 B 类 , 则 任何 一 个 区 间 套 ,I,J;，… 定 义 了 一 
个 分 割 . 


在 哲学 上 , 戴 特 金 的 无 理 数 定义 涉及 一 个 更 高 程度 的 抽象 ,因为 它 对 确 
定 两 类 A 和 B 的 这 个 数学 规则 的 性 质 没有 加 以 限制 . 康 托 用 一 个 更 为 具体 
的 方法 来 定义 实数 连续 统 . 虽然 , 初 看 起 来 它 和 区 间 套 方法 或 分 割 方法 很 不 
同 ,但 是 ,用 这 三 种 方法 定义 的 数 系 有 相同 的 性 质 ,在 这 个 意义 上 说 , 它 与 那 
两 个 方法 中 的 任何 一 个 都 等 价 . 康 托 的 思想 是 受到 下 述 事实 启发 的 : D 实 
数 可 以 看 成 一 个 无 限 十 进位 小 数 , 2) 无 限 十 进位 小 数 可 以 看 成 有 限 十 进位 
小 数 的 极限 . 让 我 们 摆脱 对 十 进位 系统 的 依赖 ,我 们 可 以 像 康 托 那样 陈述 : 
任何 一 个 有 理 数 序列 ,如 果 ”“ 收 敛 " 的 话 , 它 就 定义 为 一 个 实数 . 收敛 的 意思 
可 理解 为 , 当 am 和 a, 在 这 序列 中 充分 靠 后 ,也 就 是 说 m, n ATENI, F 
列 中 任意 两 项 的 差 (a 一 on ) 趋 于 零 ( 用 一 串 十 进位 小 数 逼 近 任意 一 个 数 ， 
就 有 这 个 性 质 ,因为 在 第 位 之 后 任意 两 项 的 差 最 多 是 10-"). 由 于 用 有 
理 数 序列 逼近 同一 个 实数 有 许多 方法 ,所 以 ,如 果 在 两 个 收敛 的 有 理 数 
BM ayy az, aay eb, bey 庆 ,… 中 , 当 ” 无 限 增 大 时 ,oa, 一 各 趋 于 零 ,我 
们 就 说 它们 定义 了 同一 个 实数 . 对 这 样 的 序列 很 容易 定义 出 加 法 等 等 
运算 . 


$3 解析 几何 概述 ” 
T1 基本 原理 
数 的 连续 统一 一 不 论 是 作为 理所当然 的 事 来 接受 也 好 ,还 是 只 


D 不 熟悉 这 门 学 科 的 读者 ,可 以 在 书后 第 547 一 554 页 附录 中 找到 一 系列 解析 几何 
的 基本 练习 . 
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有 作 了 批判 性 的 检查 之 后 才 接受 也 好 一 一 从 十 七 世纪 以 来 成 了 数 
学 ,特别 是 解析 几何 和 微 积 分 的 基础 . 

引进 了 数 的 连续 统 , 就 可 以 把 每 一 直线 段 和 一 个 作为 它 的 长 度 
的 确定 实数 联系 起 来 . 但 是 我 们 可 以 更 进一步 ,不 仅 长 度 而 且 每 一 个 
几何 对 象 和 每 一 个 几何 运算 都 能 纳入 数 的 领域 . 在 几何 学 的 这 个 算 
术 化 过 程 中 ,决定 性 的 步 又 是 早 在 1629 4 h Bt (1601 ~ 1655) 和 
1637 4 FH fH JL (Descartes, 1596 ~~ 1650) BRR ARAN. 解析 几何 的 基 
本 思想 是 引进 “坐标 ”, 即 对 一 个 几何 对 象 附 上 或 标 上 数 , 从 而 完全 刻 
划 了 这 个 对 象 . 大 多 数 读 者 都 知道 这 就 是 直角 坐标 或 笛 卡 儿 坐 标 , 它 
用 来 刻 划 平 面 上 任意 一 点 P 的 位 置 . 首先 我 们 在 平面 上 作 一 对 固定 
的 垂 线 ,以 此 作为 每 一 个 点 所 参照 的 “z 轴 ” 和 “y BH”, 把 这 两 条 直线 
看 成 是 有 方向 的 数 轴 并 且 用 同样 的 单位 来 度量 . 如 图 12, 对 每 个 点 
PHRASE A y. 它们 用 如 下 方法 得 到 : 我 们 考虑 从 “原点 ”O 
BAP 的 有 向 线段 (有 时 称 之 为 卫 点 的 “位 置 向 量 ”) ,把 它 垂直 地 投 
影 到 两 个 坐标 轴 上 ,得 到 xz 轴 上 的 
有 向 线段 OP“ ,并 以 数 z 作 为 它 的 有 
向 长 度 ; 同样 得 到 y 轴 上 的 有 向 线 
BOQ ,并 以 数 y 作为 它 的 有 向 长 
度 . 两 个 数 x Aly HAP 点 的 坐标 . 
反之 ,如 果 zx 和 y 是 任意 预先 给 定 
的 两 个 数 , 则 相应 的 点 P 是 唯一 确 
定 的 . 如 果 2 和 y 都 是 正 的 ,P 在 坐 。 图 12 一 个 点 的 直角 坐标 
标 系 的 第 一 象限 (图 13); 如 果 它 们 都 是 负 的 ,P 在 第 三 象限 ;如 果 x 
是 正 的 而 > 是 负 的 , 它 在 第 四 象限 ;如 果 z 是 负 的 而 y 是 正 的 , 则 在 
第 二 象限 . 

坐标 为 Tis Yı 的 点 P, 和 坐标 为 Tzs J2 的 点 P, 的 距离 由 公式 

È = (zi — Zz2) + yi — yn)” a) 


给 出 ,这 由 勾 股 定理 立刻 得 出 ,也 可 以 从 图 14 看 出 . 


图 13 四 个 象限 图 14 两 点 间距 离 


号 * 2。 直线 方程 和 曲线 方程 
如 果 C 是 坐标 为 x =a, y ==45 的 一 个 固定 点 ,那么 与 C 的 距离 
为 定 长 7 的 点 P 的 轨迹 ,是 一 个 以 C 为 圆心 ,r 为 半径 的 圆 . 从 距离 
公式 (1) 得 知 , 这 圆 上 的 点 的 坐标 c y 满足 方程 
(zz 一 0)2 十 (y 一 2 =r, (2) 
它 称 为 圆 的 方程 ,因为 它 是 (以 半径 ~ 绕 着 C 旋转 的 ) 圆 上 点 已 的 坐 
tix, 的 完全 (充分 和 必要 ) 条 件 . 把 括号 展开 ,方程 (2) 的 形式 变 为 
T +y —2axr—2by =k, (3) 
HPpk=r—a’—H. 反之 ,如 果 给 定 一 个 形 如 (3) 的 方程 ,那里 的 a， 
6b, 上 是 使 8 十 十 忆 为 正 数 的 任意 常数 ， 
则 用 “配方 法 ”, 我 们 能 把 这 方程 写成 
(zr—a)’+(y—b):=r 
的 形式 ,其 中 二 十 a? +h. 可 见方 程 
(3) 确 定 一 个 以 C 点 (坐标 为 a, DAA 
To 心 ,r 为 半径 的 圆 . 
直线 方程 的 形式 是 更 简单 的 . 例如 x 
轴 的 方程 为 y = 0, 因为 > 一 0 对 工 轴 上 所 


第 2 章 数学 中 的 数 系 + 89+ 


有 点 都 成 立 , 而 对 其 他 的 点 则 不 成 立 . y 轴 的 方程 为 x = 0. 经 过 原 
点 二 等 分 两 条 坐标 轴 之 间 的 夹 角 的 直线 方程 是 x 二 y 和 x = 一 y. 容 
易 看 出 任意 直线 有 形 如 
ar 十 py =c (4) 
的 方程 ,这 里 a, b, c 是 刻 划 了 直线 的 固定 常数 . 方程 (4) 的 意思 仍然 
是 满足 方程 的 所 有 实数 对 c, y 是 直线 上 点 的 坐标 ,反之 亦 然 . 
读者 可 能 已 经 知道 方程 


2 
五 十 站 一 1 6) 


表示 一 个 椭圆 (图 16). 这 曲线 交工 轴 
于 点 A(p, OMA (—p, 0), 38 y RH 
+ BOO, gq) 和 B'O, —q). (记号 
Plx, VRH C, y), E ERK 
x AM y WR P” 这 句 话 的 简写 方式 . ) 
如 果 pq, 这 长 为 2p 的 线段 AA' 称 
为 椭圆 的 长 轴 , 而 长 为 24 WARE BB’ 
称 为 短 轴 . 这 椭圆 是 到 点 FOP, 图 16 椭圆;F 和 FF 是 焦点 
0) 和 F'( 一 /Pr 一 FP，0) 的 距离 之 和 等 

于 2p 的 点 了 的 轨迹 .作为 一 个 练习 ,读者 可 以 用 公式 (1) 验 证 这 


一 点 .点 正和 F 称 为 酉 圆 的 焦点 . 比值 e =E- F 
高 心率 . 


A Fa 
形 如 Po @ 1 (6) 
的 方程 表示 一 双 曲 线 . 这 曲线 由 两 个 分 支 组 成 ,分 别 交 之 轴 于 A(p， 
0) A’(—p, 0)( 图 17). 长 2p 的 线段 AA' 称 为 双 曲 线 的 实 轴 . 当 我 
们 离 原点 越 来 越 远 时 ,这 双 曲 线 越 来 越 接近 两 条 直线 qz + py = 0， 
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但 实际 上 永远 不 会 到 达 这 些 直 线 . 
它们 称 为 双 曲 线 的 渐 近 线 . 双 曲线 
是 到 两 个 点 FO p+, 0) 和 
FVP HF., OWBRZESF 
2p 的 点 P 的 轨迹 . 这 两 个 点 也 称 为 


-Zif 
图 17 SMe FOF ERA 双 曲 线 的 焦点 . 比值 e 一 是 
它 的 离心 率 . 
方程 a= l (7) 


也 定义 一 双 曲 线 , 现 在 它 的 渐 近 线 是 两 个 坐标 轴 ( 图 18). 这 “等 边 ” 
双 曲 线 的 方程 表明 ,对 曲线 上 的 每 一 点 已 来 说 ,点 已 所 决定 的 矩形 
面积 等 于 1. 方程 为 

ry = C, (7a) 


Ce 为 一 常数 ) 的 一 个 等 边 双 曲 线 只 是 一 般 双 曲线 的 一 特殊 情形 ,正如 
圆 是 椭圆 的 特殊 情形 那样 . 等 边 双 曲 
线 的 特征 在 于 : 它 的 两 个 渐 近 线 ( 这 
时 是 两 个 坐标 轴 ) 是 相互 垂直 的 . 

对 我 们 来 说 ,这 里 关键 在 于 下 列 
基本 思想 : 几何 对 象 可 以 完全 用 数 和 
代数 的 术语 来 表达 ,而 且 几何 的 运算 
也 同样 如 此 . 例如 ,如 果 要 找 两 条 直线 
的 交点 ,我 们 考虑 直线 的 两 个 方程 

图 18 ”等 边 双 曲线 方程 zy = 1. 
BEE DT E 由 点 P(z, DAER 
az 十 by =c. (8) UHR xy 等 于 1 
为 了 找 出 两 条 直线 的 公共 点 ,只 要 把 它 的 坐标 当 作 两 个 联 立 方程 (8) 
的 解 x，y，, 就 可 简单 地 求 得 . 类 似 地 ,要 找 任何 两 条 曲线 ,例如 圆 
十 一 2az 一 2by 一 上 和 直线 cz 十 by 一 c 的 交点 ,只 要 把 两 个 相 
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应 的 方程 联 立 起 来 求解 就 是 了 . 


$4 无 限 的 数学 分 析 
71. 基本 概念 


正 整数 序列 
1，2，3，4… 


是 最 早 和 最 重要 的 无 限 集 . 这 个 序列 没有 末尾 ,没有 “终结 ”, 这 事实 
并 不 神秘 ,因为 不 论 整数 有 多 大 ,总 有 下 一 个 整数 4 十 1. 但 是 ,从 
表示 “没有 终结 "这 意思 的 形容 词 “无 限 的 ”过渡 到 名 词 “无 限时 ,我 
们 不 能 把 通常 用 特殊 符号 co 表示 的 “无 限 ?看 成 像 普 通 的 数 那样 . 我 
们 不 可 能 把 符号 co 包括 在 实数 系统 中 而 仍然 保持 算术 的 基本 规律 . 
尽管 如 此 ,无 限 的 概念 还 是 渗透 到 了 所 有 的 数学 领域 之 中 ,因为 数学 
对 象 通常 不 是 当 作 单个 对 象 来 研究 ,而 是 当 作 包 含 了 无 限 多 个 同样 
类 型 的 对 象 的 类 或 集合 (例如 ,全 体 整 数 ,全 体 实数 或 平面 上 全 体 
三 角形 ) 的 成 员 来 研究 . 由 于 这 个 原因 ,我 们 必须 确切 地 分 析 数 学 
的 无 限 性 . 由 康 托 和 他 的 学 派 在 十 九 世 纪 末 创建 的 近代 集合 论 , 面 
对 着 这 个 挑战 取得 了 惊人 的 成 绩 . 康 托 的 集合 论 已 经 渗透 到 并 强 
烈 影响 着 数学 的 许多 领域 ,在 研究 数学 的 逻辑 和 哲学 基础 方面 , 它 
是 最 基本 最 重要 的 工具 . 它 的 出 发 点 是 集合 或 集 的 一 般 概 念 . 这 意 
思 是 指 ,任意 由 某 些 对 象 组 成 的 集合 , 它 是 由 明确 规定 哪些 对 象 属 
于 这 个 集合 的 某 些 规则 所 定义 的 . 例如 ,我 们 可 以 考虑 全 体 正 整数 
集 , 全 体 十 进位 循环 小 数 集 , 全 体 实 数 集 , 或 三 维 空间 中 全 体 直 
线 集 . 

用 于 比较 两 个 不 同 集合 的 “元 素 个 数 " 的 基本 概念 是 “等 势 ”如 
果 两 个 集合 A 和 B 的 元 素 可 以 按 如 下 方式 彼此 配对 ,使 得 A 的 每 
一 个 元 素 对 应 着 B 的 一 个 且 仅 一 个 元 素 ,而 也 的 每 一 个 元 素 对 应 着 
A 的 一 个 且 仅 一 个 元 素 ,那么 这 个 对 应 就 称 为 一 一 对 应 ,而 且 称 A 
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AB 是 等 势 的 . 对 有 限 集 来 说 ,等 势 的 概念 和 通常 的 个 数 相等 的 概 
念 是 一 致 的 ,因为 两 个 有 限 集 有 同样 多 个 元 素 必须 而 且 只 须 两 个 集 
合 的 元 素 之 间 能 建立 一 一 对 应 . 实际 上 这 就 是 数 东 西 的 意思 ,因为 当 
我 们 数 一 组 有 限 个 对 象 时 ,我 们 就 是 简单 地 在 这 些 对 象 和 一 组 数字 
FES 1, 2, 3, =n n 之 间 建 立 一 个 一 一 对 应 . 


在 两 个 有 限 集 之 间 建 立 它们 的 等 势 性 ,并 不 一 定 要 数 这 些 对 象 . 例 

如 ,不 用 数 我 们 就 能 知道 ,任何 有 限 个 半径 为 1 的 圆 的 集合 和 它们 圆心 的 

a 集合 是 等 势 的 . 

康 托 的 思想 是 ,把 等 势 的 概念 推广 到 无 限 集 , 以 此 定义 无 限 的 
“算术 ”. 全 体 实数 集 和 一 条 直线 上 的 所 有 点 是 等 势 的 ,因为 选择 一 个 
原点 和 一 个 单位 长 ,我 们 就 可 以 把 直线 上 每 一 点 已 和 一 个 作为 其 坐 
标的 实数 zx 一 对 一 地 联系 起 来 : 


Piz, 


偶数 是 全 体 整 数 集 的 一 个 真子 集 , 而 整数 是 全 体 有 理 数 的 真子 

KK. (一 个 集 S 的 真子 集 是 指 这 样 一 个 集 S , 它 由 S 的 一 些 元 素 组 
成 ,但 又 不 包括 S 的 所 有 元 素 . ) 显 然 ,如果 一 个 集 是 有 限 的 , 即 如 果 
它 只 包含 某 个 数 ”那么 多 的 元 素 , 则 它 不 能 和 它 的 任何 一 个 真子 集 
等 势 ,因为 任何 真子 集 最 多 只 能 有 n—1 个 元 素 . 但 是 如 果 一 个 集合 
包含 了 无 限 多 个 元 素 ,看 来 十 分 荒 廖 的 是 , 它 可 以 各 它 本 身 的 一 个 真 
子 集 等 势 . 例如 , 标 出 

1234 5 5 now 
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2 4 6 810 … 2n ~, 
它 在 正 整数 和 它 的 真子 集 偶数 之 间 建 立 了 一 一 对 应 ,从 而 表明 正 整 数 
集 和 偶数 集 是 等 势 的 . 这 与 我 们 熟知 的 真理 “整体 大 于 它 的 任意 一 部 
分 ”是 矛盾 的 , 它 表明 在 无 限 性 的 领域 内 ,会 出 现 多 么 令 人 惊奇 的 事 . 
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唔 2 有理数 的 可 数 性 和 连续 统 的 不 可 数 性 


康 托 在 分 析 无 限 性 时 ,他 最 初 的 发 现 之 一 是 : 有 理 数 集 ( 它 包含 
整数 集 这 个 无 限 子 集 , 因 而 它 本 身 是 无 限 集 ) 是 和 整数 集 等 势 的 . 稠 
密 的 有 理 数 集 与 朴 散 的 它 的 整数 子 集 的 元 素 一 样 多 , 初 看 起 来 这 似 
乎 是 很 奇怪 的 . 确实 ,人 们 不 能 按 大 小 次 序 来 排列 正 有 理 数 (对 正 整 
数 能 这 样 做 ) ,不 能 说 a 是 第 一 个 有 理 数 ,2 是 拨 着 它 的 那个 比 它 大 
的 有 理 数 ,等 等 ,因为 任意 两 个 给 定 的 有 理 数 之 间 有 无 穷 多 个 有 理 
数 ,因而 没有 “ 挨 着 它 的 ” 那 一 个 . 但 是 ,正如 康 托 看 到 的 那样 , 抛 开 按 
序 相连 的 两 个 元 素 之 间 的 量 的 关系 ,就 可 以 像 整数 那样 将 全 体 有 理 
SRT —AT ris rey ray roy ot. 在 这 序列 中 将 有 第 一 个 有 理 数 ,第 
二 个 ,第 三 个 等 等 ,而 且 每 个 有 理 数 恰好 出 现 一 次 . 一 个 集合 ,如 果 其 
元 素 能 像 整数 那样 排列 成 一 个 序列 ,就 称 这 个 集合 是 可 数 的 . 通过 展 
示 这 样 的 可 数 性 , 康 托 表明 ,有 理 数 是 和 整数 集 等 势 的 ,因为 对 应 

1 2 3 4 = n = 


SERDES 


Tr ra B n or 


是 一 对 一 的 . 现在 我 们 来 描述 把 有 理 数 排列 起 来 的 一 个 方式 . 
每 一 个 有 理 数 都 能 写成 全 的 形式 ,这 里 a Mo 是 整数 . 而 且 所 有 


这 些 数 能 布置 成 这 样 的 阵势 ,使 中 在 第 < 列 第 4 行 . 例如 把 羡 放 在 下 


面 表 中 的 第 3 列 第 4 行 .所 有 的 有 理 数 现在 可 以 按照 下 面 的 设计 排 
列 : 在 刚刚 规定 的 布 阵 中 ,我 们 画 一 条 连续 的 折线 通过 这 布 阵 中 所 
有 的 数 . 从 1 开始 我 们 沿 水 平方 向 到 右边 的 下 一 个 位 置 , 得 到 2, 这 


是 序列 中 的 第 二 个 数 ,然后 沿 对 角 线 向 左下 边 到 第 一 列 二 所 占 的 位 
置 上 ,然后 垂直 地 向 下 到 读 的 位 置 上 ,再 沿 对 角 线 向 上 ,直到 第 一 行 
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的 3, 通 过 4 再 沿 对 角 线 向 下 到 十 ,这 样 进 行 下 去 ,如 图 19 所 示 . 
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图 19 有 理 数 的 可 列 性 


沿 着 这 折线 走 , 我 们 得 到 一 个 序列 1， 2.5. 4. 334 g, A, 


次 序 排列 . 在 这 序列 中 ,现在 我 们 消去 所 有 a Mo 有 公 因 子 的 数 分 ， 


使 得 每 一 个 有 理 数 " 以 最 简单 的 方式 恰好 出 现 一 次 . 因而 我 们 得 到 
一 个 序列 1， 2， 寺 ,二 ，3，4， 过， 二， 十， 二 ，5，…, 其 中 每 一 个 正 
有 理 数 出 现 一 次 而 且 只 出 现 一 次 . 这 说 明 全 体 正 有 理 数 是 可 数 的 . 根 
据 有 理 数 和 直线 上 有 理 点 一 一 对 应 这 个 事实 ,我 们 同时 证 明了 直线 
上 正 有 理 点 集 是 可 数 的 . 


习题 : D 说 明 全 体 正 整 数 和 负 整 数 是 可 数 的 ,全 体 正 有 理 数 和 人 负 有 
理 数 是 可 数 的 . 
2) 如 果 S 和 了 是 可 数 集 , 说 明 集 S 十 T( 见 第 126 页 ) 是 可 数 的 . 说 明 
对 三 个 .四 个 或 任意 ”个 集 的 并 集 有 同样 的 结果 . 最 后 说 明 由 可 数 个 可 数 
集 组 成 的 集 同样 是 可 数 的 . 


第 2 章 数学 中 的 数 系 + 95+ 


由 于 有 理 数 已 表明 是 可 数 的 ,人 们 可 能 猜想 任何 无 限 集 都 是 可 
数 的 ,而 且 这 就 是 无 限 分 析 的 最 终结 果 . 可 是 情况 远 非 如 此 . 康 托 有 
一 个 极 有 意义 的 发 现 : 全 体 实数 集 ( 有 理 数 和 无 理 数 ) 是 不 可 数 的 . 
换 名 话说 ,全 体 实数 与 整数 或 有 理 数 相 比 有 一 个 根本 的 不 同 ,可 以 
说 , 它 是 更 高 一 级 类 型 的 无 限 . 关于 这 个 事实 康 托 用 反 证 法 天 才 地 给 
出 了 一 个 证 明 , 它 是 许多 数学 论证 的 典范 . 该 证 明 大 略 如 下 . 首先 ,我 
们 作 一 个 尝试 性 的 假设 : 所 有 实数 真 的 排列 成 了 一 个 序列 . 然后 ,我 
们 找 出 一 个 数 , 它 不 包含 在 这 假定 的 可 数 集 里 面 . 这 样 就 引出 了 矛 
盾 , 因 为 既然 假设 所 有 实数 都 包括 在 这 个 可 数 集 里 面 ,那么 ,即使 有 
一 个 数 遗 漏 了 ,这 个 假设 也 必然 是 不 成 立 的 . 由 于 实数 是 可 数 的 这 个 
假设 不 成 立 , 反 过 来 , 康 托 的 关于 实数 集 是 不 可 数 的 命题 就 是 真 的 ， 

为 了 做 到 这 一 点 ,我 们 假设 全 体 实数 是 可 数 的 并 且 已 经 把 它们 
排列 成 一 个 无 限 十 进位 小 数 的 表 : 

第 一 个 数 Ni.atazasatas… 
AA No. bibebsbibs = 
第 三 个 数 。 Na.cicacsctcs… 


其 中 这 些 N 表示 整数 部 分 ,小 写 的 字母 表示 小 数 点 后 的 数码 . 我 们 
假设 这 个 十 进位 小 数 序列 包含 了 所 有 实数 . 现在 ,证 明 中 最 根本 的 一 
点 是 ,通过 “对 角 线 过 程 ” 构 造 一 个 新 的 数 ,而 我 们 能 说 明 它 不 包含 在 
这 个 序列 中 . 为 此 ,我 们 首先 选取 一 个 数码 a 不 同 于 ai ,也 不 等 于 0 
和 9( 以 避免 像 0. 999… = 1. 000… 这 种 等 式 可 能 造成 的 含糊 不 清 )， 
然后 选取 一 个 数码 b REF b2 ,也 不 等 于 0 和 9, 同 样 地 ,c 不 等 于 
ci, 等 等 .例如 ,我 们 可 以 简单 地 选取 a = 1 ,除非 wa = 1, 在 a 二 1 
时 ,我 们 选 a = 2. 按照 这 个 表 , 类 似 地 选 出 所 有 数码 b, c, d, 
e，*…. ) 现 在 考虑 无 限 十 进位 小 数 


Zz 一 0.abcde…， 
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这 新 的 数 z 肯定 不 同 于 上 表 中 的 任何 一 个 数 ; 它 不 等 于 第 一 个 ,因为 
小 数 点 后 的 第 一 个 数码 与 之 不 同 ; 它 不 能 等 于 第 二 个 ,因为 第 二 个 数 
码 与 之 不 同 ;一 般 地 , 它 不 能 和 表 中 的 第 ”个 数 相同 ,因为 第 ”个 数 
码 与 之 不 同 . 这 说 明 我 们 按 序 排列 的 十 进位 小 数 表 不 包含 所 有 的 实 
数 . 因此 实数 集 是 不 可 数 的 . 

读者 也 许 认为 , 数 的 连续 统 不 可 数 ,其 原因 在 于 直线 是 无 限 延伸 
的 这 个 事实 ,而 有 限 线段 将 只 包含 可 数 个 无 限 多 的 点 . 但 事实 并 非 如 
此 ,因为 容易 证 明 整 个 数 的 连续 统 等 势 于 任意 有 限 线段 ,例如 从 0 到 
1 而 不 包括 端点 的 线段. 我 们 所 要 求 的 一 一 对 应 可 以 这 样 来 得 到 : 


在 二 和 处 把 线段 折 麻 ,再 从 一 点 投影 ,如 图 20 所 示 , 由 此 得 知 , 即 
使 数 轴 上 的 有 限 线段 也 包含 了 不 可 数 无 限 多 的 点 . 


A Pen 


图 20 一 折线 段 上 的 点 和 整个 直线 上 的 点 之 间 的 一 一 对 应 
习题 ; 说 明 数 轴 上 的 任意 区 间 [A，B] 等 势 于 任意 其 他 区 间 [C, D). 


关于 数 的 连续 统 的 不 可 数 性 ,有 另 一 个 可 能 是 更 为 直观 的 证 明 
值得 在 此 讲 一 讲 . 由 我 们 刚才 的 证 明 可 以 知道 ,只 要 把 我 们 的 注意 力 
限制 在 0 和 1 之 间 的 点 集 就 够 了 . 其 证 明 仍 然 是 反 证 法 , 我 们 假设 直 
线 上 0 到 1 之 间 的 所 有 点 能 排 成 序列 


ais az, Ager ad) 
我 们 把 标号 a 的 点 用 一 个 长 为 十 的 区 间 盖 住 ,标号 az 的 点 用 一 个 


长 为 -让 的 区 间 盖 住 ,如 此 下 去 . 如 果 0 和 1 之 间 所 有 点 都 包含 在 序 
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列 (1) 中 , 则 这 单位 区 间 将 完全 被 长 为 古 ， 


Te HOF OR CHT fe EA AR) PE BSE 


住 . (其 中 有 些 区 间 超 出 了 这 个 单位 区 间 , 这 一 
事实 并 不 影响 我 们 的 证 明 . ) 这 些 区 间 长 度 的 
总和 由 等 比 级 数 21 两 条 不 等 长 的 
ypa i 线段 上 的 点 的 

| J- 1 对 应 


1 1 L cee 
T0 t I0 t Io T joJ1—4 


10. 


给 出 . 因此 从 序列 (1) 包 含 了 0 到 1 的 所 有 实数 这 个 假定 出 发 ,我 们 
推出 用 一 系列 总 长 为 二 的 区 间 可 以 覆盖 住 长 度 为 1 的 整个 区 间 . 这 


在 直观 上 是 荒 廖 的 . 我 们 将 把 这 个 矛盾 看 成 是 证 明 , 虽 然 从 逻辑 的 角 
度 来 看 ,还 需要 更 充分 的 分 析 . 


上 面 这 段 推理 可 以 在 近代 的 “测度 "理论 中 建立 一 个 很 重要 的 定理 . 
用 一 个 长 为 1 的 更 小 的 区 间 来 代替 上 面 的 区 间 ,这 里 。 是 任意 小 的 正 数 . 
我 们 看 到 直线 上 任 一 可 数 点 集 能 包含 在 总 长 为 于 的 一 系列 区 间 中 ,由 于 
是 任意 的 ,二 能 随意 地 小 . 用 测度 论 的 术语 ,我 们 说 可 数 点 集 有 零 测度 . 


练习 : 用 正方 形 的 面积 代替 区 间 的 长 度 ,证 明 对 平面 上 的 可 数 点 集 
上 述 结果 同样 成 立 . 


"3. 康 托 的 “基数 ” 


总 结 一 下 至 今 得 到 的 结果 : 如 果 有 限 集 A 包含 的 元 素 比 有 限 集 
B 的 元 素 多 ,那么 A 中 元 素 的 个 数 不 能 等 于 B 中 元 素 的 个 数 . 如 果 
我 们 用 更 一 般 的 等 势 集 的 概念 来 代替 “有 相同 (有 限 ) 个 数 元 素 的 集 ” 
的 概念 , 则 上 面 的 论述 在 无 限 集 当中 不 成 立 ; 所 有 整数 集 包含 比 偶数 
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集 更 多 的 元 素 ,而 有 理 数 集 比 整数 集 更 多 ,但 我 们 已 经 看 到 这 些 集 是 
等 势 的 . 人 们 可 能 认为 所 有 无 限 集 都 是 等 势 的 ,而 只 有 有 限 集 和 无 限 
集 不 等 势 . 但 康 托 的 结果 否定 了 这 一 点 ,有 一 个 集 , 即 实数 连续 统 , 和 
任何 可 数 集 不 等 势 . 
因此 至 少 有 两 类 不 同 的 “无 限 ”, 整 数 的 可 数 无 限 性 和 连续 统 的 
不 可 数 无 限 性 . 如 果 两 个 集合 A 和 B (不论 有 限 还 是 无 限 ) 是 等 势 
的 ,我 们 就 称 它们 有 相同 的 基数 . WR A AB 是 有 限 的 , 它 就 变 成 有 
相同 的 自然 数 这 一 通常 的 概念 ,可 以 认为 它 是 这 个 概念 的 一 个 合理 
的 推广 . 如 果 集 A ME B 的 某 个 子 集 等 势 , 而 B 不 等 势 于 A 或 它 的 
任意 子 集 ,我 们 将 按照 康 托 的 说 法 , 称 集 B 有 一 个 比 集 A 更 大 的 基 
数 . 这 里 ,“ 数 ”这 个 词 的 用 法 和 对 于 有 限 集 来 谈 数 的 大 小 这 个 通常 的 
意思 也 是 一 致 的 . 整数 集 是 实数 集 的 一 个 子 集 , 而 实数 集 既 不 和 整数 
集 也 不 和 它 的 任意 子 集 等 势 ( 即 实数 集 不 是 可 数 的 ,也 不 是 有 限 的 ). 
因此 ,根据 我 们 的 定义 ,实数 连续 统 有 一 个 比 整数 集 更 大 的 基数 . 
“事实 上 , 康 托 实际 说 明了 如 何 构 造 一 系列 无 限 集 ,使 它们 有 越 来 越 
大 的 基数 . 由 于 我 们 可 以 从 正 整 数 集 开始 ,因此 ,显然 ,只 须 表明 : 对 任意 
给 定 集 4, 可 以 构造 另 一 个 具有 更 大 基数 的 集 B. 由 于 这 个 定理 极为 一 般 ， 
其 证 明 必然 比较 抽象 . 我 们 定义 集 B 是 这 样 的 集 : 它 的 元 素 是 集 4 的 所 
有 不 同 子 集 . 我 们 所 说 的 “ 子 集 ”将 不 仅 包括 A 的 真子 集 ,而 且 也 包括 A 本 
身 和 完全 不 包含 任何 元 素 的 空 “ 子 集 ”0. 因此 ,如 果 A 由 三 个 整数 1，2，3 
组 成 , 则 BET 8 个 不 同 的 元 素 {1, 2, 3}, (1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, 
{1}, {2}, {3} 和 0. 集 B 的 每 一 个 元 素 , 本 身 是 一 个 由 A 的 某 些 元 素 组 成 
的 集 . 现在 假设 B 和 A 等 势 (或 B 和 A 的 某 个 子 集 等 势 ), 即 有 某 个 规则 
使 A 的 元 素 ( 或 A 的 子 集 的 元 素 ) 一 对 一 地 和 B 的 所 有 元 素 相对 应 ,也 就 
是 说 有 A 的 子 集 S。 使 
ar Sa, 2) 
FPS, 表示 与 A 的 元 素 a 对 应 的 那个 A 的 子 集 . 我 们 将 指出 B 的 一 个 元 
素 区 ( 即 A 的 一 个 子 集 ), 它 不 能 和 任意 元 素 a 相对 应 ,从 而 引出 矛盾 .为 
了 构造 这 个 子 集 ,我 们 注意 对 A 的 任 一 元 素 x 存在 两 种 可 能 : 在 给 定 的 
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对 应 (2) 中 ,zx 所 指定 的 集 S; 或 包含 元 素 工 ,或 5S; 不 包含 z. 我 们 定义 了 
为 4 的 这 样 一 个 子 集 , 它 包含 所 有 使 S. 不 包含 x 的 那些 元 素 x. 这 子 集 和 
每 一 个 S, 至 少 差 一 个 元 素 a, 因 为 如 果 S BF aM 不 包含 a ,可 是 如 
RS. 不 包含 e, 则 工 包含 a. 因此 工 不 包括 在 对 应 (2) 中 . 这 表明 在 A 的 元 
素 ( 或 4 的 任意 子 集 的 元 素 ) 和 B 的 元 素 之 间 , 不 可 能 建立 一 个 一 一 对 应 . 
但 对 应 

ax {a}, 
TEA 的 元 素 和 由 A 的 所 有 单元 素 子 集 组 成 的 B 的 子 集 之 间 建 立 了 一 个 
一 一 对 应 . 因此 按照 上 一 段 的 定义 ,B 有 一 个 比 A 大 的 基数 . 


“ 习题 : WEA An 个 元 素 , 这 里 是 一 正 整 数 ,说 明 上 面 所 定义 
的 BB 包含 2" 个 元 素 . 如 果 A 是 全 体 正 整数 集 ,说 明 B 和 0 到 1 之 间 的 实 
数 连续 统 等 势 (提示 : 在 第 一 种 情形 ,用 记号 0 和 1 的 一 个 有 限 序列 为 符 
号 来 表示 A 的 一 个 子 集 . 在 第 二 种 情形 ,用 它们 的 一 个 无 限 序列 来 表示 A 
的 一 个 子 集 : 


aiqazas mm， 


这 里 , ay = 1 或 0 是 按照 4 的 第 ”个 元 素 属于 还 是 不 属于 这 给 定 的 子 集 而 
定 的 . ) 

也 许 有 人 以 为 , 找 出 一 个 比 从 0 到 1 的 实数 集 有 更 大 基数 的 点 集 是 
一 件 简单 的 事 . 一 个 “二 维 ”的 正方 形 肯 定 显得 比 "一 维 ” 的 线段 包含 有 “更 
多 ”的 点 . 十 分 令 人 惊异 的 是 ,事实 并 非 如 此 ;一 个 正方 形 中 的 点 集 的 基数 
与 一 个 线段 上 的 点 集 的 基数 是 相等 的 . 为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 安排 下 述 

如 果 (z，?) 是 单位 正方 形 中 的 点 ,z Ay 可 以 写成 十 进位 小 数 形 
式 ,如 


工 一 0.aiazasai "s 

y= 0.b bbb,…. 
为 了 避免 含糊 ,例如 对 有 理 数 十 我 们 选用 0. 250000… 而 不 用 0. 249999…. 
然后 对 正方 形 的 一 点 (x，y) ,我 们 指定 从 0 到 1 这 线段 上 的 一 点 
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z = 0. ai biazbzazbsarb = 
与 之 对 应 . 显然 正方 形 上 不 同 的 点 (x, DAC, 对 应 于 线段 上 不 同 的 
点 zx 和 =“. 所 以 正方 形 的 基数 不 能 超过 线段 的 基数 . 

《事实 上 ,刚才 定义 的 对 应 在 正方 形 的 所 有 点 的 集合 和 单位 线段 的 一 
个 真子 集 之 间 是 一 对 一 的 ; 例如 , 这 正方 形 中 没有 一 个 点 能 和 点 
0. 2140909090… 对 应 ,因为 对 于 数 1/4 我 们 选取 的 是 0. 25000… 的 形式 ， 
而 不 是 0. 24999…. 但 是 可 以 把 这 个 对 应 稍微 修改 一 下 ,使 整个 正方 形 和 
整个 线段 之 间 是 一 一 对 应 的 ,因而 看 到 它们 有 相同 的 基数 . ) 

一 个 类 似 的 论证 表明 : 立方 体 中 点 的 基数 不 大 于 线段 的 基数 . 

虽然 这 些 结果 似乎 都 是 和 维 数 的 直观 思想 矛盾 的 ,但 我 们 必须 记 住 ， 
我 们 定义 的 对 应 不 是 “连续 的 ”. 如 果 我 们 从 0 到 1 沿 着 线段 连续 地 移动 ， 
则 正方 形 上 相对 应 的 点 将 不 形成 一 连续 曲线 ,而 是 完全 无 秩序 地 出 现 . 一 
个 点 集 的 维 数 不 仅 依赖 于 集合 的 基数 ,而 且 还 依赖 于 这 些 点 在 空间 中 分 
布 的 方式 . 在 第 五 章 我 们 将 重新 回 到 这 个 问题 上 来 . 


era. 反 证 法 ? 


基数 理论 仅仅 是 一 般 集 合理 论 的 一 个 方面 . 这 个 集合 理论 是 康 
托 不 顾 当 时 某 些 最 卓越 的 数学 家 的 严厉 批评 而 创立 的 . 其 中 许多 批 
评 者 ,例如 克隆 尼克 和 庞 加 菜 (Poincare) ,反对 使 * 集 ”的 一 般 概念 仿 
糊 不 清和 定义 某 些 集合 时 所 用 的 非 构造 性 的 推理 方法 . 

对 非 构造 性 的 推理 方法 的 异议 可 以 归结 为 ,所 谓 真 正 的 反 证 法 
究竟 是 什么 ? 反 证 法 本 身 是 一 种 人 们 熟知 的 数学 推理 方法 .为 了 证 
明 一 个 命题 A 是 真 的 ,我 们 先 作 一 个 尝试 性 的 假定 ,认为 同 A 相反 
的 命题 A 为 真 . 然后 用 一 系列 的 推理 得 出 一 个 与 A' 相 矛盾 的 结论 ， 
从 而 证 实 了 A RA. 于 是 在 “ 排 中 律 ” 这 个 基本 逻辑 法 则 的 基础 
上 ,由 ARENT A 的 正确 . 

在 整个 这 本 书 中 ,我们 会 遇 到 许多 例子 ,在 那里 反 证 法 可 以 容易 
地 改换 为 直接 证 明 方法 . 但 是 反 证 法 往往 比较 简捷 ,而 且 可 以 避免 对 


QD ”本 书 中 凡是 提 到 “ 反 证 法 ”一 词 ,直译 应 是 “间接 证 法 ”(indirect proof). 一 一 译注 
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直接 目标 来 说 是 不 必要 的 一 些 细节 . 然而 ,有 一 些 定理 ,至 今 除 了 反 
证 法 以 外 还 不 可 能 给 出 其 他 的 证 明 . 甚至 有 这 样 的 定理 , 它 可 以 用 反 
证 法 加 以 证 明 ,但 是 由 于 这 个 定理 本 身 的 特点 ,即使 在 原则 上 也 不 可 
能 给 出 直接 的 构造 性 的 证 明 . 例如 在 第 95 页 的 定理 就 是 如 此 . 在 数 
学 历史 上 曾 有 这 样 的 不 同时 期 , 当 数学 家 为 了 表明 某 个 问题 的 可 解 
性 而 致力 于 直接 构造 这 解 时 , 另 有 一 些 人 则 用 反 证 法 给 出 非 构造 性 
的 证 明 而 绕 过 构造 的 任务 . 

通过 构造 某 种 类 型 的 对 象 的 具体 例子 来 证 明 该 对 象 的 存在 ,和 
说 明 如 果 不 存在 将 导致 矛盾 ,这 二 者 之 间 是 有 本 质 差别 的 . 在 第 一 种 
情况 ,我 们 有 一 个 实在 的 对 象 ,而 在 第 二 种 情况 ,我 们 有 的 仅仅 是 一 
个 矛盾 . 最 近 有 一 些 卓越 的 数学 家 鼓吹 从 数学 中 完全 排除 所 有 非 构 
造 性 的 证 明 . 即使 我 们 愿意 采用 这 样 的 方案 ,但 在 目前 ,将 是 极为 复 
杂 的 ,甚至 会 部 分 地 破坏 富有 生命 力 的 数学 整体 . 由 于 这 个 原因 , 毫 
不 足 怪 ,采用 这 个 方案 的 “直觉 主义 ”学 派 遇 到 了 强大 的 阻力 ,即使 最 
彻底 的 直觉 主义 者 也 不 能 总 是 履行 他 们 的 信条 . 


5. 有 关 无 限 的 悖 论 


虽然 直觉 主义 者 的 那 种 不 妥协 的 立场 对 大 多 数 数学 家 来 说 是 太 
极端 了 ,但 是 当 美 妙 的 无 限 集 理 论 中 出 现 了 一 些 逻 辑 上 明显 的 悖 论 
时 , 集 论 受到 了 严重 的 威胁 . 人 们 很 快 就 发 现 , 毫 无 约束 地 滥用“ 集 
合 ” 的 概念 必然 引出 矛盾 . 有 一 个 由 罗素 (R. Russell) 揭 示 出 的 悖 论 
可 叙述 如 下 , 大 多 数 集 合 不 包含 它 自身 作为 元 素 . 例如 ,全 体 整 数 集 
A 只 包含 数 为 元 素 ;A 本 身 ,不 是 一 个 整数 ,而 是 一 个 整数 集 ,A 并 不 
包含 它 自身 为 元 素 . 这 样 的 集 我 们 可 以 称 之 为 “普通 的 ”. 有 许多 集 可 
能 包含 它 自身 为 元 素 , 例 如 集 S 定 义 如 下 :“ 凡 是 可 以 用 不 超过 三 十 
个 字 来 定义 的 集合 是 S 的 元 素 . "2 可 以 看 到 ,S 是 包含 了 它 自 身 为 


O 由 于 英文 和 中 文 的 不 同 , 翻 译 时 把 原文 字数 二 十 改 为 “三 十 ” 一 一 译注 
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一 元 素 的 . 这 样 的 集 我 们 可 以 称 之 为 “ 非 普 通 集 ”. 但 无 论 如 何 , 多 数 
集 将 是 普通 的 . 为 了 排除 “ 非 普 通 ” 集 的 反常 状态 ,我 们 可 以 只 着 眼 
于 所 有 普通 集 组 成 的 集 , 称 它 为 C. 集合 C 的 每 一 个 元 素 本 身 是 一 
个 集合 ,而 且 事 实 上 是 一 个 普通 集 . 现在 产生 了 一 个 问题 : C 本 身 
是 普通 集 还 是 非 普 通 集 ? 它 必须 是 这 二 者 之 一 . 如 果 C 是 普通 集 ， 
由 于 C 定 义 为 包含 所 有 普通 集 , 它 包 含 了 它 本 身 作为 一 个 元 素 . 这 
样 的 话 ,C 必须 是 非 普 通 集 ,因为 非 普 通 集 是 那些 包含 了 它 本 身 为 
元 素 的 集 . 这 是 一 个 矛盾 . 因此 C 必须 是 非 普 通 集 . 但 这 时 C 包 含 
了 一 个 非 普 通 集 ( 即 C 本身 ) 为 其 元 素 ,这 与 C 只 包含 普通 集 的 定 
义 相 矛盾 . 因此 ,无 论 哪 一 种 情形 ,仅仅 是 C 的 存在 ,就 已 经 使 我 们 
BAA IE. 


6. 数学 的 基础 


像 这 样 的 一 些 悖 论 , 让 罗素 和 其 他 一 些 人 系统 地 研究 数学 和 逻 
辑 的 基础 . 他 们 努力 的 最 终 目标 是 ,为 数学 推理 提供 逻辑 基础 ,使 得 
能 避免 可 能 出 现 的 矛盾 ,而 且 仍 然 包 括 被 所 有 (或 某 些 ?数学 家 认为 
是 重要 的 一 切 东 西 . 虽然 ,这 宏大 的 目标 至 今 没 有 达到 ,而且 可 能 永 
远 不 会 达到 ,然而 数理 逻辑 这 门 学 科 却 已 吸引 了 日 益 增 多 的 研究 者 
的 注意 . 在 这 领域 中 有 许多 问题 能 用 很 简单 的 话 来 叙述 ,但 却 很 难 解 
决 .我 们 举 出 连续 统 假设 为 例 . 这 个 假设 是 : 没有 一 个 集合 , 它 的 基 
数 大 于 整数 集 的 基数 而 小 于 实数 集 的 基数 . 许多 有 趣 的 结果 能 从 这 
个 假设 推出 ,但 至 今 它 却 没有 得 到 证 明 也 没有 被 否定 ,尽管 最 近 哥 德 
尔 (K. Gadel) 证 明了 ,如 果 在 集合 论 基础 上 的 通常 的 公理 是 相 容 的 ， 
则 加 上 连续 统 假设 而 得 到 的 扩大 的 公理 体系 也 是 相 容 的 . 这 种 问题 
最 终归 结 为 数学 的 存在 意味 着 什么 这 样 一 个 问题 . 幸运 的 是 ,数学 的 
存在 并 不 取决 于 对 这 个 问题 能 否 作出 令 人 满意 的 回答 . 以 伟大 的 
数学 家 希 尔 伯 特 (Hilbert) 为 首 的 “形式 主义 ”学 派 断 言 , 在 数学 中 ， 
“存在 ”的 意义 简单 说 来 就 是 “没有 巴 插 ”. 因此 需要 建立 这 样 一 组 
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公理 ,从 它们 出 发 ,能 纯 形式 地 推导 出 数学 的 一 切 , 并 且 证 明 这 组 
公理 不 导致 矛盾 . 哥 德 尔 和 其 他 人 最 近 的 结果 似乎 表明 ,这 个 至 少 
当初 为 希 尔 伯 特 所 相信 的 方案 是 不 能 实现 的 . 具有 重要 意义 的 是 ， 
希 尔 伯 特 关于 数学 的 形式 化 结构 的 理论 ,本 质 上 是 基于 直观 方法 
的 . 即使 在 最 纯粹 的 形式 推导 、 人 逻辑 推理 或 公理 化 方面 ,构造 性 直 
观 总 是 以 这 种 或 那 种 方式 ,或 明 或 暗 地 作为 最 活跃 的 因素 在 数学 
中 起 着 作用 . 


$5 a K 
FI. 复数 的 起 源 


有 许多 原因 使 得 数 的 概念 必须 越 出 实数 连续 统 而 引进 所 谓 复 
数 . 人 们 必须 认识 到 ,在 数学 发 展 史上 ,在 数学 思想 的 发 展 过 程 中 ,所 
有 这 种 推广 和 新 的 发 明 决 不 是 个 别人 努力 的 结果 . 它们 是 具有 继承 
性 的 逐步 演化 的 过 程 的 产物 ,而 不 能 把 主要 功劳 归于 某 个 人 . 为 了 便 
于 作 形 式 计算 ,需要 用 到 负数 和 有 理 数 . 它们 并 不 像 自然 数 那样 直观 
和 具体 ,直到 中 世纪 未 ,数学 家 们 在 用 到 这 些 概念 时 才 开 始 失去 不 舒 
适 的 感觉 . 直到 十 九 世纪 中 叶 , 数 学 家 们 才 完 全 认识 到 ,在 一 个 扩充 
的 数 域 中 的 运算 ,其 逻辑 和 哲学 基础 本 质 上 是 形式 主义 的 ;这 扩充 的 
数 域 必须 通过 定义 来 创造 ,这 些 定义 是 随意 的 . 但 是 ,如 果 不 能 在 更 
大 的 范围 内 保持 在 原来 范围 内 通行 的 规则 和 性 质 , 它 是 毫 无 用 处 的 . 
这 些 扩 充 有 时 可 以 和 “实际 ”对 象 相 联系 ,通过 这 种 方式 为 新 的 应 用 
提供 工具 ,这 是 最 重要 的 ,但 是 这 只 能 提供 一 种 动力 而 不 是 扩充 的 合 
理性 的 逻辑 证 明 . 

最 早 要 求 应 用 复数 是 为 了 解 二 次 方程 . 我 们 回忆 一 下 线性 方程 


ar 一 6 的 概念, 这 里 要 确定 的 是 未 知 量 x. 方程 的 解 是 z 一 2 如 果 
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要 求 每 一 个 带 有 整数 系数 a 关 0 和 5 的 线性 方程 有 解 , 必 须 引进 有 理 
数 . 像 

atz (1) 
这 样 的 方程 ,在 有 理 数 域内 不 存在 解 <. 这 促使 我 们 构造 一 个 更 广 的 
实数 域 ,使 得 在 这 个 域 中 有 解 . 然而 即使 实数 域 也 没 能 足以 提供 二 次 
方程 的 完整 理论 . 像 

=—1l (2) 


这 样 一 个 简单 的 方程 没有 实数 解 ,因为 任意 实数 的 平方 不 可 能 是 
负 的 . 
我 们 或 者 满足 于 宣称 这 个 简单 的 方程 不 可 解 ,或 者 按照 我 们 
所 熟悉 的 扩充 数 的 概念 的 途径 引进 使 得 这 个 方程 可 解 的 数 . 当 我 
们 用 定义 = 一 1 引进 新 的 符号 i 时 , 正 是 这 样 做 的 . 当然 ,对 于 把 
数 作为 计数 手段 这 样 的 概念 来 说 ,这 个 符号 i 是 “ 虚 单 位 ”, 是 不 起 
作用 的 . 这 纯粹 是 一 个 符号 , 它 服从 于 基本 规则 YY = 一 1, 而 其 价值 
将 完全 取决 于 究竟 这 个 引进 是 否 真正 有 用 以 及 数 系 的 这 个 扩充 能 
不 能 实现 . 
由 于 我 们 希望 对 符号 i 能 像 对 普通 实数 那样 进行 加 、 乘 ,我 们 自 
SRR EWR 2i, 3i, —i, 2 十 5i 这 样 的 符号 ,或 更 一 般 地 ,十 所 这 样 
的 符号 ,这 里 a Mo 是 任意 两 个 实数 . 如 果 这 些 符 号 服从 熟知 的 加 法 
和 乘法 的 交换 律 .结合 律 和 分 配 律 , 则 有 ,例如 ， 
(2 十 3D 十 (1 十 4 一 (2 十 D) 十 (3 十 4)i 
= 3 十 7i， 
(2 十 3D(1 十 4 = 2 十 8i 十 3i 十 12i 
= (2-12) + (843)i 
=—10+ 11i 
沿 着 这 条 思路 ,我们 通过 如 下 定义 作 系统 地 推广 : 一 个 形 如 a 
十 所 的 符号 ,其 中 a 和 5 是 任意 两 个 实数 , 称 为 带 有 实 部 a 和 虚 部 
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5 的 复数 . 在 这 些 符 号 的 加 法 和 乘法 运算 中 ,除了 让 总 是 用 一 1 来 
代替 以 外 ,将 把 i 看 成 和 一 个 普通 实数 一 样 . 更 确切 地 说 ,我 们 
用 规则 

(ea 十 bi 十 (c 十 diD 一 (ae 十 c) 十 (十 ci 

(a 十 bi)(c 十 di) = (ac —bd) + (ad +bc)i 
来 定义 复数 的 加 法 和 乘法 . 特别 的 ,我们 有 

(a+bi)(a—bi) = a’ —abi+abi— P? =a’ +b. (4) 

在 这 些 定义 的 基础 上 ,容易 验证 交换 律 .结合 律 和 分 配 律 对 复数 成 
立 . 而 且 不 仅 两 个 复数 相 加 和 相 乘 ,就 是 相 减 和 相 除 ,也 仍然 得 出 一 
个 形 如 a 十 6i 的 数 ,从 而 使 得 复数 形成 一 个 域 ( 见 第 68~69 页 ): 

(a+bi) —(c+di) 一 (za 一 c) 十 (一 di 


atbi_ (a+bi)(—di) 
c 十 di (c+di)(c—di) 


(和 人 + (各 © 


(第 二 个 等 式 当 c 十 di = 0 十 0i 时 无 意义 ,因为 这 时 必 十 d? = 0, 我 
们 仍 必须 排除 用 零 即 0 十 0i 作 除 数 ). 例如 
(243i) —(1+4i) 一 1 一 i 


2 十 31 _ 2 十 3i , 1 一 4i 
144i 1+4 1—4i 


_ 2 一 8i 十 3i 十 12 
= 1+ 16 


复数 域 包含 实数 域 为 其 子 域 . 因为 我 们 把 复数 a 十 0i 看 成 和 实 
Ha 一样. 男 一 方面 , 形 如 0 十 bi = bi 的 复数 称 为 纯 虚 数 . 


习题 : 1) se POLIS 855 ati 的 形式 ， 
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2) w(i) sem atti HER. 


Leit i 1 (45)? = — ; 
3) ÆI Dp P? CAd’ Gasp? RBA at bi 


的 形式 . 
4) 计算 VFI GER: 记 V5 十 12i = zx 十 yi 平方 ,然后 使 实 部 等 
于 实 部 , 虚 部 等 于 虚 部 ). 
通过 引进 符号 i, 我 们 把 实数 域 扩充 到 符号 a 十 bi 的 域 ,在 这 域 
中 ,特殊 的 二 次 方程 


eal 


有 两 个 解 x = i, z = 一 i. 因为 按 定 义 i*i 一 (一 D( 一 D =? =—-1. 
实际 上 ,我 们 得 到 的 比 这 更 多 . 现在 容易 验证 每 一 个 二 次 方程 都 有 
解 ,这 种 方程 可 写成 


ax?’ +br+c=0 (6) 
的 形式 . 从 (6) 我 们 有 
b ee 本 a ë 
vetoes a’ + iT tia ia? 


2 : FO Peck 
(z+ 起) =2 fac pyb Eb 4ac 


4a? 2a 2a 


— bvb — 4ac 
2a x (7) 


z= 


PACE MER b — 4ac > 0, 则 VF 一 4ac 是 一 个 普通 实数 ,而 解 (7) 是 实 
数 ,如 果 忆 一 4ac 二 0, 则 4ac — VP > 0 BA VP ia = 
V- Cac — b) = /4ac 一 Bi, 从 而 解 (7) 是 复数 . 例如 方程 

Zz 一 5r+6=0 
的 解 是 
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Pe SAVB—A) St] 一 2 或 3. 


而 方程 
æ —2r+2=0 


的 解 是 


Gavda 2zi 1 十 i 或 1 


i 


2. 复数 的 几何 解释 


为 了 解 所 有 的 二 次 和 三 次 方程 , 早 在 十 六 世纪 数学 家 就 不 得 不 
引进 负数 的 平方 根 的 表达 式 . 但 是 他 们 对 解释 这 些 表 达 式 的 确切 意 
义 感到 困惑 不 安 , 怀 着 迷信 的 敬 旦 感 来 看 待 它们 “虚数 ?这 个 词 说 明 
了 这 个 表达 式 曾 被 认为 是 有 某 些 虚 构 和 不 实际 的 东西 . 终于 在 十 九 
世纪 初 , 当 这 些 数 的 重要 性 在 许多 数学 分 支 中 已 变 得 明显 时 ,复数 运 
算 有 了 一 个 简单 的 几何 解释 . 这 消除 了 人 们 对 复数 的 合理 性 的 长 期 
疑虑 . 当然 ,从 近代 的 观点 来 看 并 不 是 一 定 要 有 这 样 的 解释 . 复数 形 
式 计算 的 合理 性 ,可 以 由 加 法 和 乘法 的 形式 定义 直接 推出 . 但 是 ,大 
约 同时 由 维 赛 尔 (Wessel, 1745 ~ 1818) , Bal AR 4 (Argand, 1768 ~ 
1822) 和 高 斯 给 出 的 这 个 几何 解释 ,使 得 这 些 运算 从 直观 的 角度 来 看 
似乎 更 为 自然 ,这 也 是 使 复数 在 数学 和 物理 中 得 到 应 用 的 极为 重要 
的 原因 . 

这 个 几何 解释 就 是 把 复数 z = z 十 yi 简单 地 用 平面 上 带 有 直角 
AR c, y 的 点 来 代表 . z 的 实 部 是 它 的 z 坐标 , 虚 部 是 它 的 y 坐标 . 
因而 在 复数 和 “ 数 平面 "上 的 点 之 间 确 立 了 一 个 对 应 ,就 像 X2 在 直 
线 , 即 数 轴 上 的 点 和 实数 之 间 建 立 对 应 一 样 . 数 平面 工 轴 上 的 点 对 
应 于 实数 = = 2+ 0i, 而 y 轴 上 的 点 对 应 于 纯 虚 数 z 二 0 十 vi. 若 


z 一 工 十 yi 


为 任 一 复数 , 则 称 复数 
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Z=2x-yi 
WA z WRR. 在 数 平面 上 用 点 = KF x 轴 的 镜面 反射 来 表示 z. 如 果 
我 们 用 Pp 表 示 从 原点 到 点 z 的 距离 , 则 由 勾 股 定理 得 知 
P=Hr+y = (r+ (ry) = 2% 
实数 p 二 Vz 十 六 称 为 z 的 模 , 记 作 
p=|zi. 
WR = 在 实 轴 上 , 它 的 模 就 是 它 通常 的 
绝对 值 . 模 1 的 复数 在 以 原点 为 圆心 ,1 
为 半径 的 “单位 圆 ”上 . 
车 |z|1=0, 则 z= 0. 这 是 因为 |z| 
图 22 复数 的 几何 表示 的 定义 就 是 z 到 原点 的 距离 . 再 则 ,两 个 
FERAL 。 复数 的 彻 积 的 模 等 于 它们 模 的 乘积 ; 
| ze ze |=| zi Je] 2 |. 
这 将 由 第 110 页 要 证 明 的 一 个 更 为 一 般 的 定理 推出 . 


习题 ; 1) 从 两 个 复数 = = n Hyi zz =r 十 yei 的 乘积 定义 直接 
证 明 上 述 定理 . 
2) 从 两 个 实数 的 乘积 等 于 0 必须 而 且 只 须 有 一 个 因子 是 0 这 个 事实 
出 发 ,对 复数 证 明 相 应 的 定理 (提示 : 用 刚才 令 述 过 的 两 个 定理 ). 
z =a + yi Mz, = 2 + yi 二 复数 相 加 的 定义 ,我 们 有 
zi +z = (Xl 十 ZT) 十 (yi 十 yi 
因此 在 数 平面 上 点 zi 十 zz 可 以 表示 为 以 O, z, 2 为 三 个 顶点 的 平 
行 四 边 形 的 第 四 个 顶点 . 两 个 复数 的 和 的 这 个 简单 几何 结构 在 许多 
应 用 中 非常 重要 . 由 此 我 们 可 以 推出 一 个 重要 结论 : 两 个 复数 的 和 
的 模 不 超过 它们 模 的 和 (和 第 70 页 比较 ) : 
[zr tz [S| z [+ z |. 


这 是 由 三 角形 的 任 一 边 长 不 超过 其 他 二 边 长 之 和 这 个 事实 推出 
| 
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来 的 . 
习题 : 何 时 等 式 | = He j=l = | 十 | zz | RE? 
工 轴 的 正 向 和 Oz 直线 间 的 交角 称 为 z 的 幅 角 , 记 为 p 22). z 
的 模 和 z 的 模 相 等 ， 
1z|=|z1|, 
但 是 三 的 幅 角 是 x 的 幅 角 的 负 值 ， 
p =e. 
当然 = 的 幅 角 不 是 唯一 确定 的 , 因 
为 一 个 角 加 上 或 减 去 360" 的 任 一 F 
BA RE E A Se Sn E en TEREA 
P, p+360°, p+720°, p+1080°, =, 
g— 360°, p— 720°, p— 1080°, =, 
在 图 上 都 表示 同样 的 角 . 借助 模 o 和 幅 角 p BH > 可 写成 
z = z+ yi = pl(cos 9+ isin 9) (8) 
的 形式 ,因为 按照 正弦 和 余弦 的 定义 ( 见 第 284 WA 
x = pcos P, y 一 psin Q. 
例如 ,对 z=i, o= 1, p= 90°, Æ i= 1(cos 90° +isin 90°); 对 
z=1+i, p=V2, p= 45°, # 1 +i = V2(cos 45°+ isin 45°); X} z 
=1— i, p = /2, 9 =— 45°, 有 1 —i = V2 [cos(— 45°) + 
isin(— 45°) ]; 对 > 1+V3i, p= 2, ọ = 120", 有 一 1 十 V3i 
2(cos 120° + isin 120°). 读者 应 该 代 和 三角 函数 的 值 来 核实 这 些 
命题 . 
当 两 个 复数 相 乘 时 ,三 角 表 达 式 (8) 有 很 大 好 处 . 如 果 


z = p(cos 9 十 isin p) 
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z =p (cosg +ising’), 
则 
zz’ = pp'[ (cos p cos g —singsing’) 
十 icos psin g' + sin pcos g')]. 
现在 用 正弦 和 余弦 的 基本 加 法 定理 : 
cospcosg —singsing’ = cos(g+¢’), 
cospsing +singcosg = sin(g+9), 
有 zz’ = pp'[cos(g+¢’) +isin(g+ g')]. (9) 
这 是 模 为 o WAA 8 十 gf 的 复数 的 
三 角 表 示 式 . 换 句 话说 ,两 个 复数 相 
乘 ,就 是 把 它们 的 模 相 乘 而 把 它们 的 
幅 角 相 加 (图 24). 因此 我 们 看 到 复数 
的 乘法 有 时 是 通过 旋转 来 实现 的 . 为 
确切 起 见 , 我 们 把 从 原点 指向 点 = 的 
z ee 有 向 线段 称 为 向 量 z, 则 p= 二 | =| BE 
24 两 相 乘 , 幅 角 jy Rs << 
sain BORE WEE. 设 * 是 单位 加 上 的 个 数 ， 
WE = 1. RHH z Re 就 是 简单 
地 把 向 量 x 旋转 一 个 角 9 . 如 果 Pp’ A 1, 则 在 旋转 之 后 ,向 量 的 长 度 
要 乘 以 p'. 读 者 可 以 用 z = (旋转 90°), zs =—i ( 沿 相反 方向 旋转 
90°), zs = 1 十 i, xz = 1 一 i 去 乘 各 种 数 来 说 明 这 个 事实 . 
Wea 2’ 时 , 公式 (9) 有 一 个 特别 重要 的 结果 ,因为 这 时 我 们 有 
xz? 一 p° (cos 29+ isin 29). 
再 用 xz 去 乘 这 个 结果 ,我 们 得 到 
z= p’(cos 39 十 isin 39). 
照 此 一 直 进 行 下 去 得 
z"= p"(cos ng + isin nọ), (10) 
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其 中 为 任意 整数 . 特别 如 果 z 是 单位 圆 上 的 点 , 即 2= 1, 我 们 得 到 
为 英国 数学 家 棣 莫 弗 (A. De Moivre,1667 一 1754) 所 发 现 的 公式 : 


(cos o+ isin p)" = cos ng + isin ng. (11) 

这 个 公式 是 初等 数学 中 最 引 人 注 目 并 且 最 有 用 的 关系 式 . 可 以 

举 个 例子 来 说 明 这 一 点 .我们 可 以 对 n = 3 应 用 这 个 公式 , 且 按 二 项 
RAR 


(zx 十 = 8+3u'v+3uv?+v', 
把 左边 展开 ,得 到 关系 式 
cos 39 十 isin 3¢ = cos? 2 一 3cos Psin? 9g 
+i(3cos’ 9 sin p— sin’ p). 
两 个 复数 之 间 的 这 样 一 个 等 式 相当 于 实数 之 间 的 一 对 等 式 . A 
为 当 两 个 复数 相等 时 , 实 部 和 虚 部 必须 同时 分 别 相等 . 因此 我 们 有 
cos 39 = cos? 9 一 3cos 9 sin’ p， 
sin39 一 3cos: ọsin p— sin? p. 
利用 关系 式 
cos’ gp 十 sin p= 1, 
最 后 我 们 得 到 
cos 3p = cos? 9 一 3cos P(1 — cos? p) 
= 4cos’ 9— 3cos p, 
sin 3g =— 4sin’ 9+ 3sin ¢. 
对 任意 容易 得 到 用 sin p 和 cos p WED BRA sin ng 和 cos np 
的 类 似 公式 . 
习题 ; 1) 找 出 sin 4p 和 cos 49 的 相应 公式 . 
2) 证 明 对 单位 圆 上 的 点 = = cos p+ isin pA = cos p— isin g. 


二 一 
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+bi 
a ABLE 1. 

D Rav zz 是 二 复数 ,证 明 zi 一 zs 的 幅 角 等 于 由 zz 到 = 的 向 量 与 
实 轴 的 夹 角 . 

D FESR 215 zs 做 成 的 三 角形 中 ,标明 复数 后 二 毕 的 幅 角 . 

6) 证 明 有 相同 幅 角 的 两 个 复数 的 比 是 实数 . 

D 证 明 : 对 四 个 复数 = ，z=: ，=: ，z ER REE SE A 
同 的 幅 角 , 则 这 四 个 数 同 在 一 个 圆 上 或 一 条 直线 上 . 反之 亦 然 

D 证 明 四 个 点 a z z zt 同 在 一 个 圆 上 或 一 条 直线 上 必须 而 且 


Zza [az 
%3— R| uR 


号 3， 棣 英 弗 公式 和 单位 根 


一 个 数 a 的 n 次 方 根 是 一 个 使 得 b” = a 的 数 b. 特别 是 数 1 有 
两 个 平方 根 1 和 一 1, 因 为 1: = (一 1)? = 1. 数 1 只 有 一 个 实 的 立方 
根 1, 但 它 却 有 四 个 四 次 方 根 ,实数 1 和 一 1, 虚 数 i 和 一 i 这 些 事实 
使 我 们 想到 ,在 复数 域 中 可 能 还 有 1 的 两 个 立方 根 ,从 而 合 起 来 共有 
三 个 . 从 棣 莫 弗 公式 立刻 可 以 说 明确 实 如 此 . 

我 们 将 看 到 在 复数 域 中 ,1 RA n 

个 不 同 的 n 次 方 根 ,它们 可 以 用 单位 贺 

a 的 一 个 内 接 正 n 边 形 的 项 点 来 表示 ， 

z 二 1 是 其 中 之 一 . 这 从 图 25 几乎 立刻 

就 看 清楚 了 ( 画 的 是 "一 12 的 情形 ). 多 
边 形 的 第 一 个 顶点 是 1. 下 一 个 是 

a= cos 3860" + is in $60", (12) 


图 25 1 的 12 次 方 根 
因为 它 的 幅 角 必须 是 周 角 360 HH) n 4} 
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之 一 .再 下 一 个 项 点 是 = 。e o, 因为 把 向 量 “旋转 360- 角 ,我 们 就 


得 到 它 . 再 下 一 个 是 吧 ,等 等 . 第 nn 步 后 ,我 们 最 终 回 到 顶点 1, 即 我 
们 有 


aek 
这 也 可 以 由 公式 (11) 导 出 ,因为 
(cos 360" | isin 360 = cos 360° + isin 360° 
n n 
=1+40i. 
可 见 a! 二 a 是 方程 x" 二 1 的 一 个 根 .对 下 一 个 顶点 2 = cos 20 十 


isin Z20 ,同样 为 真 ,这 一 点 由 
(a?)" =a” = (e) 一 1 一 1， 
或 由 棣 黄 弗 公 式 
720° 


(a?)" = cos(n . <) isin(n . 120°) 


= cos 720° + isin 720° = 1+ 0i = 1 
可 以 看 出 ,用 同样 的 方法 ,我 们 看 到 所 有 这 个 数 
la or oa! 
都 是 1 的 次 方 根 .这 指数 序列 再 往 后 ,或 利用 负 指 数 ,都 不 会 产生 
新 的 根 . AW a l 而 lla 


= a, 等 等 ,从 而 只 是 简单 重复 以 前 的 值 . 可 以 说 明 没 有 其 他 的 mn 次 
方 根 ,这 一 点 留 给 读者 做 练习 . 

WR 是 偶数 , 则 nn 边 形 有 一 个 顶点 在 点 一 1 处 ,这 同一 1 是 1 
的 nn 次 方 根 这 个 代数 事实 相符 . 

1 的 n 次 方 根 所 满足 的 方程 
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rz —1=0 (13) 
是 次 的 ,但 它 容 易 化 为 一 个 (n 一 1) 次 的 方程 . 我 们 利用 代数 公式 
l= r e r HHH (4) 


由 于 两 个 数 的 积 为 零 必 须 而 且 只 须 其 中 一 个 数 是 零 , 所 以 (14) 的 左 
边 为 零 仅 当 右边 两 个 因子 中 有 一 个 为 零 , 即 或 者 = 1, REFR 


TI 十 mm 十 mm 十 … 十 zx 十 1 一 0 (15) 
成 立 . 这 时 这 个 方程 必然 为 w, a? ,…, a”! 这 些 根 所 满足 , 它 称 为 分 
圆 ( 圆 的 分 割 ) 方 程 .例如 1 的 三 次 复 根 
a = cos 120° + isin 120° = 46- 1+iv3), 


@ 一 cos 240° + isin 240° = $e 1—iv3), 


是 方程 
好 十 z 十 1 一 0 


的 根 ,读者 通过 直接 代 人 容易 看 出 这 一 点 . 同样 地 ,1 的 五 次 方 根 , 除 
1 本 身 外 ,都 满足 方程 


attt +r =O. a6) 
为 了 作 一 个 正 五 边 形 ,我 们 必须 解 这 个 四 次 方程 .通过 简单 的 代数 广 
法 ,可 以 把 它 化 为 量 = 十 十 的 二 次 方程. 我 们 用 z 去 除 (16) 而 
且 将 各 项 重新 排列 ,得 


1 1 z 
P+atzrt+T+1=0, 


由 1S? ogy) 

于 (zt) =r +42, 我 们 得 到 方程 
w +w—1=0. 

由 第 一 小 节 公式 (7) 得 知 ,这 方程 有 根 
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aris „21⁄5 
2 > 


w 


因此 ,1 的 五 次 复 根 是 下 列 两 个 二 次 方程 的 根 ， 


r+ =at- = 0, 


z+ 一 ww 或 过 十 去 (LTV5)z+1 =0. 


读者 利用 上 面 已 经 用 过 的 公式 可 以 解 出 它们 . 
习题 : 1) 求 1 的 六 次 方 根 . 
DRAH". 
3) 求 出 VIF. VT ti, 泊 ， 王 ;的 所 有 不 同 值 . 
4) HRE. 


号 "4. 代数 基本 定理 


不 仅 每 一 个 形 如 ax? 十 bz 十 c = 0 或 形 如 zx" 一 1 = 0 的 方程 在 
复数 域 中 是 可 解 的 ,而 且 下 述 事实 也 成 立 : 每 一 个 带 有 实 或 复 系数 
HER n 次 代数 方程 

F(z) = 2 4 arat! +a,22"? 

十 … 十 az 十 ao = 0, (17) 
在 复数 域 中 有 解 . 对 三 次 、 四 次 方程 来 说 ,这 个 结论 是 在 十 六 世纪 由 塔 
ARSE AML. Tartaglia ) 、 卡 尔 坦 (Cardan) 和 其 他 一 些 人 得 出 的 ,他 们 用 本 
质 上 类 似 于 二 次 方程 的 求解 公式 (虽然 远 为 复杂 ) 来 解 这 样 的 方程 . 对 
于 五 次 和 更 高 次 的 一 般 方程 ,进行 了 几乎 二 百年 的 深入 研究 ,然而 用 
同样 方法 求解 的 所 有 努力 都 失败 了 . 年 轻 的 高 斯 在 他 的 博士 论文 中 
(1799 年 ) 成 功 地 给 出 了 解 的 存在 的 第 一 个 完整 的 证 明 时 ,这 是 一 个 巨 
大 的 成 就 ,尽管 把 用 有 理 算式 和 根 式 来 表示 小 于 五 次 的 方程 的 解 的 经 
典 公式 加 以 推广 的 问题 ,在 当时 仍然 没有 得 到 解答 ( 见 第 135 页 ). 


+16 。 什么 是 数学 


高 斯 的 定理 断言 ,对 于 任何 一 个 形 如 (17) 的 代数 方程 ,其 中 是 
一 正 整数 ,而 这 些 a 是 任意 实数 或 复数 ,至 少 存在 一 复数 & 一 “十 
di 使 
fla = 0. 
数 a 称 为 方程 (17) 的 一 个 根 . 在 第 275 页 将 给 出 这 个 定理 的 一 个 证 
明 . 现在 假定 它 成 立 , 则 我 们 能 够 证 明 人 所 共 知 的 代数 基本 定理 ( 称 
它 为 复数 系 的 基本 定理 更 为 合适 ) : 每 一 个 n 次 多 项 式 


flx) 一 妃 十 aa 十 … 十 az 十 ao， (18) 
可 以 恰好 分 解 为 n 个 因 式 的 乘积 
f(z) = (zr—a)(r—a)(r—a), (19) 


Hrpa,, 0,03,…, ou BRB, BAB f(x) =0 的 根 . 我们 举 一 个 
例子 来 说 明 这 个 定理 ,多 项 式 x' 一 1 可 以 分 解 为 
f(x) = (zx—D)(r—i)(rt+i)(rt+t+ 1). 
这 些 a 是 方程 f(x) = 0 的 根 , 这 一 点 从 因 式 分 解 (19) 来 看 是 显然 
的 ,因为 对 并 一 a,， f(x) 的 一 个 因子 等 于 零 , 从 而 f(z) 本 身 等 于 零 . 
在 某 些 情 形 , 一 个 n 次 多 项 式 f(x) 的 因子 (x 一 a)， 
(zx 一 Qz),… 不 是 各 各 不 同 的 ,例如 
f(z) = 2° — 2x41 =(2-1)(e- 1), 
只 有 一 个 根 z = 1, 它 “ 算 作 两 次 ”或 者 说 是 “二 重 的 ”. 在 任何 情况 
下 ,一 个 n 次 多 项 式 的 不 同 因 子 不 能 多 于 个 ,而 相应 的 方程 的 根 不 
MAF n+. 
为 证 明 因 式 分 解 定理 ,我 们 再 次 用 代数 等 式 


一 ak 一 ( 工 一 a) lrt art? +e’ zt 
+e tarta), (20) 
Xj a = 1 来 说 , 它 就 是 等 比 级 数 公式 . 由 于 我 们 假定 高 斯 定理 是 对 
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的 ,我 们 可 以 假设 a = a 是 方程 (17) 的 一 个 根 , 所 以 有 
F(a) = ait ania a,-2aF?+ + + aa 十 ao = 0. 
从 f(z) 中 减 去 它 并 将 各 项 重新 排列 ,我们 得 到 等 式 : 


fla) = f(x) — f(a) 
= (2"—aj) Hanmi (1 — aT) ++ +ai(a—@). 
(21) 


现在 ,由 (20), 我 们 能 从 (21) 的 每 一 项 中 提出 因子 (zx 一 wm ) ,使 得 每 一 
项 剩 下 的 因子 的 次 数 都 降 一 次 . 因此 ,将 各 项 重新 排列 ,我们 得 到 
f(a) = (x—@) g(a), 
这 里 g(z) 是 n—1 次 多 项 式 ， 
gz) = Z +b? +e +b rth. 
〈 对 我 们 的 目的 来 说 ,完全 无 需 计算 系数 br ) 现 在 我 们 可 以 对 gr) 


施 以 同样 的 办 法 ,根据 高 斯 定理 ,存在 方程 g(x) = 0 的 一 个 根 
oz， 使 得 


g(x) = (a2—-@ h(a), 


这 里 h(z) 是 一 个 n 一 2 次 多 项 式 . 用 同样 的 方式 一 共 进 行 "一 1 次 
《当然 这 句 话 仅仅 是 用 数学 归纳 法 进行 论证 的 代用 语 ), 我 们 最 后 得 
到 完全 的 分 解 


Fla) = (z 一 at)(z 一 ae)( 工 一 aa)…( 工 一 an)， (22) 


从 (22) 得 知 ,不 仅 复数 m ，as ，…，o 是 方程 (17) 的 根 ,而 且 它 
再 没有 其 他 的 根 , 因 为 如 果 y 是 方程 (17) 的 一 个 根 , 则 由 (22) 有 
JO) = (y—a)(y—a)(y—a) = 0. 
我 们 从 第 108 页 已 经 看 到 ,复数 的 乘积 等 于 零 必须 而 且 只 须 其 中 一 
个 因子 等 于 零 . 因此 必 有 一 个 因子 (y 一 a,) 等 于 零 , 即 y 必须 等 于 a,， 
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这 正 是 要 证 明 的 . 


$6 代数 数 和 超越 数 
Hl. 定义 和 存在 性 
任意 一 个 数 z, 不 论 是 实数 还 是 复数 ,如 果 满 足 某 个 形 如 
anz" Hana"? 十 … 十 az 十 ao 一 0 
Ml, an 天 0) a) 


的 代数 方程 ,其 中 ax 是 整数 ,这 个 数 就 是 一 个 代数 数 . 例如 V2 是 一 
个 代数 数 ,因为 它 满足 方程 


r—2=0. 


类 似 地 ,一 个 三 次 .四 次 ,五 次 或 任意 高 次 的 整 系数 方程 的 任意 一 个 
根 是 代数 数 ,不 论 这 个 根 能 否 用 根 式 表示 . 代数 数 的 概念 是 有 理 数 的 
自然 推广 ,有 理 数 就 是 n = 1 时 的 特殊 情况 . 

并 不 是 每 个 实数 都 是 代数 数 . 康 托 证 明了 , 全体 代数 数 是 可 数 
的 ,又 因为 实数 是 不 可 数 的 ,因此 必定 存在 不 是 代数 数 的 实数 . 

说 明代 数 数 的 集合 为 可 数 的 方法 如 下 : 对 每 一 个 形 如 (1) 的 方 
程 ,指定 正 整数 


h=| a | 十 | ana |+ +] ai |+] ao [+n 


为 它 的 “高 ” 对 每 一 个 固定 的 值 h, 仅 有 有 限 个 形 如 (1) 的 方程 的 高 
Ah. 这些 方程 中 的 每 一 个 至 多 及 个 不 同 的 根 ,因此 高 为 h 的 方程 
只 能 有 有 限 个 代数 数 . 我 们 能 把 所 有 代数 数 排 成 一 个 序列 ,开始 是 那 
些 高 为 1 的 ,然后 取 高 为 2 的 ,等 等 . 

有 了 代数 数 是 可 数 的 这 一 证 明 ,就 保证 了 不 是 代数 数 的 实数 是 
存在 的 ,这 样 的 数 称 为 超越 数 ,因为 ,正如 欧 拉 所 说 的 ,它们 “超越 了 
代数 方法 的 能 力 之 外 ”. 
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康 托 关 于 超越 数 存在 的 证 明 , 很 难说 是 构造 性 的 . 在 理论 上 ,把 
代数 方程 的 根 的 十 进位 小 数 表达 式 列 成 表 , 对 它 采 用 康 托 的 对 角 线 
方法 ,就 可 以 构造 一 个 超越 数 . 但 是 这 个 方法 是 很 不 实际 的 ,以 致 我 
们 不 论 用 十 进 制 或 者 其 他 形式 的 小 数 , 都 无 法 把 那个 数 的 表达 式 真 
正 写 出 来 . 况且 关于 超越 数 , 人 们 最 感 兴趣 的 问题 是 证 明 某 些 特定 的 
数 ,例如 x 和 e, 确 实 是 超越 数 (x 和 e 将 在 第 307 页 和 第 305 页 加 以 
定义 ). 


号 ”2。 柳 维尔 定理 和 超越 数 的 构造 


HIRI. Liouville，1809 一 1882) 在 康 托 之 前 给 出 了 一 个 关于 
超越 数 存在 的 证 明 . 柳 维尔 的 证 明 实际 上 是 可 以 造 出 这 样 的 数 来 的 . 
与 康 托 的 证 明 相 比 ,有 些 地 方 它 是 更 困难 的 ,而 且 , 同 仅仅 是 存在 性 
的 证 明 来 比较 的 话 , 它 算 最 构造 性 的 了 . 这 里 给 出 的 证 明 仅仅 是 针对 
那些 程度 较 高 的 读者 的 ,虽然 并 不 需要 用 到 中 学 数学 以 外 的 知识 . 

柳 维尔 说 明了 无 理 代 数 数 是 那些 不 能 用 有 理 数 以 很 高 的 精确 度 
来 允 近 的 数 ,除非 用 以 通 近 的 分 数 的 分 母 很 大 . 

假设 数 = 满足 整 系数 代数 方程 

f(a) = a tair tar +e tax" = 0 (a, #0), (2) 
但 不 满足 次 数 更 低 的 整 系数 方程 ,这 时 就 称 = 为 一 个 n 次 代数 数 . 例 
如 V2 是 一 个 二 次 代数 数 ,因为 它 满足 方程 x? 一 2 =0, 而 不 满足 一 
次 方程 ; = = JZ 是 三 次 的 ,因为 它 满足 方程 2 一 2 = 0, 而 在 第 三 章 
我 们 将 看 到 它 不 满足 次 数 更 低 的 方程 . 任何 次 数 为 > 1 的 代数 数 


不 可 能 是 有 理 数 ,因为 有 理 数 上 满足 次 方程 qz 一 p 二 0. 现在 每 


个 无 理 数 = 都 能 以 我 们 所 希望 的 任何 精确 度 用 一 个 有 理 数 逼近 ;这 
意味 着 ,我 们 能 找 出 一 系列 分 母 越 来 越 大 的 有 理 数列 


bi be. 
sarr 
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Bee 
qr 


柳 维尔 定理 断言 ,对 次 数 为 n>> 1 的 任意 代数 数 © REE 
精确 度 必然 达 不 到 -5 , 即 不 等 式 


-一 引 > 点 ， (3) 


对 充分 大 的 分 母 9, 必 然 成 立 . 
现在 我 们 来 证 明 这 个 定理 . 但 是 ,我 们 首先 要 说 明 如 何 应 用 这 个 
定理 来 构造 超越 数 . 我 们 取 数 
z 一 Qt。1072 十 aa。102 +a; $ 10%! 十 … 
Fan © 107 + amy .IO 十 … 
= 0. a1a,000a;00000000000000000a, 0000000---, 
(关于 符号 n! 的 定义 见 第 25 页 ). 这 里 a; 是 从 1 到 9 的 任意 数码 
(例如 ,我 们 可 以 取 所 有 a; 都 等 于 1). 这 样 一 个 数 ,其 特点 是 由 单个 
的 非 零 数码 隔 开 着 的 一 串 数 目 增长 很 快 的 零 . 在 z 的 展 式 中 若 只 取 
到 av，10 ”这 一 项 为 止 , 我 们 把 这 样 取 的 有 限 十 进位 小 数 记 为 
zm; 则 
| z—2m |< 10 o 10°"! (4) 


Ben 次 代数 数 , 则 在 (3) 中 令 2 =e = oe 推出 对 充分 大 
的 m 有 
| 2<—Zm |> joma: 


把 此 式 和 (4) 合 在 一 起 ,我 们 有 


1 10 1 
[oem < ToD! = Jomm?’ 
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所 以 (x 十 Dm! > (m 十 D1 一 1 对 充分 大 的 mm 成 立 .但 此 式 对 于 大 
F n BEX m 值 都 是 不 对 的 (对 此 读者 应 详细 加 以 证 明 ). 这 样 ,就 
产生 了 矛盾 . 因此 = 是 超越 数 . 
剩 下 的 问题 是 证 明 柳 维 尔 定理 . 假设 z 是 一 个 满足 (1) 的 次 数 为 
n> 1 的 代数 数 , 使 得 
f(z) = 0. (5) 


Ben = 如 为 有理数 序 列 且 *。 > z 则 
Fam) = fem) — f(z) 
= ai (Za — 2) +a (h — 2?) +o +a, (z4— 2"), 


用 (zw 一 z) 除 这 等 式 的 两 边 ,再 利用 代数 公式 


u"—v" = yr puupuu yi peep uv"? +, 


我 们 得 到 


Lee = ay +2 (2m +2) + as lzm + Mme +2") 


fea (ember pen), (6) 
由 于 en 趋向 于 极限 =, 则 对 充分 大 的 m, CA = 的 差 将 小 于 1. 因此 
对 充分 大 的 m, 我 们 能 写 出 如 下 的 粗略 估计 : 
fie) 


Zma Z 


<| a |+2 |a | Q z|+D +3 |a | (2/41)? 


+n | a | Q z |+D™ = M, (7) 
M 是 一 个 固定 数 ,因为 在 我 们 的 推理 中 z 是 固定 的 . 如 果 我 们 现在 
把 mm 取得 如 此 之 大 ,使 得 zm = = PHD gn 大 于 M, 则 


Jems, [> Lees Lf, (8) 
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为 简洁 起 见 , 我 们 用 p 表示 Ps BAR ms WA 


ag tag p+: tap" 
q" s 


| f(zm) | (9) 


现在 ,有 理 数 x, = 不 可 能 是 (zx) = 0 的 根 ,因为 如 果 它 是 的 话 ， 


我 们 就 能 从 f(z) 中 消去 因子 (zx 一 z,) ,这 时 z 将 满足 一 个 次 数 低 于 
n 的 方程 .因此 有 fem) £0. 但 (9) 的 右 端的 分 子 是 一 个 整数 ,所 以 
它 至 少 必须 等 于 1. 因而 从 (8) 和 (9) ,我 们 有 


(10) 


定理 得 证 . 

近 几 十 年 间 , 研 究 用 有 理 数 逼近 代数 数 的 可 能 性 的 问题 有 了 更 
进一步 的 发 展 . 例如 ,挪威 数学 家 图 埃 (A，Thue)(1863 一 1922) 证 明 
了 在 柳 维尔 不 等 式 (3) 中 指数 "十 1 可 以 用 (至 ) 十 1 代替 . 后 来 西 格 
尔 (C，L。，Siegel) 给 出 了 一 个 更 强 的 结果 ,对 充分 大 的 n 来 说 ,对 指 
数 2Vn, 不 等 式 成 立 . 

超越 数 的 问题 向 来 是 使 数学 家 着 迷 的 . 但 直到 最 近 , 那 些 本 身 很 
有 趣 的 数 中 ,只 有 很 少 几 个 能 被 证 明 是 超越 数 . (在 第 三 章 我 们 将 讨 
论 < 的 超越 性 质 , 由 此 导出 用 圆规 和 直 尺 作 一 个 面积 等 于 圆 的 正方 
形 是 不 可 能 的 . )1900 年 ,在 巴黎 的 国际 数学 会 上 , 希 尔 伯 特 在 一 个 
著名 的 演讲 中 ,提出 了 23 个 数学 问题 ,它们 都 是 易于 叙述 的 ,有 些 用 
初等 和 普通 的 语言 就 可 以 叙述 ,但 是 都 还 没有 得 到 解决 . 而 且 看 来 用 
当时 已 有 的 数学 方法 一 时 还 无 法 接近 它们 . 这 些 “ 希 尔 伯 特 问题 ”为 
后 期 数学 的 发 展 提出 了 挑战 . 到 目前 为 止 ,这 些 问 题 几乎 全 都 解决 
了 ,而 且 它 们 的 解决 往往 意味 着 数学 在 观点 上 和 一 般 方 法 上 获得 
了 一 定 的 进步 . 其 中 有 一 个 似乎 是 最 没有 希望 的 问题 ,就 是 要 证 明 


2⁄7 
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是 超越 数 ,或 甚至 于 只 要 证 明 它 是 无 理 数 . 几乎 三 十 年 内 ,稍微 有 一 
点 可 望 攻克 这 问题 的 想法 都 不 存在 . 终于 , 西 格 尔 和 年 轻 的 苏联 入 盖 
尔 芳 特 (A. Gelfond) 独 立地 发 现 了 一 些 新 方法 来 证 明 数 学 上 许多 重 
要 的 数 的 超越 性 质 ,其 中 包括 希 尔 伯 特 数 2 站 和 更 为 一 般 的 任意 数 
a! AXE a 是 0 和 1 以 外 的 代数 数 ,而 6 是 任意 无 理 代数 数 . 


第 2 章 补充 
集合 代数 


1. 一 般 理 论 


由 对 象 组 成 的 类 或 集 的 概念 是 数学 中 最 基本 的 概念 之 一 . 集 是 
用 任意 一 种 性 质 或 属性 之 来 定义 的 ,这 种 属性 对 我 们 所 考虑 的 每 个 
对 象 来 说 ,或 者 具备 ,或 者 不 具备 ,二 者 必 居 其 一 . 具备 这 个 性 质 的 对 
象形 成 了 一 个 相应 的 集 A. 例如 ,我 们 若 考虑 整数 ,而 性 质 Y 指 的 是 
素数 , 则 相应 的 集 A 是 全 体 素数 集 2, 3, 5, 7,…. 

集 的 数学 研究 是 基于 这 样 的 事实 : 一 些 集 通 过 某 些 运算 可 以 形 
成 另外 的 集 , 如 同 数 可 以 通过 加 法 和 乘法 形成 另外 的 数 一 样 . 关于 集 
的 运算 的 研究 形成 了 “集合 代数 ”, 它 和 数 的 代数 在 形式 上 有 许多 相 
似 之 处 ,同时 也 有 所 不 同 . 代数 方法 能 用 于 研究 像 集 这 样 的 非 数值 对 
象 , 这 个 事实 说 明了 现代 数学 的 概念 具有 很 大 的 普遍 性 . 近 些 年 来 ， 
已 清楚 地 显示 了 集合 代数 能 用 以 阐明 象 测 度 论 ,概率 论 这 样 的 许多 
数学 分 支 ; 它 也 有 助 于 系统 地 把 数学 概念 归结 到 它们 的 逻辑 基础 上 . 

下 面 ,I 表示 具有 任意 性 质 的 对 象 的 一 个 固定 集 , 称 为 全 集 或 论 
述 总 体 ,而 用 A，B，C，… 表 示 工 的 任意 子 集 . 如 果 工 表示 所 有 整数 
组 成 的 集 ,A 可 以 表示 所 有 偶数 组 成 的 集 ,B 表示 所 有 奇数 组 成 的 
集 ,C 表示 全 体 素 数 之 集 ,等 等 . 或 者 ,I 可 以 表示 一 个 固定 平面 上 所 
有 点 的 集 ,A 表示 这 平面 上 某 个 贺 内 的 所 有 点 的 集 ,B 表示 这 平面 上 
另外 某 个 圆 内 的 所 有 点 的 集 ,等 等 . 为 方便 起 见 ,我 们 把 集 I ZAM 
不 包含 任何 对 象 的 “ 空 集 "O 也 作为 了 的 “ 子 集 ”. 这 个 人 为 的 推广 ,其 
目的 是 为 了 保持 这 样 的 规则 , 即 对 每 一 个 性 质 多 ,对 应 着 1 的 一 个 
FRA AEA 的 所 有 对 象 都 具备 这 个 性 质 . 如 果 多 是 某 个 普遍 成 立 
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的 性 质 ,例如 ,人 们 用 一 个 显然 的 等 式 x 二 zx 来 确定 的 性 质 ,相应 的 I 
的 子 集 将 是 1 本身, 因为 每 一 个 对 象 都 满足 这 个 等 式 . 如 果 多 是 某 
个 自 相 矛盾 的 性 质 , 如 z 天 zx, 相 应 的 子 集 将 不 包含 任何 对 象 ,可 以 用 
符号 O 来 表示 . 

如 果 集 A 的 对 象 没有 不 属于 集 B 的 ,就 称 集 A 是 集 B 的 子 集 ， 
记 作 

ACBRBDA. 
例如 所 有 10 的 倍数 的 整数 集 A 是 所 有 5 的 倍数 的 整数 集 B 的 子 
集 , 因 为 每 一 个 10 的 倍数 的 整数 也 是 5 的 倍数 . A C B 这 个 论断 并 
不 排除 B C A 的 可 能 性 . 如 果 两 个 关系 都 成 立 ,我们 说 集 A AR B 
是 相等 的 ,并 写成 
A=B. 


要 使 这 个 等 式 成 立 ,A 的 每 一 个 对 象 必须 是 B 的 一 个 对 象 ,反之 亦 
然 ,从 而 使 集 A MEB 恰好 包含 着 同样 的 对 象 . 
KRR AC B 与 实数 之 间 的 次 序 关系 a 之 5 有 许多 类 似 之 处 . 
特别 有 以 下 命题 成 立 : 
DACA. 
2 #ACBHBCA,WA=B. 
3) #ACBAHBCC,MACC. 
由 于 这 个 原因 ,我 们 也 称 AC 刀 为 “次 序 关 系 ” 它 与 数 的 关系 上 < 的 
主要 区 别 在 于 ,对 每 一 对 数 a 和 6b, 关 系 式 a 志 6b 或 5 二 a 至 少 总 有 一 个 
成 立 , 对 集合 则 不 然 , 例如 , 若 A 表示 由 整数 1, 2, 3 组 成 的 集 
A= {1, 2, 3}, 
B 是 整数 2, 3, 4 组 成 的 集 
B= {2, 3, 4}, 


WARA ACB, 也 没有 BCA. 由 此 ,我 们 说 关系 式 AC 8B 确定 了 
集合 之 间 的 一 个 半 序 关系 ,而 关系 式 a <b 确定 了 数 之 间 的 一 个 全 
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序 关 系 . 

其 次 ,我 们 可 以 从 关系 式 A C B 的 定义 得 到 

4) OCA, *HE—S A 成立， 

SACI, 
其 中 集 A 是 全 集 了 的 任 一 子 集 . 关系 式 (4) 似 乎 有 些 不 合理 ,但 这 是 
与 符号 己 的 定义 的 严格 解释 符合 的 . 因为 只 有 在 空 集 包 含 一 个 不 在 
A 中 的 对 象 时 ,命题 OC A 才 不 成 立 , 然 而 由 于 空 集 不 包含 任何 对 
象 , 不 论 A 是 什么 集 ,这 事 也 不 可 能 发 生 . 

现在 我 们 要 定义 集 的 两 个 运算 ,它们 具备 数 的 普通 加 法 和 乘法 
的 许多 代数 性 质 , 虽然 从 概念 上 说 它们 和 这 些 运 算是 很 不 同 的 . 为 
此 , 设 A 和 B 为 任意 二 集 .A 和 B 的 “并 ”或 “逻辑 和 ”意味 着 由 所 有 
或 者 属于 A 或 者 属于 B 的 对 象 (包括 可 能 同时 属于 二 者 的 任意 对 
象 ) 组 成 的 集 ,我们 用 A+B 表示 . A MB 的 “ 交 ” 或 “逻辑 积 ” 意 味 着 
仅仅 由 共同 属于 A 和 B 的 那些 对 象 组 成 的 集 ,我们 用 符号 4 .了 3 或 
简单 地 用 AB 表示 . 为 了 说 明 这 些 运算 ,我 们 可 以 再 次 取 A、B 为 

A= {1, 2, 3}, B = {2, 3, 4), 
则 
A+B= {1, 2, 3, 4}, AB = {2, 3}. 

运算 A 十 B 和 AB 的 重要 代数 性 质 ,我 们 列举 如 下 . 读者 应 在 这 
些 运算 的 定义 基础 上 对 它们 加 以 验证 

6) A+B= B+A. 

7) AB = BA. 

8) A+ (B+C) = (A+B) +C. 

9) ACBC) = (ABDC. 

10) A+A =A. 

11) AA =A. 

12) A(B+C) = AB +AC. 

13) A+ (BC) = (A+B)XA +0). 
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14) A+O=A. 

15) AI = A. 

16)A+I=1. 

17)A-O=0. 

18) 关系 式 A CB 等 价 于 A 十 B= 二 B, AB = A 两 个 关系 中 的 
任意 一 个 . 

验证 这 些 规律 是 初等 逻辑 的 问题 . 例如 10) 是 说 ,在 A 中 或 在 A 
中 的 那些 对 象 恰好 组 成 A; 而 12) 是 说 ,那些 在 A 中 , 且 或 在 B 中 或 
EC 中 的 对 象 组 成 的 集 ,与 那些 或 共同 在 A 和 B 中 ,或 共同 在 A 和 
C 中 的 对 象 组 成 的 集 是 一 样 的 . 在 这 里 或 其 他 的 讨论 中 所 涉及 的 逻 
辑 关系 ,可 以 用 表示 集 A，B, C 的 平面 图 形 来 说 明 , 但 是 必须 谨慎 
地 考虑 到 我 们 所 讨论 的 集 彼此 之 间 有 不 同 对象 和 公共 对 象 的 各 种 可 
能 情况 . 


图 26 集合 的 并 和 交 


读者 会 看 到 规律 6)，7)，8)，9)，12) 和 熟知 的 代数 交换 律 、. 结 
合 律 .分 配 律 是 一 致 的 . 因此 得 知 ,关于 数 的 所 有 通常 的 代数 规律 , 即 
交换 律 结合 律 和 分 配 律 的 各 种 推论 ,对 集 的 代数 同样 成 立 . 但 是 规 
律 10)，11)，13) 在 数 的 运算 中 不 存在 类 似 的 性 质 , 它 使 集合 代数 比 
起 数 的 代数 具有 更 简单 的 结构 . 例如 普通 代数 中 的 二 项 式 定理 ,在 集 
合 代数 中 就 代 之 以 等 式 

(A+B) = (A+ B)(A+ B)+(A+B) 


=A+B, 
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这 是 11) 的 一 个 推论 . 规律 14), 15), 17) 表 明 ,O 〇 和 了 关于 集 的 并 和 
交 的 运算 性 质 十 分 类 似 于 数 0 和 1 关于 普通 加 法 和 乘法 的 运算 性 
质 . 在 数 的 代数 中 没有 类 似 于 16) 的 规律 . 

在 集 的 代数 中 还 需要 定义 一 个 进一步 的 运算 . 设 A 表示 全 集 了 
的 一 个 子 集 , 则 A 在 I 中 的 余 集 就 是 由 所 有 在 了 中 而 不 在 A 中 的 对 
象 组 成 的 集 . 我 们 用 符号 4 RRE. 因此 如 果 了 是 全 体 自然 数 ,A 是 
素数 集 , 则 A' 是 由 1 和 合 数组 成 的 集 . 在 数 的 代数 中 没有 恰好 类 似 
于 A' 的 运算 . 它 具 有 如 下 性 质 : 


19) 4 十 4 =I. 
20) AA’ =O. 
21) O’ =I. 
22) =0. 

23) (A)’ = A, 


24) 关系 式 A CC BSH FKARB’ CA’. 
25) (4 十 B) = A'B’. 
26) (ABY = A’ +B’, 
这 些 规律 仍 留 给 读者 去 验证 . 
从 1) 到 26) 的 规律 形成 了 集合 代数 的 基础 . 它们 在 下 述 意义 下 
AAS AGE RARE ER: 如 果 在 1) 到 26) 的 任 一 规律 中 ,符号 
CAD 
OMI 
+m: 
处 处 交换 (只 要 它们 出 现 ), 则 其 结果 仍然 是 这 些 规律 中 的 一 个 . 例 
如 ,规律 6) 变 成 7),12) 变 成 13) ,17) 变 成 16) ,等 等 . 由 此 得 知 ,对 任 
意 能 在 规律 1) 到 26) 的 基础 上 得 到 证 明 的 定理 ,都 相应 存在 另 一 个 
“对 偶 " 定 理 , 它 通过 作 上 面 的 交换 而 得 到 . 因为 任何 定理 的 证 明 , 每 
一 步 都 通过 连续 应 用 1) 到 26) 的 某 些 规律 而 实现 ,因此 在 每 一 步 都 
应 用 对 偶 规律 将 给 出 其 对 偶 定 理 的 证 明 .第 四 章 提 到 了 几何 中 一 个 
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类 似 的 对 偶 性 . ) 
2. 在 数理 逻辑 中 的 应 用 


验证 集 代 数 规律 要 依赖 于 对 关系 式 AC B 和 运算 A 十 B, AB, 
A 的 逻辑 意义 的 分 析 . 现在 我 们 能 够 把 这 过 程 倒转 过 来 ,用 规律 1) 
到 26) 作 为 一 个 “逻辑 代数 ”的 基础 . 更 确切 地 说 ,与 集合 (或 等 价 地 
说 ,与 对 象 的 性 质 或 属性 ) 有 关 的 那 部 分 逻辑 可 以 归结 为 基于 1) 至 
26) 的 一 个 形式 代数 系统 . 逻辑 的 “论述 总 体 ” 确 定 一 个 集合 1; 对 象 的 
每 一 个 性 质 或 属性 必 确 定 了 中 具有 这 种 属性 的 所 有 对 象 所 组 成 的 集 
A. 把 普通 逻辑 术语 翻译 成 集合 语言 的 规则 可 以 用 下 述 例子 来 说 明 ， 


“或 A 或 B” A+B. 
“BEA LB” AB. 
“gE A” A’. 
“BEAR A 又 非 B” (A+B) ,或 等 价 地 A'B’. 
“JER A H B” (AB)', 或 等 价 地 A' 十 B'. 
“所 有 A 是 B” 或 “如 果 A, 
则 B” 或 “4 蕴涵 B” ACB. 
“有 些 A 是 B” AB #0. 
“没有 A 是 B” AB =O. 
“有 些 A 不 是 B” AB’ £0. 
“不 存在 A” A=O. 


用 集合 代数 的 术语 ,那么 三 段 论 式 , 即 “ 若 所 有 A 是 B 且 所 有 B 
是 C, 则 所 有 A 是 C”, 可 简单 地 变 成 

3) 车 ACB 有 BCC, 则 ACC. 

类 似 地 ,“ 了 矛盾 律 ”, 即 “一 个 对 象 不 能 既 具 有 一 个 属性 又 不 具有 
这 个 属性 ”, 成 为 

20) AA’ =O. 

而 “ 排 中 律 ”, 即 “一 个 对 象 必须 或 者 具有 一 给 定 的 属性 或 者 不 具 
有 这 个 属性 ”, 变 成 
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19) A+A =]. 

ARER SC, +, +, “表示 的 那 部 分 逻辑 ,可 以 当 作 一 个 
符合 规律 1) 到 26) 的 形式 代数 系统 来 处 理 . 数学 的 逻辑 分 析 和 逻辑 
的 数学 分 析 的 融合 结果 ,创造 了 一 门 新 的 学 科 一 一 数理 逻辑 . 它 现在 
正 处 于 迅猛 发 展 的 过 程 中 . 

从 公理 体系 的 观点 来 看 ,一 个 值得 注意 的 事实 是 ,命题 1) 到 26) 
和 集合 代数 的 所 有 其 他 定理 都 能 从 下 面 三 个 等 式 推出 : 

A+B=B+A, 
27) (A+B) +C=A+(B4+OQ) 
(A' 十 B +A +BY = A. 
因此 如 果 把 这 三 个 命题 作为 公理 ,集合 代数 就 能 像 欧 几 里 得 几何 那 
样 ,构成 一 个 纯粹 演绎 理论 . 这 样 做 后 ,运算 AB 和 次 序 关系 A CB 
就 可 以 用 A 十 B MA REM: 
AB 意味 着 (A' 十 B')'， 
ACB 意 味 着 A 十 B= B. 

在 满足 集合 代数 的 所 有 形式 规律 的 数学 系统 中 ,有 一 个 别 具 一 
格 的 例子 , 它 是 由 八 个 数 1，2，3，5，6，10，15，30 给 出 的 . 这 里 
a 十 b 定 义 为 a Ab 的 最 小 公 倍 数 ,ab 定义 为 a Mb 的 最 大 公 因 子 ， 


a CORR a 是 6 的 一 个 因子 ”, 而 a RRR. 由 于 这 样 的 例子 的 


存在 , 便 产生 了 研究 满足 规律 27) 的 一 般 代数 系统 . 这 种 系统 称 为 
“布尔 代数 ”, 以 纪念 布尔 (Boole,1815 一 1864) ,一 个 英国 的 数学 家 和 
逻辑 学 家 ,他 的 逻辑 著作 《思想 规律 的 研究 》(An Investigation of 
the Laws of Thought) 在 1854 年 出 版 . 


3. 在 概率 论 中 的 一 个 应 用 


集合 代数 可 以 很 好 地 用 来 描述 概率 论 . 我 们 只 考虑 最 简单 的 情形 , 设 
想 一 个 有 有 限 个 可 能 结果 的 试验 ,所 有 的 结果 都 假定 是 “等 可 能 ”的 . 例 
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如 ,试验 可 以 是 从 一 付 洗 好 了 的 52 张 牌 中 随机 地 抽出 一 张 . 如 果 用 了 表示 
由 试验 的 可 能 结果 组 成 的 集合 ,而 A 表示 了 的 任意 子 集 , 则 试验 结果 属于 
FSR A 的 概率 定义 为 比值 


_ A 中 元 素 个 数 
PAD = Tips 


如 果 用 符号 %(A) 表 示 任 意 集合 A 的 元 素 个 数 , 则 这 个 定义 可 以 写成 
n(A) 
nD 
的 形式 . 在 我 们 的 例子 中 ,如 果 A 表示 红 桃 花色 的 子 集 , 则 nA) = 13, 


= poe donee E 
n(D = 52, p(A) = 35 = 7. 


当 某 些 集合 的 概率 为 已 知 , 而 要 求 其 他 集合 的 概率 时 ,就 要 用 集合 代 

数 的 思想 来 作 概率 的 计算 . 例如 , 若 PCA). pDA p(AB) 的 值 为 已 知 ,我 
们 能 算出 概率 2(A 十 B)， 

p(A+B) = p(A)+ p(B) — p(AB). 2) 


这 证 明 很 简单 ,我 人 有 nC(A 十 B) =n(A) 十 n(B) 一 x(AB), BA AB H 
公共 元 素 , 即 AB 的 元 素 , 在 和 n(A) 十 n(B) 中 算 了 两 遍 , 因 此 必须 从 中 减 
去 nCAB) 才 能 得 到 nCA 十 B) 的 正确 值 . 用 nC( 站 n 除 这 等 式 的 每 一 项 ,我 们 
得 到 等 式 (2). 

当 我 们 考虑 三 个 子 集 A, B, C 时 ,得 到 一 个 更 有 趣 的 公式 . 从 (2) 我 
们 有 


pA) = 


(1) 


p(A+B+C) = p[(A +B) +C] = p(A+ B) 
` +#p(0) — plh(A+ BC]. 
从 上 一 小 节 的 12) ,我 们 知道 (A 十 B)C = AC+ BC, 因此 
pL[(A+B)C] = p(AC + BC) = p(AC) 
+ p(BC) ~ p(ABC). 
把 如 (4 二 B)C] 的 值 代 人 上 面 等 式 ,而 pCA 十 B) 的 值 由 2) 给 出 ,我 们 得 到 
所 希望 的 公式 
p(A+ B+C) = pA) + p(B) + pO) 
— p(AB) — p(AC) — p(BC) + p(ABC). (3) 
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作为 一 个 例子 ,我 们 考虑 如 下 试验 . 三 个 数码 1，2，3, 以 随机 的 次 序 
写 下 来 ,至 少 有 一 个 数码 出 现在 它 本 来 的 位 置 上 的 概率 是 多 少 ? 用 A 表 
示 使 数码 1 出 现在 第 一 个 位 置 上 的 所 有 写法 ,B 表示 数码 2 出 现在 第 二 个 
位 置 上 的 所 有 写法 ,C 表示 数码 3 出 现在 第 三 个 位 置 上 的 所 有 写法 . 于 是 
我 们 要 计算 p(A 十 B 十 C). BR, 


p(A) = p(B) = p(C) = 4 = 4, 


因为 当 一 个 数码 在 它 本 来 的 位 置 上 时 ,其余 的 数码 有 两 种 可 能 的 次 序 , 而 
三 个 数码 的 所 有 可 能 排列 是 3。2， 1 = 6 种 . 再 则 


PAB) = p(AC) = p(BC) = L, 
PES 
p(ABC) = 6° 
因为 以 上 每 种 情况 只 能 以 一- 种 方式 出 现 ,由 (3) 得 出 


p(A+B+O =3+(4)-3-(4)44 


习题 : R (4 十 B+C+D) 的 相应 公式 并 应 用 于 四 个 数码 的 情形 , 
相应 的 概率 为 Š = 0. 6250. 


关于 ?个 子 集 的 并 的 一 般 公式 是 
PA, +As+ HAD) = J pA) — >) p(AiA;) 
1 2 


+ DPAASAD — + pA Aa Ay). (4) 
7 


这 里 符号 DT. Do Doe cts D 表示 在 集 A, An vu A 中 每 次 取 一 
个 ,二 个 ,三 个 ,…,(n 一 1) 个 的 所 有 可 能 组 合 的 和 . 这 公式 可 以 用 数学 归 
纳 法 导出 ,正如 我 们 由 (2) 推 出 (3) 一 样 . 由 (4) 容 易 看 出 ,如 果 个 数码 1， 
2, 3，…, 以 随机 次 序 写 出 ,至 少 有 一 个 数码 在 它 本 来 的 位 置 上 的 概 
率 是 


Ree 
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pa ee Mean ier EE 
bloat apt eae 


这 里 最 后 一 项 取 加 号 或 减 号 取决 于 n 是 奇数 还 是 偶数 . RNR n = 5, 概 
率 为 


(5) 


_19 
30 


0. 63333…. 


1 1 1 1 
ps =1 21 t31 Wt 


在 第 八 章 我 们 将 看 到 , 当 n 趋 于 无 穷 时 ,表达 式 


Ale a's 3 eal 
Sarg tar Ea 


趋 于 极限 二 ,这 十 进位 小 数 的 前 五 位 是 0. 36788, 由 此 由 (5) p, = 1 一 S， 


得 知 ,n 趋 于 无 穷 时 ， 


pa = 1— + = 0, 63212. 


第 3 章 
几何 作 图 数 域 的 代数 


m} 


引 


在 几何 学 中 , 作 图 问题 是 人 们 喜欢 的 一 个 课题 . 只 用 圆规 和 直 尺 
就 可 以 完成 许多 作 图 问题 ,例如 ,读者 记得 中 学 时 学 过 的 ,二 等 分 一 
线段 或 一 个 角 , 过 一 点 作 一 给 定 直线 的 垂 线 , 作 圆 内 接 正 六 边 形 ,等 
等 . 在 所 有 这 些 问题 中 , 直 尺 仅仅 当 作 一 直 边 ,一 个 画 直 线 的 工具 ,而 
不 能 用 以 测量 或 标示 距离 . 只 限于 用 圆规 和 直 尺 的 传统 要 回溯 到 古 
代 , 虽 然 希腊 人 自己 毫 不 犹 称 地 使 用 其 他 工具 

经 典 作 图 问题 中 ,最 有 名 的 一 个 是 所 谓 阿波 罗 尼 斯 (Apolloni- 
ous, 约 公元 前 200 年 ) 的 切 圆 问题 . 这 个 问题 是 ,在 平面 上 给 定 任意 
三 个 圆 , 求 作 和 这 三 个 圆 相 切 的 第 四 个 圆 . 另外 还 允许 在 这 些 给 定 的 
圆 中 ,有 一 个 或 几 个 退化 为 一 个 点 或 一 条 直线 (相应 于 半径 为 零 或 
“无 穷 大 ”的 “ 圆 ”). 例如 ,可 以 求 作 一 个 圆 过 一 给 定点 和 给 定 的 两 条 
直线 相 切 . 这 些 特殊 情形 是 比较 容易 处 理 的 ,而 一 般 问 题 考虑 起 来 就 
有 些 困难 . 

在 所 有 作 图 问题 中 ,最 有 趣 的 大 概 是 用 圆规 和 直 尺 作 一 个 正 
边 形 . 对 的 某 些 值 ,例如 = 3, 4, 5, 6, 其 解法 在 古代 就 知道 了 ， 
而 且 现 在 它们 成 了 中 学 几何 的 一 个 重要 部 分 . 已 经 证 明正 七 边 形 
(n = 7) 的 作 图 是 不 可 能 的 . 另外 还 有 三 个 经 典 希 腊 问 题 ,人 们 一 直 
徒劳 地 寻求 它们 的 解 ,这 是 指 : 三 等 分 任意 一 给 定 角 , 倍 立方 体 ( 即 
求 一 立方 体 的 边 长 ,使 它 的 体积 二 倍 于 一 边 长 给 定 的 立方 体 的 体 
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AD ,化 圆 为 方 ( 即 求 作 一 正方 形 , 使 它 与 一 给 定 圆 有 相同 的 面积 ). 在 
所 有 这 些 问题 中 ,只 允许 用 圆规 和 直 尺 . 

历时 若干 世纪 ,人 们 毫 无 所 获 地 寻求 着 这 些 问 题 的 解法 ,后 来 逐 
浙 怀 疑 这 些 问题 可 能 根本 就 不 可 解 . 这 种 不 可 解 问题 ,在 数学 上 引起 
了 一 个 极 重要 而 有 价值 的 发 展 . 数学 家 面临 着 这 样 的 挑战 : 怎样 才 
能 证 明 某 种 问题 是 不 可 解 的 ? 

在 代数 中 , 解 五 次 和 更 高 次 方程 的 问题 引出 了 这 种 新 的 思想 方 
法 . 在 十 六 世纪 ,数学 家 就 已 经 知道 三 次 和 四 次 代数 方程 能 用 一 个 类 
似 于 解 二 次 方程 的 初等 方法 来 解 . 所 有 这 些 方法 都 有 下 述 共 同 特点 : 
方程 的 解 或 “ 根 ”, 可 以 写成 一 个 代数 表达 式 , 这 个 代数 表达 式 是 由 方 
程 的 系数 通过 一 系列 运算 而 得 到 的 ,其 中 每 一 个 运算 ,或 是 有 理 运 
算 一 一 加 \ 减 、 乘 、 除 一 -或 是 开平 方 根 \ 立 方 根 、 四 次 方 根 . 我 们 说 直 
到 四 次 的 代数 方程 都 能 “用 根 式 ” 来 解 . 利用 更 高 次 的 方 根 , 把 这 步骤 
推广 到 五 次 和 更 高 次 的 方程 中 去 ,这 似乎 是 再 自然 不 过 的 了 . 但 是 ， 
所 有 这 样 的 尝试 都 失败 了 . 甚至 十 八 世 纪 一 些 杰出 的 数学 家 也 欺骗 
了 他 们 自己 , 自 以 为 找到 了 这 样 的 解法 . 直到 十 九 世 纪 初 ,意大利 的 
茹 菲 尼 (Ruffini,1762 一 1822) 和 挪威 的 天 才 阿 贝尔 (N,. Abel, 1802~ 
1829) 才 表明 了 一 个 在 当时 很 革命 的 想法 ,他 们 证 明了 不 可 能 利用 根 
式 的 方法 解 一 般 = 次 代数 方程 . 人们 必须 理解 清楚 ,问题 并 不 是 任意 
n 次 代数 方程 是 否 有 根 . 这 个 事实 在 1799 年 首先 为 高 斯 在 他 的 博士 
论文 中 所 证 明 . 所 以 关于 一 个 方程 的 根 的 存在 性 问题 是 无 可 怀疑 的 ， 
尤其 因为 这 些 根 的 值 能 用 适当 的 办 法 以 任意 精确 度 计 算出 来 . 方程 
的 数值 解法 的 技巧 当然 是 十 分 重要 的 ,而 且 有 了 很 高 的 发 展 . 但 是 ， 
阿 贝 尔 和 茹 菲 尼 所 说 的 问题 完全 是 另 一 个 问题 只 用 有 理 运 算 和 根 
式 运 算是 否 能 够 求解 ? 由 于 要 求 彻底 搞 清 这 个 问题 ,促成 了 由 茹 菲 
尼 , 阿 贝尔 和 伪 罗 华 (Galois,1811~1832) 开 创 的 近世 代数 和 群 论 的 
重大 发 展 . 

在 代数 的 这 个 研究 方向 中 ,证 明 某 个 几何 作 图 为 不 可 能 的 问题 
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是 其 中 最 简单 的 例子 之 一 . 在 这 一 章 , 我 们 利用 代数 的 概念 能 够 证 
明 ,只 用 圆规 和 直 尺 三 等 分 角 、 作 正七 边 形 和 倍 立方 体 是 不 可 能 的 
(化 圆 为 方 是 一 个 处 理 起 来 更 加 困难 的 问题 , 见 第 160 页 ). 我 们 的 着 
眼 点 将 不 再 是 某 些 作 图 为 不 可 能 这 样 的 反面 问题 ,而 是 正面 的 问题 : 
怎样 才能 完全 刻 划 出 所 有 可 作 图 的 问题 的 特性 ?我们 回答 了 这 个 问 
题 之 后 ,说 明 上 述 问题 不 属于 这 个 范围 就 容易 了 . 

高 斯 在 十 七 岁 时 发 现 了 正 p 边 形 (p 为 素数 ) 可 作 图 的 条 件 . 当 
时 只 对 p= 二 3 和 Zp 二 5 知道 其 作 图 的 方法 . 高 斯 发 现 正 p 边 形 可 作 图 
必须 而 且 只 须 p 是 一 素 “ 费 马 数 ” 

p= +1. 

前 几 个 费 马 数 是 3, 5, 17, 257, 65537 R% 34 页 ). 年 轻 的 高 斯 被 
他 自己 的 发 现 所 激动 ,以 至 于 立刻 放弃 了 他 打算 成 为 哲学 家 的 念头 ， 
而 决心 献身 于 数学 和 它 的 应 用 . 他 经 常 以 特别 自豪 的 心情 回顾 他 这 
第 一 个 伟大 的 功绩 . 在 他 死 后 ,在 哥 廷 根 为 他 树立 了 一 个 铜 像 , 铜 像 
的 底座 是 正 十 七 边 形 的 ,以 此 来 象征 他 的 荣誉 那 是 再 合适 不 过 的 了 . 

处 理 几 何 作 图 时 ,我 们 不 应 当 忘 记 , 问 题 并 不 是 要 求 以 一 定 的 精 
确 度 实际 把 图 画 出 来 ,而 是 从 理论 上 说 明 只 用 圆规 和 直 尺 (假设 我 们 
的 这 些 仪器 完全 准确 ) 能 否 找 出 画图 的 方法 来 . 高 斯 所 证 明 的 是 ,他 
的 作 图 从 原理 上 讲 是 能 够 实现 的 . 他 的 理论 没有 涉及 实际 作 图 的 最 
简便 的 方式 ,以 及 如 何 简化 与 削减 所 需要 的 步骤 的 方法 . 这 是 一 个 理 
论 上 不 太 重 要 的 问题 . 从 实际 的 观点 来 看 ,任何 一 个 作 图 方法 ,其 效 
果 都 不 如 用 好 的 半圆 仪 那样 令 人 满意 . 由 于 没有 能 够 正确 理解 几何 
作 图 问题 的 理论 特点 ,又 奖 固 地 拒绝 接受 那些 已 经 很 好 确立 的 科学 
事实 ,使 得 一 些 人 无 休止 地 一 味 去 寻找 三 等 分 角 和 售 立 方 体 的 方法 . 
对 他 们 当中 那些 能 理解 初等 数学 的 人 来 说 ,学 习 这 一 章 是 有 益 的 . 

必须 再 次 强调 ,我 们 的 几何 作 图 概念 在 某 种 意义 下 似乎 是 人 为 
的 . 圆规 和 直 尺 肯定 是 作 图 的 最 简单 的 工具 ,但 是 在 几何 中 从 来 就 没 
有 只 限于 用 这 些 仪器 . 希腊 数学 家 很 早 以 前 就 认识 到 ,如 果 , 比 如 允 
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许 用 直角 三 角 板 的 话 , 某 些 问题 一 一 例如 倍 立方 体 问题 一 一 是 能 够 
解决 的 . 同样 也 容易 造 出 圆规 以 外 的 仪器 ,用 以 画 椭圆 、, 双 曲线 和 更 
复杂 的 曲线 ,从 而 大 大 扩充 了 可 作 图 的 图 形 的 范围 . 但 在 下 几 节 中 ， 
我 们 将 坚持 只 许 用 圆规 和 直 尺 , 仍 采用 这 种 标准 的 几何 作 图 观念 . 


+ 138+ 什么 是 数学 


第 1 部 分 
不 可 能 性 的 证 明和 代数 


$1 基本 几何 作 图 
S1. 域 的 构 作 和 开平 方 根 


为 了 建立 我 们 的 一 般 思 想 ,我 们 从 检验 一 些 古 典 作 图 开始 . 要 
理解 得 更 深刻 ,关键 在 于 把 几何 问题 “翻译 ”成 代数 语言 . 任何 一 个 
几何 作 图 问题 都 是 这 种 类 型 的 : 给 定 某 些 线段 如 a, b,c,…, 求 一 
个 或 多 个 其 他 线段 z-，y, …. 任何 一 个 问题 总 可 以 用 这 种 方式 来 
表述 ,虽然 初 看 起 来 表面 上 与 此 很 不 相同 . 我 们 所 求 的 线段 可 以 
是 ,一 个 要 作 图 的 三 角形 的 边 、 圆 的 半径 、 某 个 点 的 直角 坐标 (例如 
见 第 157 DWE. 为 简单 起 见 , 我 们 假设 只 需求 作 一 个 线段 zx. 于 是 几 
何 作 图 就 归结 为 解 一 个 代数 问题 : 首先 ,我 们 必须 找 出 所 求 的 量 x 
和 给 定 的 量 a, b,c,… 之 间 的 关系 (方程 ); 其 次 ,我 们 必须 解 这 方程 
来 求 未 知 量 zx; 最后, 我们 必须 确定 ,通过 相应 于 用 圆规 和 直 尺 来 作 
图 的 代数 过 程 能 否 得 到 这 个 问题 的 解 . 解析 几何 的 原理 就 是 在 引进 
实数 连续 统 的 基础 上 ,用 实数 刻 划 几何 对 象 的 量 的 特征 . 它 为 整个 理 
论 提 供 了 基础 . 

首先 ,我 们 来 看 相应 于 初等 几何 作 图 的 一 些 最 简单 的 代数 运 
A. 如 果 给 定 两 个 长 为 a 和 4。 的 线段 (用 一 个 给 定 “ 单 位 ”线段 来 测 


量 ) ,很 容易 作出 a+b, a—b, m (这 里 r 是 任意 的 有 理 数 ) ,全 
和 ab. 
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为 了 作出 十 6 (图 27) ,我 们 画 一 条 直线 ,在 上 面 用 圆规 标 出 距 
离 04 =a, AB =b, R] OB = a 十 b. 类 似 地 对 a 一 5, 我 们 标 出 Q4 = 
a, AB = 6b, 但 这 次 AB 和 OA 方向 相反 , 则 OB = a 一 65. 为 了 画 3a, 
我 们 简单 地 作 加 法 a 十 a 十 a. 同样 ,我 们 能 作出 pa ,这 里 是 任意 一 


个 正 整数 . 我 们 用 下 述 办 法 画 全 (图 28) ,在 一 直线 上 标 出 QA =a, Ñ} 
O 任 意 作 第 二 条 直线 ,在 这 直线 上 我 们 标 出 任 一 线段 OC = c, 再 作 
OD = 3c. 
t= a, D 
pam 


oe 
a—b B 9 


图 27 a 十 b 和 a 一 5b 的 作 图 图 28 FER 


HE AMD Hat C 画 一 直线 平行 于 AD, 交 OA 于 B. 三 角 
形 OBC 和 三 角形 OAD HM, Bitt Z — OB =- OC i, y 

= 舍 . 用 同样 的 方法 我 们 能 画 出 和 ,这 里 9 是 任 一 正 整数 . 将 
此 作法 施 于 线段 pa ,我 们 就 能 作出 到 ,这 里 -一 为 任意 一 个 有 
理 数 . 

THES (BB 29) ,我 们 在 任意 一 个 角 O 的 两 边 上 标 出 OB = b, 
OA = a, HÆ OB 上 标 出 OD = 1, 过 DD 作 一 平行 于 AB 的 直线 交 
OA 于 C, 则 OC 长 为 和 .图 30 表明 了 ab 的 作法 ,其 中 AD 是 过 A 平 
行 于 BC 的 线 . 
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图 29 各 的 作 图 图 30 ”ab 的 作 图 


由 这 些 考虑 得 知 , “有 理 " 代 数 过 程 一 一 已 知 量 的 加 、 减 、 乘 、 
除 一 一 能 用 几何 作 图 来 实现 . 从 长 度 为 实数 a, by c，… 的 任意 给 定 
线段 出 发 ,连续 应 用 这 些 简单 作 图 ,我 们 能 作出 用 4a, b, c … 的 有 理 
式 ( 即 重复 地 应 用 加 \ 减 ,乘除 ) 来 表示 的 任意 量 . Ha, b, cy + UGX 
种 方式 得 到 的 所 有 量 构成 了 一 个 叫做 数 域 的 集合 ,使 得 这 集合 中 两 
个 或 多 个 数 经 过 任意 的 有 理 运算 后 仍然 是 这 个 集合 中 的 一 个 数 , 我 
们 回顾 一 下 ,有 理 数 ,实数 ,复数 都 是 一 个 域 . 对 于 现在 这 种 情形 ,我 
们 称 这 个 域 是 由 给 定 的 数 a, b, cy AAA. 
g 有 决定 性 意义 的 新 作 图 方法 是 求 平 


方 根 , 它 使 我 们 超出 了 刚才 得 到 的 域 . 如 
果 给 定 一 个 线段 a, 则 只 用 圆规 和 直 尺 
— 能 作出 Va. 在 直线 上 我 们 标 出 OA =a M 


BAB = 1( 图 31). 我 们 以 线段 OB 为 直径 

画 一 圆 ,而 且 过 A 作 OB 的 垂 线 交 这 个 
圆 于 C. 利用 初等 几何 的 定理 , 即 半 圆 的 圆周 角 是 直角 ,我 们 得 知 ,三 
角形 OBC 在 C 点 是 一 直角 . 因此 ZOCA =ZABC, 直角 三 角形 
OAC il CAB ABD. Bx = AC, 我 们 有 


图 31 Va 的 作 图 


£22, 7 =a, x=Va. 
zx 1 
2. E % ib É 


现在 考虑 几 个 稍 复杂 的 作 图 问题 . 我 们 从 正 十 边 形 开始 . 假设 在 


第 3 章 几何 作 图 数 域 的 代数 -Mle 


半径 为 1 的 圆 内 有 一 内 接 正 十 边 形 (图 32) ,把 它 的 边 长 记 为 x. 由 于 
它 对 着 一 个 36 "的 圆心 角 , 这 三 角形 的 其 余 
二 角 各 为 72". 因此 角 A 的 平分 线 ( 虚 线 ) 分 
三 角形 OAB 为 两 个 等 腰 三 角形 ,每 一 个 的 
腰 长 都 为 zx. 这 圆 的 半径 分 成 两 个 线段 ,长 
为 x 和 1 一 zx. 由 于 OAB 和 较 小 的 等 腰 三 


角形 相似 ,我 们 有 工 = 三. 从 这 比例 我 
们 得 到 二 次 方程 2 十 z 一 1 一 0, 它 的 解 是 
z= SS) (由 于 这 方程 的 另 一 个 解 是 负 的 ,可 不 必 考 虑 ). 由 此 可 


知 工 能 用 几何 方法 作出 . 有 了 长 度 z, 现 在 我 们 在 圆 上 标 出 十 个 这 么 
长 的 弦 , 可 以 作成 正 十 边 形 . 在 正 十 边 形 中 每 隔 一 个 项 点 连接 起 来 可 
作成 正 五 边 形 . 


我 们 也 可 以 把 V5 作为 一 个 直角 三 角形 的 斜 边 ,而 不 用 图 31 的 方法 来 
画 /5. 两 个 直角 边 的 边 长 为 1 和 2. 然后 从 V5 减 去 单位 长 再 二 等 分 , 即 得 工 


上 一 问题 中 的 比值 0B : AB 称 为 黄金 分 割 ,因为 希腊 数学 家 认 
为 矩形 的 两 个 边 取 成 这 个 比值 从 审美 观点 来 看 是 最 好 的 . 附带 说 一 
下 , 它 的 值 大 约 是 1. 62. 

在 所 有 这 些 正 多 边 形 中 ,正六 边 形 的 作 图 方法 是 最 简单 的 . 我 们 

从 一 个 半径 为 的 圆 出 发 ,内 接 于 这 个 圆 的 正六 边 形 的 边 长 等 于 

从 这 个 圆 上 任意 一 点 开始 连续 标 出 长 为 ~ 的 弦 直 到 六 个 顶点 都 标 出 
来 为 止 , 即 能 作出 正六 边 形 . 

HE 4 边 形 我 们 能 得 到 正 2n WIG: 把 

?个 边 的 每 一 个 所 对 应 的 圆 弧 二 等 分 ,把 

这 些 新 添 的 点 和 原来 的 顶点 合 在 一 起 就 得 

到 了 所 求 的 正 2n 边 形 . 因此 从 圆 的 直径 出 

发 (看 成 一 个 “二 边 形 ”) ,我 们 能 作 正 4，8， 

图 33 正六 边 形 16，…，2" 边 形 . 类 似 地 ,从 正六 边 形 我 们 


By 


图 32 正 十 边 形 


© 142+ 什么 是 数学 


能 作 正 12, 24, 48 边 形 等 等 . 从 正 十 边 形 能 作 正 20，40 边 
形 等 等 . 
如 果 用 s 表示 内 接 于 单位 圆 (半径 为 1 的 圆 ) 的 正 n 边 形 的 边 
长 , 则 正 2n 边 形 的 边 长 是 
Sen =V 2— VA4— si. 
这 可 以 证 明 如 下 : 在 图 34 中 s, 等 于 DE=2D0, 
D mu 等 于 DB 而 AB 等 于 2. 直角 三 角形 ABD 的 面 


积 是 由 去 BD， AD #1 AB + CD 给 出 的 . 因为 


AD = VAB? — DB? ,将 4B = 2, BD = sm, CD 
E = So 代 人 ,并 且 令 两 个 面积 表达 式 相等 ,得 


4 
i 5 = sa VITE R = Ad. 


Xtc = h, MAKAR, ER 2 必须 小 于 2, 就 容易 求 出 上 面 给 出 
的 公式 . 
由 这 公式 和 s (正方 形 的 边 长 ) 等 于 /3 这 一 事实 得 知 


ss 一 V2 一 V2， se =V2 一 V2 十 VZ， 


Sx 二 和 2 一 V2 十 V2 十 V2 等 等 . 
对 > 2, 我 们 得 到 一 般 公式 


sæ =V2 一 V2 十 V2 十 … 十 VY2， 


它 有 ?一 1 个 平方 根 号 . APE 2 边 形 的 周 长 是 2"Sz". 4 nF RG 
时 , 正 2" 边 形 趋 于 这 个 圆 . 因此 2"Sz" 趋 近 于 这 单位 圆 的 周 长 ,而 它 按 
定义 等 于 2r. BLA m RS n—1 并 消去 一 个 因子 2, 我 们 就 得 到 的 
极限 公式 

2r"V2 一 V2 十 V2 十 … 十 2 一 m> 


和 
mts 
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习题 : 因为 2" -> 00, 作为 一 个 推论 ,证 明 
N2424 +2 —>2 Yn, 


nm 个 根 号 
上 述 所 得 到 的 结果 有 如 下 特点 : JE 2" HF IES + 2" 边 形 和 正 
3+ 2" 边 形 的 边 ,都 可 以 完全 用 加 减 乘 除 和 开平 方 根 的 运算 来 求 . 


3. 阿波 罗 尼 斯 问题 


从 代数 的 观点 来 看 , 另 一 个 变 得 十 分 简单 的 作 图 问题 是 已 经 叙 
述 过 的 有 名 的 阿波 罗 尼 斯 切 圆 问 题 . 在 这 小 节 , 我 们 没有 必要 去 找 一 
个 特别 巧妙 的 作 图 方法 . 这 里 重要 的 是 ,在 原则 上 这 个 问题 只 用 圆规 
和 直 尺 就 能 解决 . 我 们 将 对 其 证 明 给 予 一 个 简单 说 明 ,而 把 有 关 作 图 
的 巧妙 方法 留 到 第 179 页 . 

设 这 三 个 给 定 圆 的 圆心 的 坐标 分 别 为 (zi，)，(za，22 )， 
Cass ys) ,相应 的 半径 为 m， rzs 六 .用 Cz，y) 和 > 表示 所 求 圆 的 圆心 
和 半径 . 所 求 圆 与 三 个 给 定 的 圆 相 切 的 条 件 可 以 这 样 得 到 : 两 个 相 
切 的 圆 的 圆心 之 间 的 距离 等 于 它们 半径 之 和 或 差 ( 视 两 个 圆 是 外 切 
还 是 内 切 而 定 ). 由 此 得 到 方程 

(z— 2)? +(y—yn)? lrn) 一 0， (1) 
(r=) +(y— mY —(rtnyY = 0, (2) 
(r= 23)? +(y— 93)? — rtn) =0, (3) 


或 
到 十 到 一 到 一 2zzrl 一 2 士 2rr tai t+yi—ri=0, (la) 
等 等 . 在 这 些 方程 中 按 两 个 圆 外 切 或 内 切 来 选取 正 号 或 负 号 (图 
35). 方程 (1)，(2)，(3) 是 有 三 个 未 知 数 c, ys r 的 三 个 二 次 方程 ， 
而 且 每 个 方程 二 次 项 都 相同 (这 从 展开 式 (1a) 能 看 到 ). 因此 用 (1) 减 
《2) ,我 们 可 得 到 x, ys r 的 一 个 线性 方程 
ax +by+cr =d, (4) 
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@se 


图 35 阿波 罗 尼 斯 圆 


其 中 a = 2(zs — 21) 等 等 .类似 地 从 (1) 减 (3) 我 们 得 到 另 一 个 线性 
方程 
az 十 by 十 cr 一 地 《5) 

解 (4) 和 (5) ,得 到 用 表示 的 z，y, 然 后 代入 (1) ,我 们 得 到 一 个 ~ 的 
二 次 方程 . 它 可 以 通过 有 理 运算 和 开平 方 根 求解 ( 见 第 106 页 ). 这 方 
程 一 般 有 两 个 解 , 而 且 只 有 一 个 是 正 的 . 从 方程 求 出 ~ 后 ,我 们 从 两 
个 线性 方程 (4) 和 (5) 得 到 xz，y. (z，y) 为 圆心 ,r 为 半径 的 圆 将 和 给 
定 的 三 个 圆 相 切 . 在 整个 过 程 中 我 们 只 用 了 有 理 运 算 和 开平 方 根 ,可 
Rr, z, y 可 以 只 用 圆规 和 直 尺 作出 . 

阿波 罗 尼 斯 问题 一 般 有 八 个 解 ,对 应 于 方程 (1)，(2)，(3) 
中 十 号 、 一 号 的 2.2.2=8 种 可 能 组 合 . 这 些 选择 相应 于 所 求 的 
圆 和 给 定 的 每 一 个 圆 是 内 切 还 是 外 切 . 我 们 的 代数 运算 可 能 出 
现 =x，>，r 不 是 实数 的 情形 ,例如 ,如 果 三 个 给 定 的 圆 是 同心 圆 ， 
就 属于 这 种 情形 ,这 时 这 几何 问题 的 解 不 存在 . 同样 地 ,我 们 必 
须 想到 这 解 可 能 会 “退化 ”, 例 如 这 三 个 圆 退 化 成 同一 条 直线 上 
的 三 个 点 的 情形 ,这 时 阿波 罗 尼 斯 圆 退 化 成 这 条 直线 . 我 们 不 准 
备 详细 地 讨论 这 些 可 能 性 . 读者 如 果 有 一 些 代数 基础 ,将 能 完成 
这 个 分 析 . 
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“$2 可 作 图 的 数 和 数 域 
71. 一 般 理论 


我 们 上 面 的 讨论 说 明了 几何 作 图 的 一 般 代 数 背 景 . 每 一 个 圆规 
直 尺 作 图 都 由 一 系列 步骤 组 成 ,而 每 一 步骤 是 下 述 作法 之 一 : 1) 用 
一 条 直线 连接 两 个 点 , 2) 求 两 条 直线 的 交点 ，3) 以 一 点 为 中 心 , 定 
长 为 半径 画 一 个 圆 ，4) 求 一 个 圆 和 另 一 个 圆 或 一 条 直线 的 交点 . 我 
们 所 考虑 的 元 素 ( 点 ,直线 或 圆 ) 如 果 在 一 开始 就 给 定 了 ,或 者 在 前 几 
步 已 经 作出 来 了 ,我 们 就 认为 它 是 已 知 的 . 为 了 作 理 论 分 析 , 我 们 可 
以 把 整个 作 图 过 程 归 到 一 个 坐标 系 z，y 中 来 看 ( 见 第 87 页 ). 这 时 
给 定 的 元 素 将 用 c y 平面 上 的 点 或 线 来 表示 . 如 果 在 开始 时 只 给 定 
一 个 线段 ,我 们 可 以 把 它 取 作 单位 长 , 它 确定 了 点 z+ 二 1, y= 0. 有 
时 会 出 现 “ 任 意 ”的 元 素 : 画 任意 一 条 直线 ,选任 意 一 点 或 半径 ( 求 线 
段 的 中 点 时 就 出 现 了 任意 元 素 的 例子 ,我 们 以 线段 的 每 一 端点 为 圆 
心 以 任意 长 为 半径 画 两 个 等 圆 . 然后 ,连接 这 两 个 圆 的 交点 ). 在 这 种 
情况 下 ,我 们 可 以 选取 这 些 元 素 为 有 理 数 ; 即 以 有 理 数 x，y 为 坐标 
的 任意 点 ,以 有 理 数 a, b, c 为 系数 的 任意 直线 az 十 by 十 c = 0， 
心 具 有 有 理 数 坐标 ,半径 为 有 理 数 的 任意 圆 . 我 们 将 始终 选取 任意 的 
有 理 数 的 元 素 , 如 果 元 素 真正 是 任意 的 ,这 个 限制 将 不 影响 作 图 
的 结果 . 

为 简单 起 见 ,在 下 面 的 讨论 中 我 们 将 假设 最 初 只 给 定 了 一 个 元 
素 , 即 单位 长 1. 则 按照 $ 1 ,我 们 用 圆规 和 直 尺 能 作出 由 单位 长 通过 


有 理 运算 加 减 乘除 而 得 到 的 所 有 数 , 即 所 有 有 理 数 二 ,这 里 + 和 为 


整数 .有理数 系 关 于 有 理 运 算是 “封闭 ”的 , 即 任意 两 个 有 理 数 的 和 、 
差 , 积 、 商 一 一 除数 永远 不 能 为 0 一 一 仍然 是 一 个 有 理 数 . 任何 数 集 ， 
如 果 关 于 这 四 种 有 理 运算 封闭 , 称 为 一 个 数 域 ( 第 68~69 页 ). 
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习题 : 证 明 每 一 个 数 域 至 少 包含 全 体 有 理 数 . (提示 : 如 果 o 天 0 是 
域 下 的 一 个 数 , 则 -一 1 属于 下 ,而 由 1 我 们 通过 有 理 运 算得 到 任意 的 有 
BH) 
从 这 个 单位 出 发 ,我 们 能 作出 整个 有 理 数 域 ,因而 作出 x,y 平 
面 上 的 所 有 有 理 点 ( 即 坐 标 为 两 个 有 理 数 的 点 ). 利用 圆规 ,我 们 能 作 
出 新 的 无 理 数 ,例如 V2( 从 第 二 章 8$ 2 我 们 知道 它 不 属于 有 理 数 
域 ). 作出 V2 后 ,通过 8$ 1 的 “有 理 ” 作 图 ,我 们 能 求 出 所 有 形 如 
at+b/2 a) 
的 数 , 这 里 a, b 是 有 理 数 , 因 而 它们 是 可 作 图 的 . 同样 地 ,我 们 可 以 
作出 所 有 形 如 
EER a+b (et dD 
WR RH a, b, c, d 是 有 理 数 . 但 是 这 些 数 总 可 以 写成 (1) 的 形式 ， 
因为 我 们 有 


a+bv2 _a+bJ/2 . < 一 dvV2 
ctdV2 ct+dJ2 c—dy2 


= aed +8 bead yz 


=ptaqv2, 
这 里 p, q 是 有 理 数 . (分 母 — 2d? BABES, AWE Å — 2d? = 0, 
则 V2 = rae a V2 是 无 理 数 这 个 事实 矛盾 . ) 同 样 


(十 5V2)(c 十 dV2) 


= (ac + 2bd) + (bc +ad) V2 
=rt+s/2, 
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这 里 > Als 是 有 理 数 . 因此 由 V2 的 作 图 ,我 们 产生 了 全 部 形 如 (1) 的 
数 集 , 其 中 a, b 是 任意 有 理 数 . 


习题 : 设 p = 1+TV2, q = 2 一 V2， " =-3+V2, 把 台 ， pt+P, 


par par 
( = (D 
bp- lth ater 7 表示 为 (1) 的 形式 . 


如 上 面 的 讨论 所 表明 的 那样 ,这 些 数 (1) 仍 然 形成 一 个 域 ( 形 如 
(1) 的 两 个 数 的 和 与 差 也 是 (1) 的 形式 ,这 是 显然 的 ). 这 个 域 比 有 理 
数 域 大 ,有 理 数 域 是 它 的 一 部 分 或 是 它 的 子 域 . 但 是 , 它 显然 小 于 全 
体 实数 域 . 让 我 们 称 有 理 数 域 为 Fe , 形 如 (1) 的 新 数 域 为 已 . 在 肯定 
了 “扩充 的 域 "F 中 的 每 一 个 数 都 是 可 作 图 的 之 后 ,现在 我 们 可 以 继 
续 扩 充 作 图 的 范围 ,比如 用 F 中 的 一 个 数 ,例如 取 k = 14-72, RE 
的 平方 根 而 得 到 可 作 图 的 数 
1 十 V2 = Vk. 
按照 $ 1, 用 它 可 以 得 到 由 所 有 数 
pak (2) 
组 成 的 域 ,如 今 这 里 的 p, g 可 以 是 FF 中 的 任意 数 , 即 p, qg Bila + 
bV2, Mi a, b IRF Fo, HAAR. 


Ja: eyo, AÈ Firg Oba) (2+7) 
1+V Wk —3 14V2k 
用 (2) 的 形式 表示 出 来 . 
以 上 这 些 数 是 在 假设 最 初 只 给 定 一 个 线段 的 基础 上 作出 的 . 如 果 给 
定 了 两 个 线段 ,我 们 可 以 取 其 中 一 个 为 单位 长 . 设 用 此 单位 表示 的 另 一 线 
段 的 长 为 “, 则 我 们 能 作出 所 有 形 如 


ana” + amid" He Haat ao 
ba" + bya! + + + hat by 


的 数组 成 的 域 G, 其 中 ao, t, am Mbor ts bn 是 有 理 数 而 m,n 是 任意 
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ERR. 


习题 : 如 果 给 定 两 个 线段 长 是 1 A aM tata’, HET, e 的 实 

际 作 图 方法 . 
现在 ,更 一 般 地 假设 我 们 可 以 作出 某 个 数 域 下 的 所 有 数 . 下 面 
要 说 明 只 用 直 尺 决 不 能 使 我 们 超出 域 的 范围 . 经 过 以 域 下 中 的 数 
ai, b Maz, bs 为 坐标 的 两 个 点 的 直线 的 方程 是 (b 一 b,)zx 十 (az 一 
a)y+ Caib: — azb) = 0 ( 见 第 550 页 ). 它 的 系数 是 由 下 中 的 数 作 
成 的 有 理 式 ,因此 按 域 的 定义 ,它们 本 身 也 在 下 中 . 另外 ,如 果 有 两 
条 以 下 中 的 数 为 系数 的 直线 wz 十 By 十 y 一 0 和 az 十 By 十 YX =0, 
那么 ， aie oni anid 就 得 到 它们 的 交点 的 坐标 z = 


HB, y= TOF. 由 于 它们 都 是 下 中 的 数 ,显然 ,只 用 直 尺 
不 能 使 我 们 超出 域 下 范围 之 外 . 


习题 : 直线 z+V2y 一 1 =0, 2z—y4+V2 = 0 的 系数 在 域 (1) 中 . 计 

算 它们 的 交点 的 坐标 并 验证 它 的 形式 为 (1). 用 一 条 直线 ar + by +c = 0 

连接 点 (1, V2) 和 (V2, 1 一 V2) 且 验 证 系数 的 形式 为 (1). 关于 域 (2) ,分 别 

HARVI +V2r4v2y=1, (14YD)z 一 y==1 一 V1+V2, 点 W5, 一 1)， 

QHZ, VTF) 作 同样 的 处 理 . l 

我 们 只 有 用 圆规 才能 冲破 F 的 界限 . 为 此 ,我 们 选取 下 的 一 个 
元 素 &, 使 得 VARE F 中 . 然后 我 们 能 作出 V& ,因而 作出 所 有 数 


atbvk, (3) 
其 中 a, b 是 有 理 数 ,也 可 以 是 下 的 任意 元 素 . 两 个 数 ea 十 5 ，c 十 
dvk 的 和 、 差 ,以 及 它们 的 积 (a 十 bYE) + (c+dVk) = lac +kbd) + 


atbve _ (a+bvk)(c—dvk) 
Cad + bc) VE ME NTS Faik 2 hd? 
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ag bbd bead SEDRE p+ vk MER RH p Mq 属于 


下 (分 母 —kd? 不 可 能 为 零 , 除 非 <，4 同时 为 零 . 因为 否则 Vk = 4 


将 是 下 中 的 一 个 数 ,这 和 /不 属于 下 的 假设 矛盾 ). 因此 形 如 a 十 bYE 
的 数 集 形成 一 个 域 下 . 因为 我 们 可 以 特殊 地 选取 5 二 0, FLAIR FE 
含 原 来 的 域 F. FRH F HHR, M FA F AFR. 

例如 , 设 正 是 域 c +Z Ha, b EARR, H k 二 V2. 则 其 
ERF 的 数 用 p 十 gY2 表示 ,其 中 p, GFF, p=at+bJ2, q= 
a' 十 bY2,a, b, a’, b 为 有 理 数 .FF 中 的 任意 数 都 能 化 成 这 种 形式 . 
例如 


1 42-2 
V2+YE  W24+42)W2—12) 


2-72 £ IA 
2 一 V2 


“3 
= 2048) _ ZEA yz 


=a+/⁄-(1 +2). 


习题 : 设 下 是 域 p 十 g V24V2. HH p, q&a toV? 的 形式 ,a, b 
是 有 理 数 , 试 将 十 2 土 (2 表示 为 这 种 形式 . 
2—3V2+V2 


我 们 已 经 看 到 ,如 果 我 们 从 任意 一 个 包含 数 的 可 作 图 的 数 域 
下 出 发 , 则 只 用 圆规 和 直 尺 就 能 作出 人 & ,因而 能 作出 形 如 a 十 5 的 
任意 数 ,这 里 <, 5 属于 下 . 

现在 我 们 反 过 来 说 明 若 仅 用 圆规 就 只 能 得 到 这 种 形式 的 数 . 因为 
圆规 在 作 图 中 所 起 的 作用 只 是 确定 一 个 圆 与 一 条 直线 或 男 一 个 圆 的 
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交点 (或 它们 的 坐标 ). 一 个 以 6, 7 为 中 心 , 以 ~ 为 半径 的 圆 的 方程 为 
2-8’ +(y— 9 = 7, 因此 如 wy, -都 属 下 , 则 圆 的 方程 能 写成 

wv +y + 2ax+ 2By+y=0 
的 形式 ,其 中 系数 a, B, y 属于 下 . 我 们 已 在 第 148 页 看 到 ,连接 坐标 
属于 下 的 任意 两 点 的 直线 其 方程 为 

axrt+by+c=0, 
其 系数 a, b, 属于 下 . 从 这 联 立 方程 中 消去 y, 我 们 得 到 圆 和 直线 
的 交点 的 2 坐标 所 满足 的 一 个 二 次 方程 
Ax? +Br+C=0, 

其 中 系数 A，B,，C 属于 天 [确切 地 写 , A =a’ +b, B= 2lac tba 
—abB), C=C — bep +y]. 方程 的 解 由 公式 


_ —B+/B?—4AC 
aA 


给 出 , 它 的 形式 是 ptavk HP p, q, ATF. 对 交点 的 y 坐标 ,类 
似 的 公式 也 成 立 . 
其 次 ,如 果 我 们 有 两 个 圆 
xv +y +2axr + 2By+7=0, 

a Hy Harty +Y =0. 

从 第 一 个 方程 减 去 第 二 个 ,我 们 得 到 线性 方程 
2(a—a’)x+2(B—B’)y+(¥—Y') = 0. 

它 可 以 像 前 面 那样 与 第 一 个 圆 的 方程 联 立 起 来 解 . 无 论 是 哪 一 种 情 
形 , 作 图 所 产生 的 一 个 或 两 个 新 点 的 xz 坐标 和 > 坐标 其 量 的 形式 都 
是 pp 十 q 业 ,其 中 p,q, 上 属于 FF. 在 特殊 情况 下 ,当然 Vk 本 身 也 可 以 


属于 下 ,例如 &==4. 这 时 作 图 没有 产生 任何 本 质 上 的 新 东西 ,而 仍然 
在 下 的 范围 之 内 .但 一 般 来 说 ,情况 将 不 是 如 此 . 
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习题 : 考虑 以 原点 为 中 心 ,2V2 为 半径 的 贺 和 连接 (二 ,0)，(4V2， 
V3) 的 直线 , 求 出 贺 和 直线 的 交点 的 坐标 所 确定 的 域 F. 对 这 给 定 圆 与 以 
(0，2V 本 为 圆心 ,并 为 半 径 的 国 的 交点 作 同 样 的 处 理 


再 总 结 一 下 : 如 果 一 开始 就 给 定 一 些 量 , 那 么 ,只 用 直 尺 我 们 能 
作出 从 这 些 给 定量 出 发 ,经 过 有 理 运算 而 生成 的 域 下 中 的 所 有 量 . 
然后 ,用 圆规 我 们 能 把 可 作 图 的 量 的 域 FF 扩充 到 一 个 更 大 的 扩 域 
上 ，, 即 通过 选择 下 中 任意 数 &, 求 上 的 平方 根 且 作出 由 数 a + bk 组 
RRF Fp a, 5 属于 F. 下 称 为 F' 的 子 域 ,FF 中 的 所 有 量 也 属于 
F ,因为 在 表达 式 a 十 bw 中 我 们 可 以 取 = 0 (这 里 假设 是 不 属于 
下 的 一 个 新 数 . 否则 添加 人 的 过 程 将 不 产生 任何 新 的 数 ,F 和 下 将 
是 相同 的 ). 我 们 说 明了 ,几何 作 图 中 的 任意 一 步 ( 过 二 已 知 点 画 一 直 
线 .已 知 圆心 和 半径 画 一 圆 , 求 两 个 已 知 直线 或 贺 的 交点 ) ,或 者 是 在 
一 个 由 可 作 图 的 量 组 成 的 已 知 域 中 作 一 个 新 的 量 ,或 者 是 通过 作 一 
平方 根 ,生成 可 作 图 的 量 的 一 个 新 的 扩 域 . 

所 有 可 作 图 的 量 的 全 体 ,现在 能 够 确切 地 描述 了 . 不 论 最 初 给 
定 了 一 些 什么 量 , 我 们 从 由 它们 确定 的 一 个 给 定 域 Fe 出 发 . 例如 ， 
如 果 只 给 定 一 个 线段 作为 单位 长 ,那么 , 它 所 确定 的 是 有 理 数 域 . 
然后 添加 Vi ,这 里 属于 ,但 V 和 不 属于 Fo ,我 们 能 作出 可 作 
图 量 的 一 个 扩 域 Fi, 它 由 所 有 形 如 a + by Aho 的 数组 成 ,其 中 a» 
bo 可 以 是 Fo 中 的 任意 数 . 进一步 作 F 的 一 个 新 的 扩 域 F, 它 由 形 
如 a 十 所 v 的 数组 成 ,其 中 a), b EF, 中 的 任意 数 ,而 忆 Æ F 
中 的 某 个 数 , 它 的 平方 根 不 属于 F. 重复 这 个 过 程 ,在 n 次 加 进 平 
方 根 以 后 ,我 们 能 得 到 一 个 域 F,. 可 作 图 量 是 而 且 仅仅 是 那些 能 
用 这 样 一 系列 扩 域 达到 的 数 ( 即 属于 上 述 类 型 的 域 F). 扩充 的 个 
数 ” 取 多 大 这 是 无 关 紧 要 的 ,在 某 种 意义 上 它 标志 着 问题 的 复杂 
程度 . 
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下 面 的 例子 可 以 说 明 这 个 过 程 . 我 们 要 作出 数 


V6 +T E2 +3 +5. 
设 Fy 表示 有 理 数 域 . 取 如 = 2, 我 们 得 到 域 书 , 它 包 含 数 1 二 VZ 现 
在 我 们 取 = 1 上 +V5, k = 3. 事实 上 ,因为 3 属于 原来 的 域 Ps , 它 当 
然 也 属于 域 Fs ,从 而 完全 允许 取 心 = 3. 然后 取 二 V1 十 V3 十 V3. 
最 后 取 k V1 2+ B45. 由 于 /2 和 /3 从 而 其 乘积 属于 下 ,所 


以 也 属于 Fs , 即 V6 属于 Fs. 这 样 一 来 我 们 所 作出 的 域 F 就 包含 了 
所 要 求 的 数 . 


习题 : 验证 从 有 理 数 域 开始 , E 2" 多 边 形 的 边 ( 见 第 142 页 ) 是 一 
个 扩充 次 数 为 n = m 一 1 的 可 作 图 量 . 确定 扩 域 的 序列 . 对 于 数 


Visit Br, AL, 


14+V7—¥3 
/24+V3)W24+V14+V2+4 5+ V3—V7) 


作 同 样 的 处 理 . 
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如 果 最 初 的 域 Fo 是 由 一 个 线段 生成 的 有 理 数 域 , 则 所 有 可 作 图 的 数 
都 是 代数 数 (代数 数 的 定义 见 第 118 页 ). 域 F 的 数 是 有 理 系数 二 次 方程 
的 根 ,Fs 的 数 是 有 理 系数 四 次 方程 的 根 ,而 一 般 Fi 的 数 是 有 理 系数 2 次 
方程 的 根 . 为 了 就 域 Fe 说 明 这 一 点 ,我 们 可 首先 把 x 二 V2 十 V3 十 V2 作 
为 一 个 例子 来 考虑 . 我 们 有 (x 一 V2)* = 34-2, 之 十 2 一 2VZ2z = 3472 
或 也 一 1=V2(2z 十 1), 这 是 一 个 系数 属于 F 的 二 次 方程 . 两 端 平方 ,我 
们 最 后 得 到 

(I? 一 2(2r 十 1)?， 

它 是 一 个 有 理 系数 的 四 次 方程 . 
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一 般 地 说 , 域 F 中 的 任意 数 形 如 


x=ptaqiw, (4) 


其 中 p, q, wR RF. AMA p =at, q=c+dds, w=et+ fis 
的 形式 ,其 中 a, b, c, d, e, f, s 是 有 理 数 . 由 (4) 我 们 有 


t — 2p +p = quw’, 
所 有 系数 都 属于 由 Vs 产生 的 域 书 . 因此 这 方程 可 以 写成 
2 turtu=Vslrr +0) 
的 形式 ,其 中 s, t, u, v 是 有 理 数 .两 端 平方 我 们 得 到 一 个 四 次 方程 
(2 fur tv)? = srr H). (5) 


如 上 所 述 带 有 有 理 系数 . 


习题 : 1) 对 a) r=V2 +43; b) xz 二 V2+V3; orez R 


出 有 理 系 数 方程. 
2) 对 a) zx=V2 二 V2+V2; b) x = V24V14-V3; c) r= 1 二 
V5 十 V3 十 V2 用 类 似 的 方法 求 出 其 八 次 方程 


为 了 一 般 地 对 域 F.(k 任意) 中 的 xz 证 明 这 个 定理 ,我 们 用 上 面 用 过 的 办 法 
说 明 工 满足 一 个 系数 属于 下 -1 的 二 次 方程 . 重复 这 个 过 程 ,我 们 找 出 = 满足 一 
个 系数 属于 下 ~: 中 的 2? = 4 次 方程 ,等 等 . 


习题 : 用 数学 归纳 法 完成 一 般 的 证 明 : 说 明 x 满足 系数 属于 FF, 的 
一 个 2! 次 方程 ,0 Ik. 1 二 时 的 命题 就 是 所 要 证 明 的 定理 . 


“$3 三 个 不 可 解 的 希腊 问题 
晤 1. 倍 立 方 体 问 题 
有 了 上 面 的 准备 ,现在 我 们 来 研究 三 等 分 角 、 倍 立方 体 和 求 作 正 
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七 边 形 这 些 古 老 的 问题 . 我 们 首先 考虑 倍 立方 体 问 题 . 如 果 给 定 的 立 
方 体 的 边 是 单位 长 , 则 它 的 体积 是 一 立方 单位 . 如 今 要 找 出 一 个 体积 
是 它 二 倍 的 立方 体 的 边 长 r. 于 是 所 求 的 边 长 x 满足 一 个 简单 的 三 
次 方程 
xi-2=0. a) 
我 们 用 反 证 法 来 证 明 这 个 数 z 只 用 圆规 和 直 尺 是 不 能 作出 的 . 我 
们 作 尝 试 性 的 假定 : 这 样 的 作 图 是 可 能 的 . 按照 上 面 的 讨论 ,这 意 
KË r ATEAN Fe. 这 域 ,如 上 所 述 是 从 有 理 数 域 通过 连续 
加 进 平方 根 而 得 到 的 . 我 们 要 表明 ,这 个 假定 将 引出 一 个 荡 廖 
的 结果 . 
我 们 已 经 知道 x 不 能 属于 有 理 数 域 F。 ,因为 "2 是 一 无 理 数 ( 见 
第 73 页 习题 1 ). 因此 xz 只 能 属于 某 个 扩 域 Fi, 其 中 是 一 个 正 整 
数 . 我 们 同时 可 以 假设 是 使 得 扩 域 FF 包含 z 的 最 小 正 整 数 . 故 知 
并 能 写成 
r= ptqw 
的 形式 ,其 中 p, q, WRF Fin Vw 不 在 其 中 . 现在 我 们 用 一 个 
简单 然而 重要 的 代数 推理 方式 来 说 明 , 如 果 zx = ptq/w 是 三 次 方 
程 (1) 的 一 个 根 , 则 > = p 一 qvw 也 是 (1) 的 一 个 根 . AA x ER F, 
中 , 则 xz? 和 志 一 2 也 在 中 ,因此 我 们 有 
z —2=a+bw, (2) 
HP a, 5 在 Fi 中 .通过 简单 计算 ,我 们 得 出 a = p+ 3pq?w—2, 
=3pq +w. 如 果 令 
y= p-aw, 
然后 在 a, b 的 表达 式 中 以 一 gq 代替 q ,就 得 到 
y —2 =a—bw. (2) 
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由 于 我 们 已 经 假设 + 是 x 一 2 = 0 的 根 ,因此 
a+bvw=0. (3) 

这 意味 着 一 一 这 里 是 讨论 的 关键 一 -a Ald 必须 同时 为 零 . 因为 如 
果 4 不 为 零 ,我 们 将 由 (3? 知 道 Vw =— y Mwa, 5 所 在 的 域 
Fe 中 的 一 个 数 ,和 我 们 的 假设 矛盾 . 因此 6 = 0, 而 且 从 (3) 立刻 得 
Ha=0. 

一 旦 说 明了 a =b = 0, 我 们 从 (2 ) 立刻 就 能 知道 y= p—q Vw 
也 是 三 次 方程 (1) 的 一 个 根 ,因为 y 一 2 等于零. 男 外 我 们 有 y 关 这， 
即 z 一 y 关 0, 因 为 x 一 y = Ww 只 有 在 4 = 0 时 才 为 零 . 但 是 如 果 
这 样 , 则 x = p 将 属于 Fi，, 与 我 们 的 假设 矛盾 . 

因此 我 们 得 出 ,如 果 2 = p 十 9Vw 是 三 次 方程 (1) 的 一 个 根 , 则 
y= p 一 QVw 是 该 方程 的 另 一 个 根 ,这 立刻 引出 了 矛盾. 因为 只 有 一 
ARR x FE 2 的 立方 根 ,2 的 其 余 两 个 立方 根 是 虚数 ( 见 第 112 页 ). 
y=p—qlw 显然 是 实数 ,因为 p, q, Vw PEM 

BRE, RAH AEAE ST —-THBAR, AMR E BBR 
的 ;(1) 的 根 不 能 在 域 F 中 ,所 以 用 直 尺 和 圆规 倍 立方 体 是 不 
可 能 的 . 


号 2。 关于 三 次 方程 的 一 个 定理 


我 们 用 以 导出 上 述 结论 的 代数 推理 方法 ,是 专门 针对 我 们 手边 

的 那个 特殊 问题 的 . 如 果 我 们 要 处 理 另外 两 个 希腊 问题 ,那么 就 希望 

能 在 一 个 更 为 一 般 的 基础 上 来 进行 .所 有 这 三 个 问题 在 代数 上 都 依 
赖 于 三 次 方程 . 三 次 方程 

妇 十 az2 十 巡 十 < 一 0 (4) 


有 一 个 基本 事实 , 即 如 果 c, ro r 是 这 方程 的 三 个 根 , 则 
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Zi 二 zz 十 Xs =—a®, (5) 


我 们 考虑 任意 一 个 系数 a, b, c 为 有 理 数 的 三 次 方程 (4). 这 个 方程 
可 能 有 一 个 根 是 有 理 数 ,例如 xz 一 1 = 0 有 有 理 根 1, 而 另外 两 个 根 
由 二 次 方程 x 十 z 十 1 二 0 给 出 ,必然 是 复数 . 我 们 容易 证 明 一 般 的 
定理 : 如 果 一 个 有 理 系数 的 三 次 方程 没有 有 理 根 , 则 它 的 根 没有 一 
个 是 由 有 理 数 域 F。 出 发 的 可 作 图 的 数 . 

我 们 还 是 用 反 证 法 来 证 明 . 假设 x 是 (4) 的 一 个 可 作 图 的 根 . 则 
工 将 属于 上 面 所 说 的 某 一 串 扩 域 让 ， Fis os Fi 的 最 后 一 个 域 F. 
我 们 可 以 假设 4 是 使 得 扩 域 F 包含 三 次 方程 (4) 的 一 个 根 的 最 小 正 
整数 .& 肯定 必须 大 于 零 , 因为 定理 已 假定 在 有 理 数 域 Fo 中 没有 根 
x. 因此 x 能 写成 


x= ptqw 


的 形式 ,其 中 p, q, w 在 前 一 个 域 Fr 中 ,但 Vw 不 在 其 中 . 恰 如 上 
一 小 节 特 殊 的 方程 z 一 2 = 0 那样 ,可 以 推出 Fe 中 的 另 一 个 数 
y= p-ww 
也 是 方程 (4) 的 根 , 如 前 所 述 ,我 们 看 到 gq A 0, At x Hy. 
由 (5) 我 们 知道 方程 (4) 的 第 三 个 根 4 Hu = 一 a 一 x 一 y 给 出 . 
但 zx 十 y = 2p, 这 意味 着 
u =—a—2p. 


在 这 里 Vw 消失 了 ,所 以 wu ERF 中 的 一 个 数 . 这 和 是 使 F 包 
含 (4) 的 一 个 根 的 最 小 正 整 数 的 假设 矛盾 . 因此 假设 是 荒 雇 的 ,在 这 


D 多 项 式 邓 十 ax? 十 bz 十 c 可 以 分 解 为 乘积 (= 一 Zi)(z 一 22)(z 一 z) HP Ty x2, 
xy 是 方程 (4) 的 三 个 根 ( 见 第 115 页 ). 因此 
2 +ar? tbr +e = pln tta) 
十 (zlzz + 21.23 + 22.73)z — 212273. 
由 于 等 式 两 边 = HTM RRO OA 


—a = ti +T + t3, b= Tit: + 2123 + 12035 C=— 111273. 
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种 域 F 中 不 能 有 (4) 的 根 . 一 般 定 理 证 毕 . 在 这 个 定理 的 基础 上 ,如 
果 只 用 圆规 和 直 尺 的 作 图 问题 ,等 价 于 代数 上 一 个 没有 有 理 根 的 三 
次 方程 的 求解 问题 的 话 , 那 么 作 图 的 不 可 能 性 就 得 到 证 明了 . 就 倍 立 
方 体 问题 来 说 ,这 等 价 性 是 很 显然 的 . 现在 我 们 将 对 其 他 两 个 希腊 问 
题 建立 这 个 等 价 性 . 


号 3 三 等 分 任意 角 


我 们 现在 要 证 明 只 用 圆规 和 直 尺 三 等 分 任意 角 一 般 说 来 是 不 可 
能 的 . 当然 , 像 90" 和 180 那样 的 角 是 可 以 三 等 分 的 . 我 们 要 说 明 的 
是 ,对 每 一 个 角 的 三 等 分 都 有 效 的 办 法 是 不 存在 的 . 为 了 证 明 这 一 
点 ,只 要 表明 有 一 个 角 不 能 三 等 分 就 足够 了 ,因为 一 个 合理 的 一 般 方 
法 必须 适用 于 每 一 种 情况 . 因此 如 果 我 们 能 够 证 明 , 例 如 60° 角 只 用 
圆规 和 直 尺 不 能 三 等 分 , 那 就 证 明了 一 般 方 法 是 不 存在 的 . 

我 们 可 以 用 各 种 不 同 的 方法 ,来 得 到 这 个 问题 的 代数 等 价 问题 ， 
最 简单 地 是 考虑 由 余弦 cos O = g 给 出 的 角 0. 这 时 问题 等 价 于 求 量 


z =cos( $ ) 的 问题 .应 用 一 个 简单 的 三 角 公 式 ( 见 第 111 页 ), 可 知 
E 的 余弦 和 0 的 余弦 的 关系 为 


cos f= g = 4cos* ( 9 ) 3cos( 9 ). 


换 句 话说 ,三 等 分 一 个 由 cos? = g RER O 的 问题 ,可 归结 为 三 
次 方程 


4 —32-g =0 (6) 

的 根 的 作 图 问题 . 为 了 说 明 在 一 般 情 况 下 这 是 不 可 能 的 ,我 们 取 O = 
60°, Rp g = cos 60° = 去 .方程 (6) 这 时 变 成 

82? —6z = 1. (7) 

利用 上 一 小 节 证 明 的 定理 ,我 们 只 需要 说 明 这 个 方程 没有 有 理 根 . 设 
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v= 2z, 则 这 方程 变 成 
v—3v=1. (8) 


如 果 存 在 有 理 数 v= = 满足 这 个 方程 ,其 中 x, * 是 不 含 大 于 1 的 公 


因子 的 整数 , 则 我 们 将 有 万 一 3sr = 5. 由 此 推出 5 = r( 亚 一 32) 
能 被 ~ 整除. 这 意味 着 r 和 s 有 公 因 子 , 除 非 r= 土 1. 同样 是 ”= 
?(s 十 3r) 的 一 个 因子 ,这 意味 着 + 和 s 有 公 因 子 ,除非 ;二 土 1. 由 于 
我 们 假设 了 r 和 ;没有 公 因 子 ,这 就 表明 可 能 满足 方程 (8) 的 有 理 
数 只 能 是 十 1 和 一 1. 将 十 1 和 一 1 代入 方程 (8) ,我 们 发 现 都 不 是 
它 的 根 . 因此 (8) ,从 而 (7) ,没有 有 理 根 . 这 证 明了 三 等 分 角 是 不 可 
能 的 . 


只 用 圆规 和 直 尺 不 能 三 等 分 任意 的 角 ,这 个 定理 仅 当 直 尺 不 能 作 别 
的 用 途 , 只 许 用 来 画 通过 任意 二 给 定点 的 直线 时 , 才 是 正确 的 . 
我 们 在 一 般 地 刻 划 可 作 图 的 量 的 特性 时 , 直 尺 的 用 途 总 是 只 限 
于 此 . 如 果 人 允许 直 尺 作 其 他 用 途 , 可 作 图 的 总 体 就 可 以 大 大 扩 
充 .下 述 的 三 等 分 角 的 方法 很 好 地 说 明了 这 一 点 ,这 个 例子 是 在 
阿 基 米 德 (Archimedes) 的 著作 中 发 现 的 . 

给 定 了 任意 一 个 角 z， 
如 图 36. 向 左 延长 该 角 的 底 
边 , 且 以 O 为 中 心 ,任意 长 + 
为 半径 画 一 个 半圆 . LAR 
上 标 出 A, B 两 点 使 AB 一 ”~ 
让 B 点 保持 在 半圆 上 ,滑动 
ERIE A 落 在 角 z 的 底 边 的 延长 线 上 , 且 让 直 尺 通过 角 的 终 边 
与 以 O 为 中 心 的 半圆 的 交点 . 用 直 尺 在 这 个 位 置 上 划一 直线 ， 
它 和 原来 的 角 工 的 底 边 形成 一 个 角 y. 


36” 阿 基 米 德 的 三 等 分 角 


习题 : 说 明 这 样 的 作法 实际 上 得 出 y= 地. 
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w4. 正七 边 形 
现在 我 们 考虑 求 内 接 于 单位 圆 的 正七 边 形 的 边 长 x 的 问题 . 处 
理 这 问题 最 简单 的 方法 是 利用 复数 ( 见 第 二 章 8 5). 我 们 知道 正七 边 
形 的 顶点 是 方程 

z’—-1=0 (9) 
的 根 ,这 里 是 把 这 些 顶 点 的 坐标 c y 看 作 复数 z = z 十 yi 的 实 部 和 

虚 部 . 这 方程 有 一 个 根 x = 1, 而 其 余 的 根 是 方程 
zl 
z—l1 


的 根 , 这 个 方程 是 用 = 一 1 除 (9) 而 得 到 的 ( 见 第 114 页 ). 用 x 除 (10) ,得 


一 站 十 下 十 对 十 邓 十 邓 十 zx 十 1 一 0 (10) 


P+ 54+e4+5tettti=0 an 
z £ 
通过 一 个 简单 的 代数 变换 ,可 以 把 它 写 成 
(s+ 二 ) —3(e+2)+ (2+4) 
—2+(z+i)+1=0. (12) 


用 > 表示 量 z 十 十, 我 们 由 (12) 得 出 


yt+y—2y—-1=0. (13) 
我 们 知道 =, 即 1 的 七 次 方 根 ,是 由 
z= cos g+isin 9 (14) 


给 出 的 ,其 中 9 一 SSP 是 正七 边 形 的 边 所 对 的 贺 心 角 ; 同 样 从 第 111 


页 的 习题 2, 我 们 知道 = cos p— ising. FAL y = = 十 二 = 2cos Q. 
如 果 我 们 能 作出 y, 我 们 就 能 作出 cos p, 反 之 亦 然 . 因此 如 果 我 们 能 
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证 明 > 是 不 能 作 图 的 ,我 们 就 同时 证 明了 cos 9, 即 正七 边 形 , 是 不 能 
作 图 的 . 借助 于 第 二 小 节 的 定理 , 剩 下 的 只 是 表明 方程 (13) 没 有 有 理 


根 . 这 也 是 用 反 证 法 来 证 明 的 . 假设 (13) 有 一 个 有 理 根 志 , 其 中 Ms 


是 不 含 公 因子 的 整数 . 则 我 们 有 

P +rs— 2r’? — s 一 0. (15) 
如 前 所 述 ,可 以 看 出 ”有 因子 ;, 而 s， 有 因子 ~ Fs 和 r RAZA 
子 ,因此 每 一 个 必须 等 于 土 1. 这 样 如 果 y 是 有 理 数 的 话 ,只 能 取 值 
十 1 和 一 1. 把 这 些 数 代 人 这 个 方程 ,我 们 发 现 都 不 满足 . 所 以 y, 从 
而 正七 边 形 的 边 , 是 不 可 能 作 图 的 . 


号 5， 关于 化 圆 为 方 的 问题 


我 们 已 经 用 比较 初等 的 方法 处 理 了 售 立 方 体 、 三 等 分 角 和 和 作 正 
七 边 形 的 问题 . 化 圆 为 方 的 问题 比较 起 来 是 更 为 困难 的 ,而 且 需 要 高 
深 的 数学 分 析 方 法 . 由 于 一 个 半径 为 的 圆 的 面积 是 x”, 因 此 作 一 
个 面积 等 于 单位 圆 的 正方 形 ,相当 于 作 一 条 长 为 /x 的 线段 ,这 个 线 
段 将 是 所 求 正方 形 的 边 . 这 线段 是 否 可 以 作 图 等 价 于 数 "是否 可 以 
作 图 . 看 一 下 我 们 刻 划 可 作 图 量 的 特点 的 一 般 方 法 ,我们 可 以 这 样 来 
说 明 化 圆 为 方 问题 是 不 可 解 的 , 即 说 明 x 不 能 包含 在 由 有 理 数 域 Fo 
连续 添加 平方 根 而 达到 的 任意 域 F 中 . 由 于 任何 这 样 的 域 的 所 有 
元 素 都 是 代数 数 , 即 满足 整 系数 代数 方程 ,因此 只 要 能 说 明 不 是 代 
数 数 而 是 超越 数 ( 见 第 119 页 ) 就 够 了 . 

证 明 n 是 超越 数 的 技巧 是 厄 密 特 (C. Hermite,1822 一 1901) 给 
出 的 ,他 证 明了 数 。 是 超越 数 , HE CP. Lindemann) 稍 微 修改 了 一 
下 厄 密 特 的 方法 ,在 1882 年 成 功 地 证 明了 x 的 超越 性 ,从 而 完全 解 
决 了 化 圆 为 方 这 个 古老 的 问题 . 这 个 证 明 对 学 过 高 等 数学 分 析 的 学 
生来 说 是 能 理解 的 ,但 是 它 超出 了 本 书 的 范围 . 
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第 2 部 分 
作 图 的 各 种 方法 


$4 几何 变换 RR 
wi 一 般 说 明 


在 这 一 章 的 第 二 部 分 ,我 们 将 系统 地 讨论 某 些 可 以 应 用 于 作 图 
问题 的 一 般 原理 . 有 不 少 问题 ,从 “几何 变换 ”的 一 般 观 点 来 看 会 更 加 
清楚 . 因此 我 们 将 不 研究 个 别 的 作 图 问题 ,而 把 与 某 个 变换 过 程 相 联 
系 的 一 类 问题 作为 一 个 整体 同时 加 以 考虑 . 有 关 几 何 变换 类 的 概念 
能 使 问题 得 到 澄清 ,但 它 的 作用 决 不 限于 作 图 问题 ,而 是 影响 到 几何 
中 几乎 所 有 的 一 切 . 在 第 四 章 和 第 五 章 我 们 将 讨论 几何 变换 的 一 般 
情况 . 在 这 里 我 们 研究 一 种 特殊 类 型 的 变换 , 即 平面 对 圆 的 反 演 , 它 
是 对 直线 的 普通 反射 的 推广 . 

平面 到 它 自身 的 变换 或 映射 意味 着 这 样 一 个 规则 : 对 平面 上 的 
每 一 个 点 已 ,我 们 指定 另 一 点 P', 称 为 在 变换 下 的 象 ,点 P 称 为 
P' 的 原 象 . 把 一 条 给 定 的 直线 工 作为 镜子 ,平面 对 它 的 反射 是 这 种 
变换 的 一 个 简单 例子 , 即 对 工 一 侧 的 点 己 , 在 工 的 另 一 侧 存在 它 的 
象 P', 使 垂直 平分 线段 PP". 一 个 变换 可 以 使 平面 上 的 某 些 点 不 
动 ,在 反射 的 情况 下 ,L 上 的 点 就 是 不 动 的 . 

还 可 以 举 出 一 些 变换 ,例如 ,平面 围绕 着 一 个 固定 点 O 的 旋转 ; 
每 个 点 沿 着 一 固定 方向 以 一 定 的 距离 d 平移 (这 样 的 变换 没有 不 动 
点 ). 更 一 般 的 是 ,平面 的 刚体 运动 , 它 可 以 想象 为 旋转 变换 和 平移 变 
换 的 合成 . 


iP 
i 
' 
1 


1 
+} L 
1 
1 
i 
1 
i 


Pp’ 
图 37 点 对 直线 的 反射 图 38 点 对 圆 的 反 演 


现在 使 我 们 感 兴趣 的 特殊 类 型 的 变换 是 对 圆 的 反 演 (有 时 人 们 

也 称 之 为 圆 反射 ,因为 在 原 象 和 象 之 间 , 它 所 表示 的 关系 和 圆 镜 反 射 

类 似 ). 在 一 确定 的 平面 上 , 设 C 是 以 O 为 中 心 ( 称 为 反 演 中 心 )r 为 

半径 的 给 定 圆 . 点 P 的 象 定义 为 这 样 的 点 已 , 它 位 于 直线 OP 上 ,和 
P HEO 的 一 边 , 且 使 得 

OP .OP' =r. (1) 


点 已 和 已 称 为 关于 C 的 反 演 点 . 由 这 定义 得 知 ,如 果 P' 是 P 的 反 演 
点 , 则 了 是 P' 的 反 演 点 . 一 个 反 演 使 圆 C 的 内 部 变换 为 圆 外 部 , 因 
为 对 OP < r RATE OP’ > ~, 而 对 OP >r RA OP! 一 平面 
上 只 有 圆 C 本身 的 点 在 反 演 下 保持 不 变 . 

规则 (1) 没 有 定义 圆心 O 的 象 . 显然 ,如 果 动 点 已 趋 近 于 O, 则 
象 P' 将 越 来 越 远 地 往 平面 外 退去 . 由 此 ,有 时 我 们 说 ,在 反 演 下 O 本 
身 对 应 着 无 穷 远 点 . 引进 了 这 个 术语 ,我 们 就 可 以 说 ,一 个 反 演 毫 无 
例外 地 建立 了 平面 上 的 点 和 它 的 象 之 间 的 一 一 对 应 关系 : 平面 上 的 
每 一 个 点 有 一 个 且 仅 有 一 个 象 ,而 且 它 本 身 是 一 个 且 仅 是 一 个 点 的 
原 象 . 这 个 性 质 是 前 面 考 虑 过 的 所 有 变换 都 具备 的 . 


2. 反 演 的 性 质 


反 演 最 重要 的 性 质 是 把 直线 和 圆 变 成 直线 和 圆 . 更 确切 地 说 ,我 
们 将 表明 ,经 过 反 演 
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(a) 过 O 的 一 条 直线 变 成 过 O 的 一 条 直线 ; 

(b) 不 过 O 的 一 条 直线 变 成 过 O 〇 的 一 个 圆 ; 

(c) 过 O 的 一 个 圆 变 成 不 过 O 的 一 条 直线 ; 

(d) 不 过 O 的 一 个 圆 变 成 不 过 O 的 一 个 圆 . 

命题 (a) 是 显然 的 ,因为 由 反 演 定义 ,直线 上 任 一 点 的 象 在 同一 
直线 上 ,所 以 虽然 直线 上 的 点 是 交换 了 ,但 直线 作为 一 个 整体 仍然 变 
为 它 本 身 . 

为 了 证 明 命 感 (b), 由 @ 作 的 垂 线 ( 图 39). 设 A 是 垂 线 和 工 
的 交点 ,A 是 A 的 反 演 点 . Hi L EE-S PLAS 已 是 它 的 反 演 
点 ,由 于 OA + OA’ = OP + OP’ =r, 得 

an’ _ oP 
OP OA* 

因此 三 角形 OP'A' 和 三 角形 OAP 相似 , 角 OP'A' 是 直角 . 由 初等 几 
何 得 知 , 已 在 以 OA ' 为 直径 的 圆 K 上 ,所 以 工 的 反 演 就 是 这 个 圆 . 这 
就 证 明了 (b). 现在 命题 (c) 可 由 下 一 事实 立即 推出 : 由 于 工 的 反 演 
为 K, 所 以 K WRH L. 

剩 下 要 证 明 的 是 命题 (d). 设 K 是 任 
意 一 个 不 经 过 O 的 圆 ,圆心 为 M, 半 径 为 
k. 为 了 得 到 它 的 象 ,我 们 过 O 作 一 直线 
交 K 于 A、B, 然 后 确定 当 经 过 O 〇 的 直线 
以 所 有 可 能 方式 和 天 相交 时 象 A'、B' 如 
何 变化 . 用 a、6、a'、b、m 表示 距离 
OA, OB, OA’, OB’, OM,t 表示 从 OO 〇 到 
K 的 切线 长 . 按 反 演 定义 ,我 们 有 aa’ = 
bb 二 户 , 根 据 圆 的 初等 性 质 我 们 有 ab =t. 如 果 用 第 二 个 关系 式 除 
第 一 个 关系 式 , 就 可 得 到 
a _b_r 2 


==, 


6 a oF 


Bp? 是 只 依赖 于 r 和 上 的 常数 , 它 对 A, B 的 所 有 位 置 都 是 一 样 


图 39 直线 工 对 圆 的 反 演 


，164。 什么 是 数学 


的 .过 4' 我 们 画 一 条 平行 于 BM 的 直线 交 OM 于 Q, 记 OQ = q, 
AQ = p, WZ =S =£, 或 


m b 


, , 
a=", mc’, p RS kc?. 


这 意味 着 无 论 A4、B 的 位 置 如 
何 ,Q 总 是 在 OM 的 同一 位 置 
上 ,并 且 和 AQ 的 距离 保持 不 


变 .同样 ,由 多 一 如 ,得 BQ = 


e 因此 K 上 所 有 点 A、B 的 象 
图 40 加 的 反 演 和 Q 的 距离 总 是 等 于 p, 即 KK 的 
象 为 一 贺 . Cd) 得 证 . 


3. 反 演 点 的 几何 作 图 


下 述 定理 将 在 这 节 的 第 四 小 节 用 到 : 一 给 定点 尸 对 圆 C 的 反 演 
点 PP 在 几何 上 只 用 圆规 即 可 作出 . 我 们 首先 考虑 给 定点 已 位 于 圆 C 
外 的 情况 . 以 P 为 中 心 ,OP 为 半径 画 一 弧 交 C FAR AS. 以 这 两 
个 点 为 中 心 ,r 为 半径 画 两 个 弧 , 它 们 相交 于 O 及 直线 OP 上 的 一 点 
P’. 在 等 腰 三 角形 ORP 和 ORP' 中 ， 

ZORP = ZROP = ZOP’R. 
所 以 这 两 个 三 角形 相似 ,因此 

Z = GE ROP « OP’ =r. 
| 从 而 已 为 所 求 的 了 的 反 演 ,这 就 是 我 们 所 要 作 的 . 

如 果 给 定 的 点 PUFA C 内 部 ,只 要 以 P 为 中 心 ,OP 为 半径 
的 圆 交 C 于 两 个 点 ,同样 的 作 图 和 证 明 仍然 成 立 . 否则 ,采用 下 面 的 
简单 技巧 ,我 们 可 以 把 反 演 点 P' 的 作 图 化 为 上 面 的 情况 . 

首先 我 们 看 到 ,只 用 圆规 我 们 能 在 过 两 个 定点 A、O 的 连 线 上 
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找到 一 点 C 使 AO = OC. 为 此 ,我 们 以 O 为 中 心 ,r = AO 为 半径 画 
一 圆 ,在 这 圆 上 以 A 为 起 点 标 出 点 P, Q, C, 使 AP = PQ=QC = 
二 这 时 C 就 是 所 求 的 点 ,因为 三 角形 AOP, OPQ, OQC 是 等 边 的 ， 
所 以 QA 和 OC 形成 一 个 180 的 角 , 且 OC = OQ = OA. 重复 这 个 
过 程 ,我 们 能 轻易 地 将 AO 延长 任意 倍 . 顺便 指出 ,由 于 线段 AQ 的 长 
为 rV3( 这 一 点 读者 容易 验证 ). 我 们 不 用 直 尺 就 从 单位 长 出 发 作出 了 V3. 


图 41 贺 外 一 点 的 反 演 图 42 把 一 个 线段 加 售 


现在 我 们 能 作出 圆 C 内 任 一 点 P 的 反 演 点 . 首先 我 们 能 在 OP 
上 找到 一 点 尺 , 它 和 O 〇 的 距离 是 OP 的 一 整数 倍 ,而 且 位 于 C 外 ， 
OR = n+ OP. 
要 做 到 这 一 点 ,只 须 连续 用 圆规 标 
出 距离 OP 直到 C 外 . 现在 我 们 用 


先前 给 出 的 作 图 法 求 出 R 的 反 演 
ALR’, FE i id 
7 =OR'+OR 
= OR’ + (nOP) 43 圆 内 一 点 的 反 演 
= (nOR’) » OP. 


因此 ,满足 OP” = nOR’ 的 点 P', 就 是 所 求 的 反 演 点 . 
4， 只 用 圆规 如 何 二 等 分 一 线段 及 求 圆心 
现在 我 们 已 经 学 会 了 只 用 圆规 如 何 求 出 一 给 定点 的 反 演 点 ,这 
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样 我们 就 能 进行 某 些 有 趣 的 作 图 了 . 例如 ,考虑 只 用 圆规 求 出 两 给 定 
点 A,B 之 间 的 中 点 问题 (不 可 以 划 直 线 !) 作 法 是 这 样 的 : 以 B 为 
圆心 ,AB 为 半径 画 圆 . 以 A 为 起 点 ,AB 为 半径 标 出 三 段 弧 , 最 后 一 
点 C 将 落 在 直线 AB 上 , 旦 有 AB = BC. 现在 以 A 为 圆心 ,AB 为 半 
径 画 圆 . S C 为 C 关于 这 个 圆 的 反 演 点 , 则 

AC’ + AC = AB? 

AC’ . 2AB = AB? 

2AC’ = AB. 


因此 C 是 所 求 的 中 点 . 


Or 


图 44 求 线段 中 点 图 45 RB 


另 一 个 用 到 反 演 点 的 圆规 作 图 是 , 设 有 某 个 其 圆心 未 知 ,但 给 定 
了 圆周 的 圆 , 求 该 圆 的 圆心 . 我 们 在 圆周 上 任 取 一 点 ,以 它 为 中 心 
画 一 圆 交 给 定 圆 于 RAS. 以 这 两 点 为 中 心 , RP = SP 为 半径 画 二 
弧 相交 于 点 Q. 和 图 41 比较 ,可 以 看 出 未 知 圆心 EQ FAP H 
圆心 的 圆 的 反 演 . 所 以 Q 只 用 圆规 就 能 作出 . 


§5 用 其 他 工具 作 图 只 用 圆规 的 马 软 罗 尼 作 图 
Ti 倍 立方 体 的 古典 作 图 
直到 现在 ,我 们 考虑 的 仅仅 是 只 用 圆规 和 直 尺 的 几何 作 图 问题 . 
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如 果 人 允许 用 其 他 工具 的 话 , 可 能 的 作 图 种 类 自然 就 扩大 了 . 例如 , 希 
腊 人 用 如 下 方式 解决 倍 立方 体 问题 . 考虑 (如 图 46) 一 个 刚性 的 直角 
MZN 和 一 个 可 移动 的 直角 十 字 架 B, VW，PQ. 此 外 ,两 个 附加 的 
边 RS 和 TU 允许 在 直角 边 上 垂直 滑动 . 在 这 十 字 架 上 选取 两 个 固 
AER E RIG, (849 GB = a MBE = f 为 预先 给 定 的 长 度 .适当 移动 十 
字 架 使 和 G 相应 地 位 于 NZ 和 MZ 上 ,再 滑动 TU 和 RS 两 个 边 ， 
我 们 就 能 使 整个 仪器 成 为 这 样 的 状态 ,十 字 架 的 直 杆 BW, BQ, BV 
通过 和 矩形 ADEZ 的 顶点 A, D, E. 如 果 f > a, 这 样 一 种 安排 总 是 可 
能 的 . 我 们 立刻 看 到 a : zx 二 工 : y 二 y: f. 这 时 如 果 把 仪器 调整 得 使 
了 等 于 24a, 则 有 = 20°. 因此 这 将 是 这 样 一 个 立方 体 的 边 , 它 的 体 
积 是 以 为 边 的 立方 体 的 体积 的 二 倍 . 这 就 是 倍 立方 体 问题 所 要 求 
的 解 . 


46 售 立 方 体 的 一 个 工具 


2. RIRF ARAM 


允许 使 用 各 种 各 样 的 仪器 ,我 们 就 能 解决 很 多 的 作 图 问题 ,这 当 
然 是 很 自然 的 . 于 是 人 们 可 能 认为 ,更 多 地 限制 可 使 用 的 仪器 将 缩小 
可 作 图 的 范围 . 然而 意大利 人 马 软 罗 尼 (Mascheroni,1750 一 1800) 却 
发 现 了 一 个 令 人 吃惊 的 事实 : 所 有 用 圆规 和 直 尺 可 以 实现 的 几何 作 
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图 ,只 用 圆规 也 都 能 作出 . 当然 不 用 直 尺 我 们 不 能 画 出 连接 两 点 的 直 
线 ,所 以 这 个 基本 作 图 实际 上 不 包括 在 马 歌 罗 尼 的 理论 中 . 为 了 补救 
这 一 点 ,我 们 必须 把 一 条 直线 想象 成 是 由 它 上 面 的 任意 两 点 所 给 定 
的 . 我 们 可 以 只 用 圆规 找 出 以 这 种 方式 给 定 的 两 条 直线 的 交点 ,同样 
地 ,可 以 找 出 一 条 直线 和 一 给 定 圆 的 交点 . 

马鞭 罗 尼 作 图 最 简单 的 例子 可 能 是 作 -线段 AB 的 两 售 . 它 的 
解法 在 第 165 页 已 经 给 出 . 在 第 166 页 我 们 二 等 分 了 一 直线 段 现在 
我 们 要 解决 当 圆心 O 已 知 时 , 贺 上 给 定 弧 AB 的 二 等 分 问题 , 作法 
如 下 : LAMB 为 圆心 ,AO 为 半径 画 两 个 弧 , 从 O 标 出 弧 上 两 点 
P,Q, 使 OP 和 OQ 等 于 AB. 然 后 以 P 和 Q 为 圆心 ,PB 和 QA 为 半 
径 画 两 个 弧 相 交 于 R. 最 后 以 OR 为 半径 ,以 P 或 Q 为 圆心 画 一 弧 
与 AB 相交 ,这 交点 就 是 所 求 的 弧 AB 的 中 点 . 这 个 证 明 留 给 读者 作 
WHA. 

若 对 于 用 圆规 和 直 尺 可 能 实现 的 每 一 个 作 图 问题 ,都 实际 地 给 
出 其 只 用 圆规 的 作 图 方法 ,以 此 来 证 明 马 鞭 罗 尼 的 一 般 定理 是 不 可 
能 的 . 因为 可 作 图 的 问题 的 数目 不 是 有 限 的 . 但 是 ,通过 证 明 下 述 四 
种 基本 作 图 都 可 以 只 用 圆规 来 实现 ,我 们 就 能 达到 同样 的 目的 : 

L 给 定 圆心 和 半径 , 画 一 加 
x 2、 求 两 个 圆 的 交点 . 
3. 求 一 条 直线 和 一 个 加 的 交点 . 


af Sy 4, 求 两 条 直线 的 交点 . 
E See: 通常 意义 下 ( 指 只 用 圆规 和 直 尺 ) 的 任 
何 几何 作 图 都 是 由 一 连 串 有 限 个 这 些 
图 47 用 圆规 二 等 分 ”初等 作 图 构成 的 . 显然 前 两 个 只 用 图 
规 是 可 以 实现 的 . 为 了 解决 比较 困难 
的 问题 3 和 4, 要 依靠 上 一 小 节 介 绍 的 反 演 性 质 . 


现在 我 们 来 解决 问题 3, 即 求 圆 C 和 由 A, B 两 点 给 定 的 直线 
的 交点 . 以 A 和 B 为 圆心 ,AO 和 BO 为 相应 的 半径 , 画 两 个 弧 相 交 
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于 P. 现在 利用 第 164 页 的 方法 ,只 用 圆 
规 确定 PRIA C 的 反 演 点 Q 再 画 出 
以 Q 为 中 心 ,OQ 为 半径 的 圆 ( 它 必 定 与 
圆 C 相 交 ); 此 圆 与 给 定 贺 C 的 交点 工 
和 己 就 是 所 求 的 点 . 为 了 证 明 这 一 点 ， 
我 们 只 需要 说 明 由 zx 和 zx 到 O 和 PP 是 
等 距离 的 ,因为 从 作 图 得 知 A，B 就 是 


图 48 圆 和 不 过 圆心 的 
如 此 . 这 一 点 由 如 下 事实 可 得 : 由 Q 的 ERRIA 


反 演 点 到 x 和 x 的 距离 等 于 C 的 半径 


(第 164 页 ). 注意 ,过 zx, r, O 〇 的 圆 是 直线 AB 的 反 演 ,因为 这 个 
圆 和 直线 AB 都 与 C 交 于 相同 的 点 (圆周 上 的 点 是 它们 自己 的 反 
演 ). 

这 个 作 图 方法 仅 当 直线 AB 通过 C 的 圆心 时 才 无 效 . 然而 这 
时 可 以 通过 第 168 页 给 出 的 作 图 方法 来 求 交点 , 它 是 C 上 的 弧 
BB: 的 中 点 ,其 中 Bl 和 Bs 是 以 B 为 圆心 的 任意 圆 与 C 
的 交点 . 


图 49 圆 和 过 圆心 的 直线 的 交点 图 50 两 条 直线 的 交点 


求 一 圆 , 它 是 连接 两 个 给 定点 的 直线 的 反 演 ,这 个 方法 能 立刻 给 
出 问题 4 的 解 . 假设 给 定 两 条 直线 AB 和 A'B'( 图 50). 在 平面 上 画 任 
意 圆 C, 且 用 前 面 的 方法 求 出 AB 和 AB' 的 反 演 圆 . 这 两 个 圆 相交 于 O 
AAA Y. Y 的 反 演 点 X 就 是 所 求 的 交点 ,并 且 能 用 前 面 用 过 的 方 
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法 作出 . X 是 所 求 的 点 ,这 是 显然 的 ,因为 了 是 AB 和 A'B' 的 公共 点 的 
唯一 的 反 演 点 ,因此 Y 的 反 演 点 X 必须 同时 在 AB 和 A'B' 上 . 

有 了 这 两 个 作 图 ,我 们 就 证 明了 只 用 圆规 的 马 软 罗 尼 作 图 与 用 
圆规 和 直 尺 的 通常 几何 作 图 之 间 的 等 价 性 . 我 们 没有 致力 于 对 一 个 
个 问题 提供 巧妙 的 解法 ,因为 我 们 的 目的 是 着 重 于 对 马 软 罗 尼 作 图 
从 总 的 方面 作 某 些 考察 . 但 是 ,现在 我 们 要 给 出 作 正 五 边 形 的 例子 . 
更 确切 地 说 ,我 们 要 在 圆周 上 找 五 个 点 ,它们 是 圆 内 接 正 五 边 形 
的 顶点 . 

设 A 是 给 定 贺 K 上 的 任意 点 . 内 接 正六 边 形 的 边 长 等 于 K 的 半 
12. 因此 我 们 能 找 出 圆 K ES B, C, D, 使 人 B = BC = GD = 60° 

(图 51). LAM DABL,AC 为 半径 ,我 

o 们 画 两 个 弧 相交 于 X. 因此 如 果 O 是 K 的 

圆心 ,一 个 以 A 为 圆心 ,OX 为 半径 的 弧 将 

交 K 于 把 的 中 点 正 ( 见 第 168 页 ). 现在 我 

4 D 们 以 正 为 圆心 ,K 的 半径 为 半径 画 一 弧 交 

K FG AH. RAY SG AH HRS 

K FOX ii OP FY AX 之 间 . 则 AY SF 

图 51 正 五 边 形 的 作 图 “所 求 的 正 五 边 形 的 边 . 证 明 留 给 读者 作 练习 . 
注意 在 作 图 中 仅仅 用 了 三 种 不 同 的 半径 . 

1928 年 丹麦 数学 家 吉尔 姆 斯 累 夫 (Hjelmslev) 在 哥本哈根 的 一 
家 书店 里 发 现 了 一 本 书 :《 欧 几 里 得 。 丹麦 本 》(Euclides Danicus), 
是 一 个 不 出 名 的 作者 莫 尔 (G. Mohr) E 1672 年 出 版 的 . 从 书 名 来 
看 ,人 们 可 能 以 为 这 不 过 是 欧 几 里 得 (原本 ) 的 一 个 译本 或 译注 . 然而 
当 吉 尔 姆 斯 累 夫 查阅 这 本 书 时 ,他 惊奇 地 发 现 , 它 实质 上 包含 了 马 于 
罗 尼 问题 ,而 且 早 在 马 葡 罗 尼 之 前 已 经 完全 解决 了 这 个 问题 . 

习题 : 下 面 是 关于 莫 尔 作 图 的 描述 . 验证 它们 的 合理 性 . 为 什么 它 


们 解决 了 马 软 罗 尼 问题 ? 
D 在 一 个 长 为 p 的 线段 AB 上 , 作 一 垂 线 BC. (提示 : KEK AB F| D 
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点 使 AB = BD, 以 A, DD 为 圆心 画 任意 圆 ,从 而 确定 C. ) 
2) 在 平面 上 给 定 长 为 p, 4 的 两 个 线段 ,这 里 p>q 利用 1) 作 一 长 为 
r= VP 的 线段. 
D 从 一 给 定 线段 a 作 线段 avV2. (提示 : 注意 (evV2): = 
(av3)2 一 az. ) 
4) 用 给 定 线段 p, q 作 一 线段 x = JP +e. (提示 : 用 关系 式 
ZT = 2p 一 (pr? 一 9 ).) 求 作 其 他 类 似 的 图 . 
D 平面 上 给 定 长 为 如 和 4 的 线段 ,用 前 面 的 结果 作 长 为 p 十 q, p 一 gq 
的 线段 . 
6) 验证 并 且 证 明 下 面 在 长 为 a 的 线段 AB 上 求 中 点 M 的 作 图 . 在 
AB 的 延长 线 上 求 出 C, D, 使 CA = AB = BD. 作 等 腰 三 角形 ECD ,其 中 
EC = ED = 2a, 求 出 以 EC 和 ED 为 直径 的 圆 的 交点 M. 
7) 作 点 A 在 直线 BC 上 的 垂 足 . 
D 给 定 线段 a, p 和 9g, 作 z 使 7 :a 二 p:q. 
9) AERE a Hb, fE x= ab. 
施 泰 纳 (J. Steiner, 1796~1863) 9 BRP JE KERI RE RE 
以 直 尺 替代 圆规 , 仅 以 它 为 工具 来 作 图 . 当然 只 用 直 尺 不 能 超出 一 个 
给 定 的 数 域 ,因此 对 经 典 意义 下 的 所 有 几何 作 图 来 说 , 它 是 不 够 的 . 
然而 引 人 注 目的 是 , 施 泰 纳 可 以 把 圆规 的 使 用 只 限于 一 次 . 他 证 明 
了 ,在 平面 上 ,只 要 给 定 一 固定 圆 和 它 的 圆心 ,那么 凡是 能 用 圆规 和 
直 尺 实现 的 各 种 作 图 ,都 可 以 只 用 直 尺 来 作 . 这 些 作 图 需要 运用 一 些 
射影 方法 ,我们 将 在 后 面 加 以 说 明 ( 见 第 210 页 ). 
* 这 个 圆 和 它 的 圆心 是 不 可 缺少 的 . 例如 ,只 给 定 一 个 圆 而 没 给 出 圆 
心 ,就 不 可 能 只 用 直 尺 找 出 它 的 圆心 .为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 需要 用 到 后 
面 将 要 讨论 的 一 个 事实 (第 230 页 ): 存在 具有 下 述 性 质 的 平面 到 它 自身 
的 变换 ,(a) 给 定 的 圆 在 这 变换 下 不 变 .(b) 任意 直线 变 成 直线 . (c) 给 定 
的 圆心 变 到 其 他 某 个 点 . 仅仅 是 这 样 一 个 变换 的 存在 ,就 表明 了 只 用 直 尺 
作 这 个 给 定 圆 的 圆心 是 不 可 能 的 . 因为 ,只 要 这 样 的 作 图 是 可 行 的 , 它 不 
外 乎 将 通过 画 若干 条 直线 、 求 它们 之 间 的 交点 以 及 求 它们 和 这 给 定 圆 的 
交点 来 实现 . 现在 如 果 对 给 定 圆 加 上 在 作 图 中 产生 的 所 有 点 和 直线 所 组 
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成 的 整个 图 形 实施 我 们 假设 存在 的 这 个 变换 , 则 变换 后 的 图 形 将 满足 作 
图 的 所 有 要 求 ,但 是 其 结果 将 产生 一 个 不 是 给 定 圆 的 圆心 的 点 . 因此 这 样 
的 作 图 是 不 可 能 的 . 


喇 3， 用 机 械 工具 作 图 机 械 曲线 旋 轮 线 


设计 机 械 工具 用 来 画 圆 和 直线 以 外 的 曲线 ,我 们 就 能 大 大 扩充 
作 图 的 范围 . 例如 ,如 果 我 们 有 一 个 画 双 曲 线 zy 二 的 工具 和 另 一 
个 画 抛物 线 y = az? 十 好 十 c 的 工具 , 则 任何 一 个 可 归结 为 三 次 方程 
ar3 十 &r2 十 cr =k (1) 
的 问题 都 可 以 用 这 些 工具 通过 作 图 来 解决 . 因为 如 果 我 们 令 
ay =k, y = axr? +br +c, (2) 
y 则 解 方程 (1) 相 当 于 通过 消去 y 来 解 联 
yeaxtbxte 立方 程 (2), 即 (1) 的 根 就 是 (2) 中 的 双 曲 
线 和 抛物 线 的 交点 的 z 坐标 . 因此 如 果 
我 们 有 一 些 工具 可 用 来 画 方程 (2) 的 双 
曲线 和 抛物 线 的 话 ,那么 就 可 以 用 作 图 
方法 来 解 (1). 
自古 以 来 ,数学 家 就 知道 有 许多 有 
图 52 三 次 方程 的 图 解 ” 趣 的 曲线 能 用 简单 的 机 械 工 具 来 确定 和 
作 图 . 在 这 些 “ 机 械 曲 线 ” 中 , 旋 轮 线 ( 也 
称 摆 线 ) 是 最 引 人 注 目的 , 托 勒 密 (Ptolemy, 约 公元 200 年 ) 以 十 分 巧 
妙 的 方式 用 它们 来 描述 太空 中 行星 的 运动 . 


i 
UN i 
P; 


图 53 ERR . 
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如 果 一 个 圆 沿 着 一 直线 无 滑动 地 滚动 , 则 圆周 上 某 一 固定 点 所 描 
出 的 曲线 就 是 最 简单 的 旋 轮 线 . 图 53 表明 了 这 滚动 着 的 圆 上 一 点 P 
的 四 个 位 置 . 旋 轮 线 的 一 般 形状 是 支撑 在 这 直线 上 的 一 系列 拱 形 线 . 

如 果 把 点 卫 选 在 圆 的 内 部 (如 在 一 个 轮子 的 辐 条 上 ) 或 在 圆 半 
径 的 延长 线 上 (如 在 火车 轮 的 凸 缘 轮 上 ) ,就 可 以 得 到 这 种 曲线 的 不 
同 变形 . 图 54 表明 了 这 两 种 曲线 . 


图 54 一 般 旋 轮 线 


旋 轮 线 的 进一步 变形 可 以 这 样 来 得 到 ,让 一 个 圆 不 是 在 直线 上 而 是 
在 另 一 个 圆 上 滚动 如 果 滚 动 着 的 半径 为 r 的 圆 c 内 切 于 较 大 的 半径 为 
及 的 圆 C, 则 c 的 圆周 上 一 固定 点 的 轨迹 为 图 内 旋 轮 线 (或 内 摆 线 ). 

如 果 圆 恰好 滚 过 C 的 整个 圆周 ,只 有 当 C 的 半径 为 c 的 半径 
的 整数 倍 时 ,点 书 才 能 回 到 它 原来 的 位 置 . 图 55 说 明了 R= 3r 的 情 


形 . 更 一 般 地 ,如 果 C 的 半径 为 的 半径 的 严 倍 , 则 这 圆 内 旋 轮 线 要 


绕 C 转 n 周 之 后 才 闭合 , 它 是 由 m 个 拱 形 线 组 成 的 . 一 个 有 趣 的 特 
殊 情况 出 现在 R= 2r 时 ,这 时 内 圆 的 任 一 点 将 描 出 大 圆 的 一 个 直 
径 ( 图 56). 对 这 一 事实 的 证 明 , 我 们 把 它 当 作 一 个 习题 留 给 读者 . 


图 55 圆 内 三 尖 旋 轮 线 图 56 一 个 圆 在 另 一 个 半径 是 其 二 倍 的 
圆 内 滚动 时 , 圆 上 一 点 作 直线 运动 
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滚动 一 个 圆 使 它 外 切 于 一 个 固定 圆 ,还 能 产生 另 一 种 旋 轮 线 . 这 
样 的 曲线 称 为 圆 外 旋 轮 线 (或 外 摆 线 ). 


号 “4. 连 杆 ” 波 西 里 叶 和 哈 特 的 反 演 器 


现在 我 们 暂且 丢 开 旋 轮 线 这 一 课题 (它们 将 在 一 个 预料 不 到 的 
地 方 再 次 出 现 ) 而 来 考虑 产生 曲线 的 其 他 方法 . 画 曲线 的 最 简单 的 机 
械 工具 是 连 杆 . 连 杆 是 一 组 刚体 小 杆 用 轴 以 某 种 方式 连接 在 一 起 的 ， 
整个 系统 要 有 适当 的 活动 自由 ,使 得 它 上面 的 某 一 点 能 描绘 出 特定 
的 曲线 . 圆规 实际 上 就 是 一 个 简单 的 连 杆 ,从 原理 上 讲 , 它 就 是 由 钉 
在 一 个 点 上 的 单个 杆 组 成 的 . 

连 杆 在 机 械 作 图 中 已 经 使 用 了 很 久 . 历史 上 最 著名 的 例子 是 “ 瓦 
特 平行 四 边 形 ”. 瓦特 (J. Watt) 发 明 它 是 为 了 把 他 的 蒸汽 机 的 活塞 
和 飞轮 上 的 一 点 连结 起 来 ,使 飞轮 的 旋转 运动 变 成 活塞 的 直线 运动 
瓦特 的 解 只 是 近似 的 ,而 作 一 个 连 杆 以 推动 一 个 点 精确 地 作 直 线 运 
动 的 问题 ,尽管 有 许多 著名 的 数学 家 致力 于 此 ,过 去 却 一 直 没 能 解 
决 ,有 一 个 时 期 ,关于 某 些 问题 的 解 的 不 可 能 性 的 证 明 引 起 了 人 们 的 
广泛 注意 ,于 是 出 现 了 一 种 猜测 , 以 为 作 这 样 的 连 杆 是 不 可 能 的 . 
1864 年 ,法 国 海军 军官 波 西里 叶 (Peaucellier) 发 明了 一 个 简单 的 连 
杆 解决 了 这 个 问题 ,这 在 当时 引起 了 篆 动 . 但 是 由 于 引进 了 有 效 的 润 
滑 剂 ,蒸汽 机 的 这 个 技术 问题 已 经 失去 了 它 的 意义 . 


图 57 旋转 转化 为 直线 运动 


波 西里 叶 连 杆 的 作用 在 于 把 圆周 运动 变 成 直线 运动 . 它 建立 在 
84 讨论 的 反 演 理论 的 基础 上 . 如 图 58 所 示 , 这 连 杆 由 七 个 刚体 小 
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村 组 成 ,其 中 两 个 长 为 1, 四 个 长 为 ,第 七 个 为 任意 长 .O 和 R 是 两 
个 固定 点 , 置 于 使 OR = PR 的 位 置 上 . 整个 装置 按照 这 些 给 定 的 条 
件 自由 地 运动 . 我 们 要 证 明 , 当 P 以 R 为 中 心 PR 为 半径 描 出 一 个 图 
时 ,O 将 描 出 一 条 直线 段 . 用 工 表示 由 S 到 OQ 的 垂 线 的 垂 足 ,我 们 
看 到 
OP + OQ = (OT — PT)(OT + PT) = OT’ — PT’ 
= (OT? + ST’) — (PT? + ST’) =? — è. 
fit ee 是 常数 , 记 为 声 . 由 于 OP -OQ=7, P 和 Q 是 关于 以 O 为 
圆心 ,r 为 半径 的 圆 的 反 演 点 . 当 已 描 
出 一 圆周 路 程 时 ( 它 经 过 O),Q 描 出 该 
圆周 的 反 演 曲线 . 这 曲线 必定 是 一 直 
线 ,因为 我 们 已 经 证 明了 过 O 的 圆 的 反 “ 
演 是 一 直线 , 因此 Q 的 路 程 是 一 直线 而 
无 须 用 直 尺 来 画 . A 
解决 同样 问题 的 另 一 种 连 杆 是 哈 图 58 把 旋转 运动 变 成 直 
特 (Hart) 的 反 演 工 具 . 如 图 59, 它 是 由 alt 
五 根 杆 联结 而 成 的 . 其 中 AB = CD, BC =AD, KO, PAIQ 分 别 固 
定 在 杆 AB, AD MCB 上 , 且 使 如 = AP CQ m, woms 


定 在 平面 上 使 OS 二 PS, 而 连 杆 的 其 余部 分 可 以 自由 运动 . 显然 AC 
总 是 平行 于 BD W. 因此 ,O、P MQ HA OP 平行 于 AC. 画 AE 
和 CF 垂直 于 BD ,我 们 有 


AC + BD = EF + BD = (ED + EB)(ED — EB) 


= ED? 一 EB:. 
但 是 ED? + AE* = AD?, EB? + AE? = AB:, 因 此 ED? 一 EB? = 


2 OP _ AO m QO _ OB n 
AD AB. HERD AB m+n BAC = AB mtn 于 是 
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OP OQ [ cart JBP 0 [a aD’ ABS 这 个 


量 对 连 杆 的 所 有 可 能 位 置 都 是 一 样 的 ,所 以 PQ 是 关于 某 个 以 O 
为 圆心 的 圆 的 反 演 点 . 当 连 杆 运 动 时 ， 
卫 描 出 一 个 以 $S 为 圆心 而 过 O HA, 
因而 它 的 反 演 点 Q 描 出 一 直线 . 

至 少 从 原理 上 讲 , 能 描画 椭圆 、 双 
曲线 ,实际 上 ,能 描画 由 任意 次 代数 方 
B f(z, y) = 0 给 出 的 曲线 的 其 他 连 
杆 都 可 设计 出 来 . 


E__B 
/ 

1 

1 

1 

i 

2 NI 


A 
A 


图 59 RT RTA 


$6 再 谈 反 演 及 其 应 用 
1. 角 的 不 变性 BK 


虽然 圆 的 反 演 大 大 改变 了 几何 图 形 的 样子 ,然而 值得 注意 的 是 ， 
新 的 图 形 继续 保持 旧 的 图 形 的 许多 性 质 . 有 一 些 性 质 在 变换 下 不 变 ， 
即 具有 “不 变性 ”. 如 我 们 所 知 , 反 演 把 圆 和 直线 变 成 圆 和 直线 . 现在 
我 们 添上 另 一 个 重要 性 质 : 两 条 直线 或 曲线 的 夹 角 在 反 演 下 是 不 变 
的 . 即 任意 两 条 相交 的 曲线 在 反 演 下 变 成 另外 两 条 曲线 ,它们 仍然 相 
交 且 交 成 同样 的 角 . 当然 ,两 条 曲线 之 间 的 夹 角 是 指 它们 的 切线 之 间 
的 夹 角 . 

其 证 明 可 以 从 图 60 看 出 ,这 个 图 表明 一 条 曲线 C 和 一 条 直线 
OL ZFA P 的 这 种 特殊 情形 . C 的 反 演 C' 交 OL 于 反 演 点 P', 因 为 
OL 是 它 自身 的 反 演 ,P' 仍 在 OL 上 . 现在 我 们 要 说 明 OL 与 C 在 P 
点 的 切线 之 间 的 夹 角 zo 在 数值 上 将 等 于 相应 的 角 yo 为 此 我 们 选 
取 曲 线 C 上 靠近 P 的 一 点 A, 且 画 割 线 AP. A 点 的 反 演 是 A', 它 同 
时 在 直线 OA 和 曲线 C' 上 ,因此 必定 是 它们 的 交点 . 我 们 画 割 线 
A'P', 由 反 演 定义 可 知 
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r =OP .OP' 一 Q4 .Q4'， 
OP _ QA’ 

或 OA = OP” 

即 三 角形 OAP AOA P'U. 因此 角 z EFO P ,我 们 称 之 为 
yy 我 们 的 最 后 一 步 是 让 A 沿 着 C 移动 到 PP 点 . 这 导致 割 线 AP 转 到 
CEP 点 的 切线 位 置 上 ,而 角 工 趋 于 zo. 同时 A' 将 到 达 P',A'P' 将 
转 到 PP' 点 的 切线 上 , 角 y 趋 于 yo. 由 于 在 A 的 每 一 个 位 置 上 z 等 于 
y ,通过 取 极 限 我 们 一 定 有 to = yo. 


图 60 在 反 演 下 , 角 的 不 变性 


但 是 我 们 的 证 明 只 完成 了 一 部 分 ,因为 我 们 仅仅 考虑 了 曲线 和 
一 条 过 O 的 直线 相交 的 情况 . 关于 两 条 曲线 C, CE 已 点 形成 一 角 
z 的 一 般 情况 ,现在 是 容易 处 理 的 . 因为 ,显然 直线 OPP 分 为 两 个 
角 ,而 我 们 知道 每 一 个 角 在 反 演 下 是 不 变 的 . 


应 当 注 意 ,虽然 反 演 保持 了 角 的 数值 ,但 它 改变 了 角 的 方向 ; 即 如 果 

过 尸 的 一 条 射线 以 逆 时 针 方向 扫 过 角 z, 则 它 的 象 以 顺 时 针 方 
向 扫 过 角 yo- 

在 反 演 下 , 角 的 不 变性 的 一 个 特殊 推论 是 ,两 个 正 交 ( 即 交 成 直 

角 ) 的 圆 或 直线 经 过 反 演 仍然 正 交 , 而 两 个 相 切 ( 即 交 成 零度 角 ) 的 圆 
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仍然 保持 相 切 . 

我 们 考虑 一 族 通 过 反 演 中 心 O 和 平面 上 另 一 固定 点 A 的 所 
有 圆 . 从 $4 第 二 小 节 , 我 们 知道 这 族 圆 变 成 一 族 直线 ,它们 由 A 
的 象 A' 放 射出 去 . 和 原来 这 族 圆 正 交 的 圆 将 变 成 与 过 A' 的 直线 
正 交 的 圆 , 如 图 61 所 示 ( 正 交 圆 用 虚线 表示 ). 放射 直线 的 简单 
图 像 和 这 些 圆 的 图 像 表面 上 看 来 很 不 相同 ,然而 我 们 看 到 它们 
是 紧密 联系 的 一 一 实际 上 ,从 反 演 理论 的 观点 来 看 ,它们 是 完全 
等 价 的 ， 


图 61 用 反 演 相 联 系 的 两 组 正 交 贺 
利用 在 反 演 中 心 彼 此 相 切 的 一 族 圆 可 以 说 明 反 演 的 另 一 种 效 
果 . 经 过 变换 ,它们 变 成 了 一 族 平行 线 . 原因 是 圆 的 象 是 直线 ,而 其 中 
任意 两 条 线 都 不 相交 ,因为 原来 的 圆 只 在 O 点 相交 . 


C 
B 
Q 


图 62 ” 相 切 的 圆 变 成 平行 线 
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号 2, 在 阿波 罗 尼 斯 问题 上 的 应 用 


下 述 阿波 罗 尼 斯 问题 的 简单 几何 解法 ,可 以 很 好 地 说 明 反 演 理 
论 的 用 途 . 通过 关于 任意 一 个 圆心 的 反 演 ,对 三 个 给 定 圆 的 阿波 罗 尼 
斯 问题 可 以 变换 为 对 另外 三 个 圆 的 相应 的 问题 (这 是 为 什么 ?). 因 
此 ,如 果 我 们 能 够 解决 任意 一 组 三 个 圆 的 问题 , 则 对 于 由 这 三 个 圆通 
过 反 演 而 得 到 的 另外 一 组 三 个 圆 来 说 ,问题 也 解决 了 . 我 们 要 利用 这 
个 事实 ,办 法 是 在 所 有 这 些 等 价 的 三 个 圆 中 选择 问题 的 解 是 最 简单 
的 一 组 . 

我 们 从 圆心 为 A、B、C 的 三 个 圆 出 发 . 假设 所 求 的 圆 U 的 圆心 
为 O, 半 径 为 ,而且 和 这 三 个 给 定 的 圆 外 切 . 如 果 我 们 把 这 三 个 给 定 
的 圆 的 半径 都 加 上 同一 个 量 4, 则 以 原来 的 O 为 圆心 , p 一 4 为 半径 
的 圆 显 然 是 这 个 新 问题 的 解 . 我 们 利用 这 个 办 法 ,预先 使 三 个 给 定 的 
圆 中 有 两 个 在 点 K 相 切 ,以 此 代替 原来 的 那 三 个 给 定 圆 ( 图 63). 其 
次 我 们 用 圆心 为 K 的 某 个 圆 来 反 演 整个 图 形 . 于 是 以 B 和 C 为 圆心 
的 圆 变 成 了 平行 线 6b 和 <, 而 第 三 个 圆 变 成 了 另 一 个 圆 a( 图 64). 我 
们 知道 a, b, c 都 可 以 用 圆规 和 直 尺 来 作 . RAN U 变 成 一 个 和 a， 
b, c 都 相 切 的 圆 x, 它 的 半径 r 显然 是 5 和 c 之 间 的 距离 的 一 半 , 它 
的 圆心 O 是 6 Alc 之 间 的 中 线 与 以 A 为 圆心 (a 的 圆心 )、r 十 : 为 半 
径 (s 是 a 的 半径 ) 的 圆 的 交点 之 一 . 最 后 作 u 的 反 演 圆 ,我 们 便 得 到 


图 63 阿波 罗 尼 斯 作 图 的 预备 
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图 64 阿波 罗 尼 斯 问题 的 解 


了 所 求 的 阿波 罗 尼 斯 圆 U.〈 它 的 圆心 O 是 w 的 圆心 对 于 以 天 AR 
演 中 心 的 那个 反 演 圆 的 反 演 ). 


号 "3. 重复 反射 


每 个 人 都 熟悉 用 好 几 面 镜子 时 出 现 的 奇怪 的 反射 现象 , 如 果 在 

一 个 长 方形 的 屋子 里 ,四 面 墙 上 都 挂 满 了 不 吸收 光 的 理想 镜子 的 话 ， 
一 个 光 点 将 会 有 无 穷 多 个 象 ,每 一 个 象 对 应 于 通过 反射 得 到 的 各 个 
, 全 等 的 房间 (图 65). 一 些 比较 不 规则 的 镜子 


LL 装置 ,例如 三 角形 镜子 ,能 给 出 一 系列 更 为 
| im 复杂 的 象 . 只 有 当 反射 后 的 三 角形 互 不 重生 
R 地 覆盖 住 整个 平面 时 ,所 得 的 图 形 才 易于 描 
了 述 . 这 种 现象 只 出 现 于 直角 等 腰 三 角形 、 等 
ere ”” 边 三 角形 以 及 由 等 边 三 角形 的 一 半 作成 的 
meS 在 知 形 入 中 的 。 寺 角 三 角形 的 情况 , 见 图 66. 

Re S es 4 K 
iN SX y 
Loe Eo 


图 66 三 角形 镜子 的 规则 装置 
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如 果 我 们 考虑 关于 一 对 圆 的 重复 反射 ,情况 将 更 有 趣 . 如 果 站 在 
两 个 同心 圆 镜面 之 间 ,我 们 将 看 到 无 穷 多 个 与 它们 同心 的 其 他 圆 . 这 
些 圆 的 一 个 序列 趋 于 无 穷 , 而 另 一 个 序列 则 汇聚 在 圆心 周围 . 

两 个 外 离 的 圆 的 情况 略为 复杂 一 些 . 这 时 这 些 圆 和 它们 的 象 逐 
次 彼此 互相 反射 ,每 次 反射 均 变 小 ,直到 它们 缩 成 分 属于 两 圆 的 两 个 
点 . (这 两 个 点 有 下 述 性 质 , 它 们 关于 这 两 个 圆 是 互 为 反 演 的 . ) 图 67 
显示 了 这 种 情形 . 图 68 是 用 三 个 圆 生成 的 美丽 图 案 . 


图 67 两 个 圆 中 的 重复 反射 图 68 三 个 圆 的 重复 反射 
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射影 几何 ”公理 体系 
非 欧 几 里 得 几何 


§1 引 言 
号 1， 几 何 性 质 的 分 类 ”变换 下 的 不 变性 


几何 学 所 讨论 的 是 平面 和 空间 图 形 的 性 质 . 这 些 性 质 形 形 色 
色 、 名 目 繁多 ,以 至 有 必要 用 某 些 分 类 的 办 法 把 这 丰富 的 知识 条 理 
化 . 例如 ,人 们 可 以 根据 推导 定理 时 所 用 的 方法 引进 一 种 分 类 . 从 
这 观点 出 发 ,把 它 分 为 “综合 ”的 和 “解析 ”的 两 种 方法 . 前 一 个 是 经 
典 的 欧 几 里 得 公理 方法 ,其 内 容 是 建立 在 纯粹 几何 的 基础 上 ,与 代 
数 以 及 数 的 连续 统 的 观念 无 关 , 而 且 定理 是 借助 逻辑 推理 从 称 为 
公理 或 公设 的 一 组 初始 命题 导出 的 . 第 二 个 方法 是 在 引进 数值 坐 
标的 基础 上 ,应 用 了 代数 的 技巧 . 这 个 方法 给 数学 科学 带 来 了 一 个 
深刻 的 变化 ,其 结果 把 几何 分析 和 代数 统一 成 了 一 个 有 机 
的 系统 . 

在 这 一 章 按照 内 容 来 分 类 要 比 按照 方法 来 分 类 更 重要 . 这 里 ,分 
类 是 基于 定理 本 身 的 特性 而 不 管 其 证 明 的 方法 如 何 . 在 初等 平面 几 
何 中 ,人 们 把 (用 长 度 和 角 的 概念 来 处 理 的 ) 图 形 全 等 的 定理 与 ( 仅 用 
角 的 概念 来 处 理 的 ) 图 形 相似 的 定理 区 分 开 来 . 但 这 个 区 分 并 不 重 
要 ,因为 长 度 和 和 角度 是 如 此 紧密 地 联系 着 的 ,以 至 硬 把 它们 分 开 来 显 
得 有 些 牵强 . (有 关 这 类 联系 的 研究 ,形成 了 三 角 学 这 门 学 科 的 大 部 
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分 . ) 如 果 不 考虑 这 一 点 ,我 们 可 以 说 初等 几何 是 关于 量 值 一 一 长 度 、 
角度 及 面积 一 一 的 理论 . 从 这 个 观点 来 看 ,两 个 图 形 如 果 它 们 是 全 等 
的 , 即 如 果 从 一 个 图 形 可 以 通过 刚体 运动 的 办 法 得 到 另 一 个 图 形 ,并 
且 在 此 刚体 运动 中 ,只 有 位 置 的 改变 而 没有 量 值 的 变化 ,我 们 就 说 它 
们 是 等 价 的 . 现在 产生 了 一 个 问题 : 量 值 的 概念 以 及 与 此 有 关 的 全 
等 和 相似 概念 ,对 于 几何 来 说 是 不 是 最 本 质 的 ,或 者 说 ,几何 图 形 是 
否 还 具有 更 深刻 的 、 甚 至 在 比 刚体 运动 更 剧烈 的 变换 下 也 保持 不 变 
的 性 质 . 我 们 将 会 看 到 ,情况 确实 如 此 . 


图 69 圆 的 压缩 


假设 我 们 在 一 个 矩形 的 软木 块 上 画 一 个 圆 和 两 条 互相 垂直 的 直 
径 , 如 图 69. 如 果 我 们 把 这 块 软木 放 在 一 个 老虎 钳 的 钳 口中 ,把 它 压 
缩 成 原来 宽度 的 一 半 , 则 这 个 圆 将 变 成 一 个 椭圆 ,两 个 直径 所 夹 成 的 
角 将 不 再 是 直角 ,圆周 上 的 点 到 中 心 的 距离 相等 这 个 圆 所 具有 的 性 
质 ,在 椭圆 上 也 不 复 成 立 了 . 这 样 一 来 ,似乎 原来 图 形 的 所 有 几何 性 
质 经 过 压缩 后 都 被 破坏 了 . 其 实 不 然 , 例 如 “中 心平 分 直径 ”这 一 命题 
对 圆 和 椭圆 都 是 成 立 的 . 在 这 里 , 当 原 来 图 形 经 过 一 个 在 量 值 方面 的 
剧烈 变化 后 ,我 们 仍然 得 到 一 个 保持 不 变 的 性 质 . 这 个 观察 使 我 们 想 
到 ,可 以 把 几何 图 形 的 定理 依 此 加 以 分 类 : 图 形 经 过 均匀 压缩 ,其 定 
理 是 否 仍然 成 立 . 更 一 般 地 ,对 任何 确定 的 一 类 图 形 进行 变换 (例如 
刚体 运动 压缩、 圆 的 反 演 等 等 ) ,我 们 可 以 问 ,在 这 类 变换 下 ,图 形 的 
什么 性 质 将 保持 不 变 . 研究 这 些 性 质 的 全 体 定理 将 是 与 这 类 变换 相 
关联 的 几何 . 这 种 按照 变换 的 方式 把 几何 分 为 不 同 分 支 的 思想 ,是 克 
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FE CF. Klein,1849 一 1925) 在 1872 年 所 作 的 一 个 有 名 的 讲演 ( 厄 兰 
格 (Erlanger) 纲 领 ) 中 提出 的 . 从 那 时 以 来 , 它 极 大 地 影响 着 几何 的 
思想 . 

在 第 五 章 我 们 将 发 现 一 个 很 惊人 的 事实 : 几何 图 形 的 某 些 性 质 
有 如 此 深刻 的 不 变性 ,即使 图 形 受 到 非常 剧烈 的 形变 ,这 些 性 质 仍然 
保留 下 来 ; 画 在 一 块 橡皮 上 的 图 形 , 当 这 橡皮 以 任意 方式 被 拉 长 或 压 
缩 时 ,其 图 形 仍然 保持 原来 的 某 些 特性 . 但 在 这 一 章 中 ,我 们 只 研究 
如 下 一 些 性 质 ,它们 只 是 在 一 类 特定 变换 下 保持 不 变 , 或 者 说 具有 
“不 变性 ” ;这 类 变换 介 于 以 下 二 者 之 间 : 一 方 是 受到 严格 限制 的 刚 
体 运动 , 另 一 方 是 最 普通 的 任意 变换 . 这 就 是 “射影 变换 "类 . 


2. 射影 变换 


数学 家 早 在 很 久 以 前 由 于 透视 的 问题 而 不 得 不 对 一 些 几何 性 质 
进行 研究 . 透视 问题 被 达 ， 芬 奇 (Leonardo da Vinci) 和 杜 勒 (A. 
Diirer) 等 艺术 家 研究 过 . 一 个 油画 家 所 作 的 画 可 以 认为 是 从 原 景 到 
画布 上 的 一 个 投影 ,投影 中 心 是 画家 的 眼睛 . 在 这 过 程 中 ,长 度 和 和 角 
度 必 然 要 改变 ,改变 的 方式 依赖 于 所 画 的 各 种 东西 的 相对 位 置 . 但 原 
景 的 几何 结构 在 画布 上 通常 能 认 出 来 . 这 是 为 什么 呢 ? 自然 是 由 于 
存在 着 在 “射影 下 不 变 ” 的 几何 性 质 , 这 些 性 质 在 画 上 没有 表现 出 有 
什么 变化 ,因而 使 得 画 与 原 景 的 等 同 成 为 可 能 . 而 找 出 并 分 析 这 些 性 
质 是 射影 几何 的 课题 . 

很 清楚 ,这 个 几何 分 支 的 定理 不 可 能 是 关于 长 度 、 角 和 全 等 的 命 
题 . 某 些 孤 立 的 射影 性 质 从 十 七 世纪 起 ,甚至 从 古代 起 就 被 人 知道 了 
[例如 美 内 劳 斯 (Menelaus) 定 理 ]. 但 对 射影 几何 的 系统 研究 是 从 十 
八 世 纪 末 开始 的 , 那 时 巴黎 著名 的 综合 工科 学 校 在 数学 方面 的 发 展 ， 
特别 是 在 几何 学 方面 的 发 展 ,开创 了 一 个 新 的 时 期 . 这 个 学 校 是 法 国 
大 革命 的 产物 , 它 为 共和 国 军队 培养 了 许多 军官 . 它 的 毕业 生 中 有 一 
个 是 彭 色 列 (J. V. Poncelet,1788~1867), 他 在 1813 年 ,在 俄国 当 战 
俘 时 , 写 下 了 有 名 的 文章 “ 论 图 形 的 射影 性 质 ” 到 十 九 世 纪 , 在 施 秦 
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4 (Steiner) 、 史 陶 特 (von Staudt) 、 沙 勒 (Chasles) 和 其 他 一 些 人 的 影 
响 下 ,射影 几何 成 为 数学 研究 的 主要 课题 之 一 . 它 的 盛行 ,一 方面 是 
由 于 它 有 巨大 的 美学 上 的 魅力 , 另 一 方面 是 由 于 它 把 几何 作为 一 个 
整体 来 研究 时 所 获得 的 明显 效果 以 及 它 与 非 欧 几何 .代数 都 有 紧密 
的 联系 . 


$2 基本 概念 
si 射影 变换 群 


我 们 首先 定义 射影 变换 类 或 “ 群 ”0. 假设 我 们 在 空间 有 两 个 平 
面 * 和 (彼此 不 一 定 平行 ). 这 时 我 们 可 以 从 不 在 x 和 "上 的 一 个 
给 定 中 心 O 出 发 ,实现 < 到 上 的 一 个 中 心 投影 : 定义 x 上 每 一 点 
P 的 象 是 x 上 的 点 P“, 这 一 对 点 和 
P' 位 于 经 过 O 的 同一 直线 上 . 我 们 也 
可 以 作 一 个 平行 投影 ,这 时 ,投影 线 全 
是 平行 的 . 用 同样 的 方式 ,通过 以 x 上 
一 点 O 为 中 心 的 中 心 投影 或 通过 平行 
投影 ,我 们 能 定义 出 平面 * 上 的 直线 / 
到 上 另 一 条 直线 /的 投影 . 

用 中 心 投影 或 平行 投影 ,或 用 一 系列 有 限 次 这 样 的 投影 ,把 一 个 
图 形变 成 另 一 个 图 形 的 任何 变换 称 为 射影 变换 @. 平面 或 直线 的 射 
影 几何 是 由 这 样 一 些 几何 命题 组 成 的 : 对 这 些 命题 中 所 涉及 的 图 形 


图 70 从 一 点 投影 


O “ 群 "这 个 术语 , 当 它 应 用 于 变换 类 时 是 指 : 连续 应 用 某 一 变换 类 中 的 两 个 变换 相 
当 于 该 类 中 的 一 个 变换 ,而 且 该 类 中 每 一 个 变换 的 * 逆 "变换 仍 属于 该 类 . 数学 运算 的 群 的 
性 质 在 许多 领域 中 已 经 起 了 并 正在 起 着 十 分 重要 的 作用 ,虽然 在 几何 中 , 群 的 概念 的 重要 
性 可 能 有 点 被 夸大 了 - 

多 ”我 们 通常 说 两 个 通过 单个 投影 相 联系 的 图 形 是 透视 的 . 因此 如 果 图 形 F 和 图 形 
己 是 透视 的 ,或 者 如 果 能 找到 一 串 图 形 下， Fi, Fos s Fae F ,使 每 一 个 图 形 和 后 一 个 是 
透视 的 , 则 已 和 下 是 用 则 一 个 射影 变换 相 联系 的 . 
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进行 任意 的 射影 变换 都 不 影响 这 些 命题 . 相反 ,所 有 那些 关于 图 形 度 
量 性 质 的 命题 (它们 只 在 刚体 运动 类 下 不 变 ) ,我 们 称 它 为 度量 几何 . 

某 些 射 影 性 质 能 立刻 被 人 认识 . 
一 个 点 当然 投影 成 一 个 点 . 而 且 一 条 
直线 被 投影 成 一 条 直线 ,因为 如 果 丰 
上 一 直线 /投影 到 平面 r , 则 x 和 通 
过 O ALL 的 平面 将 交 于 直线 1'0. 如 果 
点 A 和 直线 / 是 关联 的 2, 则 经 过 任 
何 射影 ,相应 的 点 A" 和 直线 / 仍 是 关 
联 的 . 因此 点 和 直线 的 关联 在 射影 群 下 是 不 变 的 . 从 此 事实 可 以 得 出 
许多 简单 然而 重要 的 结果 . 如 果 三 个 或 更 多 个 点 共 线 , 即 与 某 一 条 直 
线 关 联 , 则 它们 的 象 也 是 共 线 的 . 同样 ,如 果 平 面 x 上 三 条 或 更 多 条 
直线 是 共 点 的 , 即 与 某 个 点 关联 , 则 它们 的 象 也 是 共 点 的 直线 . 这 些 
简单 性 质 一 一 关联 、 共 线 、 共 点 一 一 是 射影 性 质 ( 即 在 射影 下 保持 不 
变 的 性 质 ). 长 度 和 角度 以 及 这 些 度量 的 比值 ,在 射影 时 一 般 是 改变 
的 . 等 腰 三 角形 或 等 边 三 角形 可 以 射影 成 一 个 各 边 不 等 的 三 角形 . 因 
此 ,虽然 “三 角形 ”是 射影 几何 的 一 个 概念 ,但 “等 边 三 角形 ” 却 不 然 ， 
它 只 属于 度量 几何 . 


图 71 平行 投影 


2. 笛 沙 格 定理 


射影 几何 中 最 早 发 现 的 结果 之 一 是 有 名 的 笛 沙 格 (Desargues， 
1593 一 1662) 的 三 角形 定理 : 如 果 平 面 上 两 个 三 角形 ABC 和 A4'B'C” 
所 处 的 位 置 能 使 连接 对 应 顶点 的 直线 交 于 一 点 O, 则 对 应 边 的 延长 
线 的 三 个 交点 共 线 . 图 72 说 明了 这 个 定理 ,读者 应 该 画 一 些 其 他 的 
图 ,通过 试验 来 验证 它 . 尽管 图 形 是 简单 的 , 它 只 涉及 直线 ,但 其 证 明 


@ MRAR OPRY OM 的 平面 ) 平 行 于 < ,将 出 现 例外 的 情形 ,这 些 例外 情形 
将 在 $4 讨论 . 

© “如 果 一 条 直线 通过 一 个 点 ,或 者 说 这 一 点 在 这 直线 上 ,我 们 就 称 这 一 点 和 这 一 直 
线 是 关联 的 “关联 "这 个 词 使 我 们 可 以 不 去 考虑 直线 和 点 哪 一 个 更 重要 . 
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并 不 简单 . 显然 ,这 定理 是 属于 射影 
几何 的 ,因为 如 果 我 们 把 整个 图 形 
投影 到 另 一 个 平面 上 , 则 在 定理 中 
涉及 的 所 有 性 质 仍 保持 不 变 . 我 们 
将 在 第 201 页 再 回 到 这 定理 上 来 . 
在 这 里 ,我 们 希望 读者 注意 这 样 一 
个 重要 事实 : 如 果 两 个 三 角形 处 于 


图 72 平面 中 笛 沙 格 图 形 
两 个 不 同 的 (不 平行 的 平面 上 , 笛 沙 格 定理 仍然 成 立 ,而 且 在 三 维 几 


何 中 , 笛 沙 格 定理 是 很 容易 证 明 的 . 根 
据 假设 ,如 果 直 线 AA’, BB’, CC 交 于 
一 点 O( 图 73), 则 AB 和 A’B’ 在 同一 
平面 上 ,从 而 这 两 条 直线 交 于 某 点 Q; 
同样 地 AC 和 A'C' 交 于 R,BC 和 BC 
交 于 P. 由 于 P、Q、R 在 三 角形 ABC 
和 A'B'C' 的 边 的 延长 线 上 ,它们 和 这 
两 个 三 角形 的 每 一 个 都 共处 在 同一 平 
面 上 ,所 以 必然 是 在 这 两 个 平面 的 交 线 上 . 因此 P、Q、R 是 共 线 的 ， 
这 正 是 我 们 所 要 证 明 的 . 

这 个 简单 的 证 明 使 得 我 们 考虑 ,是 否 也 可 以 用 这 样 的 方式 在 
二 维 中 来 证 明 这 个 定理 ,比如 说 用 一 个 极限 过 程 ,把 整个 图 形 压 
平 ,使 得 两 个 平面 在 极限 时 重合 ,而 且 O 点 和 所 有 其 他 的 点 都 一 起 
落 在 这 个 平面 上 . 但 进行 这 样 一 个 极限 过 程 有 一 定 的 困难 ,因为 当 
平面 重合 时 , 交 线 PQR 不 能 唯一 确定 . 然而 图 72 的 图 形 可 以 看 作 
是 图 73 空间 图 形 的 一 个 透视 图 ,这 个 事实 能 用 来 证 明 平 面 情形 下 
的 这 一 定理 . 


实际 上 ,在 平面 的 笛 沙 格 定理 和 空间 的 笛 沙 格 定理 之 间 有 一 个 根本 
性 的 差别 . 在 三 维 情况 下 我 们 证 明 时 所 用 的 几何 推理 ,只 是 建立 在 关联 概 
念 和 点 ,直线 .平面 相交 的 基础 上 . 而 二 维 定理 的 证 明 ,我 们 可 以 说 明 , 如 
果 完 全 在 平面 上 进行 ,就 必须 要 用 到 图 形 相似 的 概念 , 它 基 于 长 度 这 个 度 


图 73 空间 中 笛 沙 格 构 形 
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量 概 念 ,不 再 是 射影 的 概念 . 


第 沙 格 定理 的 逆 定 理 是 : 如 果 两 个 三 角形 ABC 和 A’B'C’ 的 位 置 使 
对 应 边 的 交点 共 线 , 则 连接 对 应 顶点 的 直线 共 点 . 对 两 个 三 角形 分 别 在 两 
个 不 平行 的 平面 上 这 一 情形 ,其 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 


$3 Z kt 


1， 定 义 和 不 变性 的 证 明 


正如 线段 长 度 是 度量 几何 的 关键 一 样 ,射影 几何 也 有 一 个 基本 的 
概念 ,利用 这 个 概念 ,图 形 的 所 有 各 种 射影 性 质 都 可 以 被 表示 出 来 

如 果 三 个 点 A，B，C 在 一 条 直 

线 上 ,一 个 射影 一 般 说 来 将 不 仅 改变 

Sa 距离 AB 和 AC, 而 且 也 将 改变 比值 

人 .实际 上 ,一 条 直线 ?上 的 任意 三 


个 点 A，B, C, 通 过 连续 作 两 次 射 
影 , 总 能 与 另 一 条 直线 EMER 


三 个 点 A ，B’, C 相对 应 . 为 此 ,我 
们 可 以 以 C 为 中 心 转动 直线 ,使 之 达到 平行 于 /的 位 置 /“( 见 图 


74). 通过 一 个 与 C 和 CC 连 线 平行 的 投影 ,我 们 可 以 把 LBB, 
MEZA A, B", C=C). 连接 A', A 和 B， 了 的 二 直线 交 于 
点 0, 把 它 作 为 第 二 次 射影 的 中 心 . 这 两 个 射影 实现 了 我 们 所 要 的 
KIRO, 

如 同 我 们 刚才 看 到 的 ,在 一 条 直线 上 , 凡 只 涉及 三 个 点 的 量 ,在 
射影 下 都 是 要 改变 的 . 但 是 ,如 果 在 一 条 直线 上 我 们 有 由 个 点 A，B， 
C, D, 并 把 它们 射影 到 另 一 直线 上 的 A', B', C', D', 则 这 时 有 某 个 
量 一 一 称 为 这 四 个 点 的 交 比 一 一 在 射影 下 不 变 . 这 是 射影 几何 具有 


图 74 


”如 果 连 接 A', A 和 忆 ,B” 的 直线 是 平行 的 ,这 将 怎样 呢 ? 
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决定 意义 的 发 现 , 直线 上 四 个 点 的 这 一 数学 性 质 在 射影 下 保持 不 变 ， 
从 而 在 这 直线 的 任何 象 中 都 可 以 找到 . 交 比 既 不 是 长 度 ,也 不 是 两 个 
长 度 的 比值 ,而 是 两 个 这 种 比值 的 比 : 如 果 我 们 考虑 比值 G2 各， 


则 它们 的 比值 


_ CA /pA 
CB/ DB’ 


定义 为 四 个 有 序 点 A,， B, C, D 的 交 比 . 


zx 


ae Lt al 
A B c D 


我 们 现在 说 明 四 个 点 交 比 在 射影 下 是 不 变 的 , 即 如 果 A, B,C， 
DAA’, B，C'，D' 是 两 条 直线 上 与 一 射影 相关 的 对 应 点 , 则 
CA/DA _ CA; JDA, 
CB/ DB ~ C’B’/ D'B' 
我 们 可 用 初等 的 方法 来 证 明 . 我 们 知道 一 个 三 角形 的 面积 等 于 底 乘 
高 的 一 半 ,或 等 于 两 边 及 其 夹 角 的 正弦 的 乘积 的 一 半 . 在 图 75 中 ,我 
们 有 
OCA 的 面积 一 h - CA = LOA + OC .sin 人 COA， 


OCB 的 面积 = th + CB = 4.08 OC + sin “COB, 


ODA 的 面积 = Sh + DA =} + OD + sin ZDOA, 


ODB 的 面积 = jh + DB = LOB + OD + sin ZDOB. 


得 出 


CA /DA _ CA , DB _ OA+OC + sin “COA 
CBI DB CB DA OB+OC = sin “COB 
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, OB + OD + sin /DOB _ sin “COA + sin ZDOB 

OA +OD+sin ZDOA sin ZCOB « sin ZDOA’® 
因此 A, B, C, DD 的 交 比 仅仅 依赖 于 O 
ASA, B, C, D 的 连 线 所 成 的 角 . 由 
于 对 从 O 射影 A，B，C,， DD 而 得 到 的 
任意 四 个 点 A'，B', C', D' 来 说 这 些 
角 都 是 相同 的 ,所 以 在 射影 下 交 比 保持 
不 变 . 


图 75 中 心 投影 下 ， 由 相似 三 角形 的 初等 性 质 可 知 ,在 平行 
交 比 的 不 变性 。 ”投影 下 仍 不 改变 四 个 点 的 交 比 . 证 明 留 给 读 
者 作 练习 . 


至 今 我 们 把 直线 :上 的 四 个 点 A，B, C, D 的 交 比 理解 为 取 正 
值 的 长 度 的 比 . 对 定义 作 如 下 修改 会 更 方便 一 些 . 我 们 选择 /的 一 个 
方向 为 正 向 ,规定 沿 这 方向 测量 的 长 度 是 正 的 ,而 沿 相反 方向 测量 的 
长 度 是 负 的 . WAFAA, B, C, D 的 交 比 定义 为 


a) 


(ABCD)> 0 


B C D 

(4BCD)<O 

c BD 
图 76 平行 投影 下 , 交 比 的 不 变性 图 77 交 比 的 符号 


这 里 量 CA, CB, DA, DB 理解 为 带 有 特定 的 符号 . 由 于 改变 / 
的 正方 向 ,只 是 改变 这 比 的 每 一 项 符号 ,所 以 (ABCD) 这 值 将 不 依赖 
于 方向 的 选择 . 容易 看 到 , (ABCD) 是 负 还 是 正 ,根据 A，B 这 一 对 
点 是 否 被 C，D 这 一 对 点 分 开 而 定 . 由 于 这 分 开 的 性 质 在 射影 下 是 
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不 变 的 ,所 以 带 符号 的 交 比 (ABCD) 也 是 不 变 的 . 如 果 我 们 在 :上 选 
一 固定 点 O 作为 原点 , 且 把 /上 每 一 点 到 O 点 的 有 向 距离 当 作 它 的 
坐标 x, 设 A, B, C, D 的 坐标 相应 为 zx ， 225 x35 24M 

CA /DA Tz — Tı [Xs Tı 


ABCD) = BIDB nanl n i 
sB , Ha Te 
一 人 一 
-1 即 C4A ~ DA ， 
如 果 (ABCD) = 1, 即 56 =— pa UC MD 以 相同 的 比例 


在 线段 AB 的 内 外 分 开 . 在 这 种 情况 下 ,我们 说 C 和 D 调和 分 割 线 
段 AB, 并 说 C, D( 关 于 A, BDEW. 如 果 (ABCD) = 1， 
则 点 C 和 D( 或 A A BBS. 

应 当 记 住 ,A, B, C, D 取 的 
次 序 是 交 比 (ABCD) 定 义 中 的 一 Ar x 
个 不 可 少 的 部 分 . 例如 ,车 Xy 
(ABCD) = A, WZ He (BACD) 是 


+ ACBD) = 1 一 ,这些 读 者 


很 容易 验证 . 四 个 点 A, B, C, D 能 用 4.3，2，1 = 24 种 不 同方 式 
排 次 序 , 每 一 种 都 给 出 其 交 比 的 值 . 这 些 排列 中 有 一 些 将 和 原来 排列 
A, B,，C,，D 有 相同 的 交 比 ,例如 (ABCD) = (BADC). 对 这 些 点 的 
24 种 不 同 排列 , 仅 有 六 个 不 同 的 交 比 , 即 
1 1—A 1 A 
a? A TA TX 
这 个 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 这 六 个 量 一 般 是 不 同 的 ,但 其 中 两 个 可 
以 相等 ,例如 当 * = 一 1 时 的 调和 分 割 情形 就 是 如 此 . 

我 们 也 可 以 把 四 条 共 面 ( 即 在 同一 平面 上 ) 且 共 点 的 直线 1, 2, 
3, 4 的 交 比 定义 为 : 这 些 直 线 与 另 一 条 在 同一 平面 上 的 直线 交 成 的 
四 个 交点 的 交 比 . 这 第 五 条 直线 的 位 置 是 无 所 谓 的 ,因为 在 射影 下 这 


图 78 用 坐标 描述 交 比 
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交 比 是 不 变 的 . 与 这 等 价 的 定义 是 
_ sin (1, 3) /sin (1, 4) 
sin (2, 3)/ sin (2, 4)’ 
取 正 号 或 负 号 按 一 对 直线 是 否 被 其 他 直线 分 开 而 定 (在 这 公式 中 , 例 
如 (1, 3) 的 意思 是 指 直线 1 和 直线 3 之 间 的 夹 角 ). 最 后 ,我 们 可 以 
定义 四 个 共 轴 平面 (空间 中 四 个 平面 交 于 一 条 直线 /, 即 它们 的 轴 ) 
的 交 比 . 如 果 一 条 直线 交 这 些 平面 于 四 个 
点 , 则 不 论 这 条 线 的 位 置 如 何 ,这 些 点 总 有 
同样 的 交 比 (这 个 事实 的 证 明 留 给 读者 作 练 
习 ). 因此 我 们 可 以 指定 这 个 值 为 这 四 个 平 
BES: 面 的 交 比 . 与 此 等 价 地 ,我 们 可 以 把 四 个 共 
轴 平 面 的 交 比 定义 为 : 它们 与 第 五 个 平面 
图 79 共 轴 平 面 的 交 比 ”相交 而 得 到 的 四 条 直线 的 交 比 ( 见 图 79). 
四 个 平面 的 交 比 的 概念 ,自然 引起 了 这 
样 的 问题 : 能 否定 义 三 维 空间 到 它 自 身 的 射影 变换 . 用 定义 中 心 投 
影 的 方法 ,不 能 直接 从 二 维 推广 到 三 维 . 但 可 以 证 明 , 一 平面 到 它 自 
身 的 每 一 连续 变换 ,其 中 点 与 点 ,直线 与 直线 以 一 一 对 应 的 方式 相 联 
系 时 , 它 是 一 射影 变换 . 这 定理 使 我 们 对 三 维 射影 变换 作 如 下 的 定 
X: 空间 中 的 射影 变换 是 一 个 使 直线 保持 不 变 的 一 一 对 应 的 连续 变 
换 . 可 以 证 明 这 样 的 变换 使 交 比 保持 不 变 . 

对 上 面 所 讲 的 我 们 再 作 一 些 补充 . 假设 在 一 直线 上 有 三 个 不 同 
的 点 A, B, C, 其 坐标 为 z!，xs，za. 我 们 要 找 出 第 四 个 点 D, (30 
bb (ABCD) 二 ,这 里 和 是 预先 给 定 的 . (对 ^ = 一 1 的 特殊 情形 ,问题 
归结 为 作 第 四 个 调和 点 ,其 详细 作法 见 下 一 节 . ) 一 般 地 说 ,这 问题 有 
一 个 解 且 仅 有 一 个 解 ; 因 为 如 果 z 是 所 求 的 点 DD 的 坐标 , 则 方程 


B-n, aÀ (2) 
T3 — 22 TA 


恰好 有 一 个 解 . 如 果 r xe, r 是 给 定 的 ,我 们 命 aan, =k kK 


(1234) 
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化 方程 (2) , 则 我 们 求 出 这 方程 的 解 为 z = EAE, 例如 ,如 果 三 
个 点 A, B, C 是 等 距离 的 ,其 坐标 依次 为 z! =0, z: =d, zs = 2d, 


2d—O 2d 
Tj k q0 7 eli z= 54. 


如 果 我 们 从 两 个 不 同 的 中 心 O 和 0O' 出 
发 ,把 同一 条 直线 ! 射影 到 两 个 不 同 的 直线 
U, CE , 则 我 们 在 :和 忆 上 的 点 之 间 得 到 一 
个 对 应 P<>P' 并 在 ! 和 必 上 的 点 之 间 得 到 
一 个 对 应 P < 一 ~ 已 这 样 就 确立 了 /的 点 和 
人 的 点 之 间 的 一 个 对 应 P'<>P". 它 有 这 样 
的 性 质 : /上 任意 四 个 点 A’, B, C, DA 图 80 两 条 直线 上 的 
上 对 应 的 点 A”， BY, C, DP 有 相同 的 交 aaa 
比 . 在 两 条 直线 的 点 之 间 , 任意 一 个 具有 这 
种 性 质 的 一 一 对 应 ,不 论 它 是 如 何 确定 的 ,都 称 为 射影 对 应 . 
习题 : 1) 证 明 : 给 定 二 直线 以 及 它们 的 点 之 间 的 -一 个 射影 对 应 ,我 
们 能 用 平行 移动 的 办 法 把 一 条 直线 移 到 这 样 一 个 位 置 : 使 这 给 定 的 射影 
对 应 可 由 一 个 简单 的 投影 得 到 (提示 : 使 这 两 条 直线 的 某 一 对 对 应 
点 重合 ). 
D 在 上 面 结果 的 基础 上 ,说 明 如 果 二 直线 ! 和 4 的 点 能 从 任意 投影 
中 心 通过 有 限 次 的 一 连 串 投影 ,投影 到 中 间 直 线 而 表示 出 来 , 则 仅 用 两 个 
投影 就 能 得 到 同样 的 结果 . 


人 


晤 2， 在 完全 四 边 形 上 的 应 用 
作为 交 比 不 变性 的 一 个 有 趣 的 应 用 ,我 们 来 建立 一 个 射影 几何 
的 简单 然而 重要 的 定理 . 这 涉及 完全 四 边 形 , 即 一 个 由 任意 四 条 直线 
组 成 的 图 形 , 它 们 其 中 任意 三 条 都 不 共 点 , 且 它 们 相交 于 六 个 点 . 如 
图 81, 这 四 条 线 是 AE, BE, BI, AF. 经 过 AB, EG, IF 的 直线 是 
这 四 边 形 的 对 角 线 . 任意 取 一 条 对 角 线 ,例如 AB, 在 上 面 标 出 与 其 
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他 两 条 对 角 线 的 交点 C FAD , BEAT 
有 定理 : (ABCD) = 一 1. 用 话 来 说 就 
是 : 一 条 对 角 线 与 其 他 两 条 对 角 线 
的 交点 ,调和 地 分 开 这 条 对 角 线 的 项 
点 .为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 只 须 注意 ， 
HE BRYA 
图 81 完全 四 边 形 x = (ABCD) = UIFHD), 
由 GG 点 投影 有 
(IFHD) = (BACD). 


ee 1 1, 
但 我 们 知道 (BACD) CABCD) ;所 以 == 二; =l, =l. 由 


FC, DAFA, B, 所 以 交 比 zx 是 负 的 ,因而 必须 是 一 1. 证 毕 . 

完全 四 边 形 的 这 个 引 人 注 目的 性 质 ,使 我 们 有 可 能 仅 用 直 尺 求 
出 C 点 (对 A, 召 来 说 ?的 调和 共 斩 点 ,这 里 CEN A,B 共 线 的 任意 
一 点 .我 们 只 需 在 直线 外 选 一 点 E, Mihi EA，EB，EC, 在 EC 上 标 
出 一 点 G, 令 AG 交 EB 于 F,BG 交 EA ¥ 1,3£ 1, F, i IF AA, 
B, C 所 在 的 直线 的 交点 就 是 所 求 的 第 四 个 调和 点 D. 


习题 : 在 平面 上 给 出 一 线段 AB 和 一 区 域 尺 , 如 图 82 所 示 . 希望 延 
KABAR 的 右边 . 只 许 用 直 尺 ,但 在 作 图 中 直 尺 不 许 通 过 R. 如 何 做 到 这 
一 点 ?提示 : 在 线段 AB 上 任 选 两 点 C，C ,然后 利用 以 A，B 为 顶点 的 
完全 四 边 形 , 相 应 地 标 出 C, CRIMEA D, D’.) 


图 82 ”越过 障碍 物 作 一 直线 
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$4 平行 性 和 无 穷 远 
喇 1， 作 为 “理想 点 "的 无 穷 远 点 


检查 一 下 前 一 节 将 会 发 现 , 如 果 在 作 图 中 我 们 要 求 某 些 直线 相 
交 , 而 实际 上 它们 却 是 平行 的 ,这 时 我 们 的 有 些 讨论 就 将 失效 . 例如 
在 上 述 作 图 中 ,如 果 下 平行 于 AB , 则 第 四 个 调和 点 DD 将 不 存在 . 两 
条 平行 线 不 相交 的 事实 ,使 几何 推理 在 每 一 步 似 乎 都 遇 到 障碍 ,以 至 
于 在 涉及 两 条 直线 相交 的 任何 讨论 中 ,平行 线 这 种 例外 情形 都 必须 
分 开 来 加 以 考虑 和 阑 述 . 同样 ,中 心 射影 必须 和 平行 射影 区 分 开 来 ， 
并 要 对 后 者 另行 处 理 . 如 果 我 们 真 的 必须 对 每 一 个 这 样 的 例外 情形 
进行 细致 的 讨论 的 话 , 那 么 射影 几何 将 变 得 非常 庞杂 . 因此 我 们 试图 
改变 一 下 ,把 我 们 的 基本 概念 作 某 种 推广 ,使 得 能 去 掉 这 例外 情况 . 

在 这 里 ,几何 直观 指出 了 这 样 的 方法 : 如 果 与 另 一 直线 相交 的 
直线 逐渐 地 旋转 到 平行 位 置 , 则 二 直线 的 交点 将 退 到 无 穷 远 处 . 直觉 
上 我 们 可 以 说 ,二 直线 在 “无 穷 远 点 "相交 . 这 时 ,关键 是 要 对 这 含糊 
的 说 法 给 出 一 个 明确 的 意义 ,使 得 无 穷 远 点 (有 时 称 为 理想 点 ) 能 够 
像 平 面 上 或 空间 中 的 普通 点 那样 来 讨论 . 换 句 话说 ,我 们 需要 的 是 : 
即使 这 些 几何 元 素 是 理想 的 元 素 , 但 涉及 点 、 直 线 . 平 面 等 等 的 所 有 
规则 不 变 . 要 做 到 这 一 点 ,我 们 既 可 以 用 直观 的 方法 ,也 可 以 用 形式 
化 的 办 法 ,正如 我 们 在 扩充 数 系 时 所 作 过 的 那样 . 在 那里 ,一 种 作法 
是 从 测量 的 直观 思想 出 发 ,而 另 一 种 作法 则 是 从 算术 运算 的 形式 规 
则 出 发 . 

首先 ,我 们 要 看 到 ,在 综合 几何 中 ,即使 是 “普通 ”的 点 和 直线 这 
样 一 些 基本 概念 ,在 数学 上 也 是 没 给 出 定义 的 . 在 初等 几何 课本 中 ， 
关于 这 些 概念 ,经 常 能 找到 的 所 谓 定义 只 是 启发 式 的 描述 而 已 . 对 于 
普通 的 几何 元 素 ,我 们 的 直觉 使 我 们 很 容易 感到 它们 的 “存在 ”. 但 在 
几何 中 一 一 作为 一 个 数学 体系 来 考虑 一 一 我 们 实际 所 需要 的 只 是 某 
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些 正确 的 规则 . 借助 于 它们 ,我们 能 运用 这 些 概念 ,例如 连接 各 点 , 求 
直线 交点 等 等 . 从 逻辑 上 考虑 ,一 个 “点 ”不 是 “自在 之 物 ”, 对 它 , 需 要 
用 能 体现 它 与 其 他 对 象 的 关系 的 所 有 命题 来 完全 描述 . 只 要 能 以 一 
种 清晰 而 不 矛盾 的 方式 阐述 “无 穷 远 点 ”的 数学 性 质 , 即 它们 与 “ 普 
通 "点 的 关系 以 及 它们 彼此 之 间 的 关系 , 则 这 个 新 的 实体 在 数学 上 就 
有 存在 的 意义 了 . 普通 的 几何 公理 (例如 欧 几 里 得 的 公理 ), 是 从 物理 
世界 中 的 铅笔 和 粉笔 线 、 拉 紧 的 弦 、 光 线 \ 硬 杆 等 抽象 出 来 的 . 这 些 公 
理 所 赋予 数学 上 点 和 直线 的 性 质 ,是 对 应 的 物理 对 象 的 性 态 的 高 度 
简化 和 理想 化 的 描述 . 通过 任意 两 个 用 铅笔 标 出 的 实际 的 点 能 画 出 
许多 条 直线 而 不 只 是 一 条 . 如 果 这 点 的 直径 变 得 越 来 越 小 , 则 所 有 这 
些 直线 将 近似 地 相同 . 当 我 们 说 到 “通过 任意 两 点 有 一 条 且 仅 有 一 条 
直线 ?这 个 几何 公理 时 ,我 们 心里 所 指 的 就 是 这 种 状况 . 我 们 现在 指 
的 不 是 物理 的 点 与 直线 ,而 是 几何 上 抽象 的 、 概 念 化 的 点 与 直线 . 几 
何 的 点 和 直线 有 着 本 质 上 比 任何 物理 对 象 更 为 简单 的 性 质 , 而 且 这 
样 的 简化 是 把 几何 发 展 成 为 一 个 演绎 科学 的 根本 条 件 . 

如 我 们 已 指出 的 ,与 点 和 直线 有 关 的 普通 几何 ,由 于 一 对 平行 直 
线 没有 交点 这 一 事实 而 被 大 大 复杂 化 了 . 因此 我 们 在 几何 的 结构 中 作 
进一步 的 简化 . 通过 扩大 几何 点 的 概念 来 消除 这 个 例外 ,正如 我 们 扩 
大 数 的 概念 来 消除 减法 和 除法 的 限制 一 样 . 在 这 里 我 们 的 指导 思想 始 
终 是 : 希望 在 原来 范围 内 通行 的 规律 ,在 扩大 的 范围 内 仍然 可 行 . 

因此 我 们 将 规定 ,在 每 条 直线 上 除 普通 点 以 外 再 加 上 一 个 “理想 
A”. 这 个 点 属于 与 给 定 直线 平行 的 所 有 直线 而 不 属于 其 他 直线 . 这 
样 一 来 ,平面 上 每 一 对 直线 将 交 于 一 点 ;如 果 这 对 直线 不 平行 ,它们 
交 于 一 普通 点 ,而 如 果 这 对 直线 平行 , 则 它们 交 于 这 二 直线 所 共有 的 
那个 理想 点 上 . 由 于 直观 的 原因 ,一 条 直线 的 理想 点 称 为 这 直线 的 无 
穷 远 点 . 

直线 上 一 点 退 到 无 穷 远 处 的 直观 概念 ,可 能 启发 我 们 给 每 条 直线 加 
上 两 个 理想 点 , 沿 着 这 直线 的 每 一 个 方向 有 一 个 . 其 所 以 只 加 一 个 点 (如 
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我 们 上 面 所 作 ), 是 由 于 我 们 希望 保持 这 样 一 个 规律 : 过 任意 两 点 有 一 条 

且 仅 有 一 条 直线 . 如 果 一 条 直线 与 每 条 平行 线 共同 包含 两 个 无 穷 远 点 , 则 

通过 这 两 个 "点 "将 有 无 穷 多 条 平行 线 . 

我 们 还 将 约定 ,除了 平面 上 的 普通 直线 以 外 ,再 加 上 一 条 “理想 ” 
直线 (也 称 平面 上 无 穷 远 直线 ), 它 包含 平面 上 所 有 理想 点 而 不 包含 
其 他 点 . 显然 ,如 果 我 们 希望 既 保 持原 来 过 任意 两 点 可 作 一 直线 的 规 
律 ,又 要 得 到 任意 二 直线 交 于 一 点 的 新 规律 的 话 , 就 不 得 不 作 这 个 规 
定 . 为 了 说 清 这 一 点 ,让 我 们 任意 选择 两 个 理想 点 ,这 时 唯一 通过 这 
两 点 的 直线 不 可 能 是 一 条 普通 直线 ,因为 按照 我 们 的 规定 ,任何 普通 
直线 仅 包含 一 个 理想 点 . 而 且 这 条 直线 不 能 包含 任意 普通 点 ,因为 一 
普通 点 和 一 理想 点 决定 一 普通 直线 . 最 后 ,这 条 直线 必须 包含 所 有 理 
想 点 ,因为 我 们 希望 它 与 每 一 条 普通 直线 有 一 个 公共 点 . 因此 这 条 直 
线 必须 很 明确 地 具备 我 们 对 平面 上 理想 直线 所 假设 的 那些 性 质 . 

按照 我 们 的 规定 ,一 个 无 穷 远 点 被 一 族 平行 直线 所 确定 ,或 者 说 
由 一 族 平 行 直线 表示 . 正如 一 个 无 理 数 被 有 理 端点 区 间 套 序列 所 确 
定 一 样 . 两 条 平行 直线 相交 于 无 穷 远 点 ,这 一 命题 没有 神秘 的 含义 ， 
只 不 过 是 描述 直线 平行 的 一 个 约定 方式 . 用 这 种 方式 表示 平行 (在 语 
言 上 ,原来 它 是 针对 直观 上 不 同 的 对 象 用 的 ) ,唯一 的 目的 就 是 不 必 
一 一 列举 例外 的 倩 形 ;现在 它们 自然 可 用 同一 种 语言 来 表示 ,或 者 说 
包括 在 用 于 “普通 ”人 情形 的 其 他 符号 中 . 

综 上 所 述 , 对 无 穷 远 点 我 们 是 这 样 规定 的 : 关于 普通 的 点 和 直 
线 之 间 的 关联 性 的 规律 ,在 扩大 的 点 范围 内 继续 成 立 ; 求 二 直线 交点 
的 作法 ,先前 仅 当 直线 不 平行 时 才 可 能 ,现在 则 可 以 去 掉 这 个 限制 . 
这 样 一 种 考虑 一 一 使 得 关联 关系 的 性 质 在 形式 上 得 到 简化 一 一 看 起 
来 似乎 比较 抽象 ,但 读者 在 后 面 将 会 看 到 ,这 样 做 是 很 合适 的 . 


号 2， 理 想 元 素 和 射影 


在 平面 上 引进 无 穷 远 点 和 无 穷 远 直线 ,使 我 们 能 以 一 个 更 为 令 
人 满意 的 方式 来 处 理 一 个 平面 到 另 一 个 平面 的 投影 . 让 我 们 考虑 以 


O 为 中 心 ,平面 到 平面 的 投影 (图 
83). 这 投影 确立 了 x 上 的 点 和 直线 与 
上 的 点 和 直线 之 间 的 一 个 对 应 . x 上 每 
一 点 A 唯一 对 应 x 上 的 一 点 A“. 但 是 有 
下 面 的 例外 : 如 果 过 O 的 投影 线 平行 于 
平面 x, 则 它 与 平面 x 的 交点 4, 在 < 上 

图 83 投影 到 无 穷 远 。 将 没有 普通 点 与 之 对 应 . n 的 这 些 特殊 
点 在 直线 /上 ,这 条 直线 1 在 x 上 没有 普通 直线 与 之 对 应 . 但 是 ,如 
果 我 们 规定 ,x 上 对 应 于 A 的 点 是 直线 OA 方向 上 的 无 穷 远 点 ,而 对 
应 于 4 的 是 x 上 的 无 穷 远 直线 , 则 这 例外 情形 就 消除 了 . 同样 ,对 x 
EER m OK O 出 发 ,所 有 通过 它 的 投影 线 都 平行 于 平面 x) 上 任 一 
点 B', 我 们 规定 对 应 * 上 一 无 穷 远 点 ,m 本 身 对 应 x 上 无 穷 远 直线 . 
这 样 ,通过 在 平面 上 引进 无 穷 远 点 和 无 穷 远 直线 ,一 个 平面 到 另 一 个 
平面 的 射影 在 两 个 平面 的 点 之 间 和 直线 之 间 确 立 了 一 个 对 应 , 它 是 
一 一 对 应 的 关系 ,没有 例外 . (在 第 186 页 未 注 中 提 到 过 对 例外 情形 
的 处 理 . ) 而 且 容易 看 到 我 们 这 个 规定 使 得 : 一 点 在 一 直线 上 必须 而 
且 只 须 这 点 的 射影 在 这 直线 的 射影 上 . 因此 可 以 看 出 ,关于 共 线 点 、 
共 点 线 等 等 这 些 只 涉及 点 . 线 和 关联 关系 的 所 有 命题 ,在 这 推广 的 意 
义 下 ,在 射影 下 是 不 变 的 . 这 样 , 在 把 变 为 的 射影 变换 下 ,我 们 
处 理 平面 x 上 的 无 穷 远 点 ,只 须 简单 地 处 理 x 上 相应 的 普通 点 . 

“对 平面 * 上 无 穷 远 点 的 解释 ( 即 它 是 从 外 面 一 点 O 射影 到 另 
一 平面 x 上 的 普通 点 ), 可 以 对 这 扩充 平面 给 出 一 个 具体 的 欧 几 里 
得 “模型 ” 为 此 ,我 们 只 须 抛 开平 面 而 着 眼 于 x 和 过 O 的 直线 就 
ITT. n 上 每 一 普通 点 对 应 一 条 过 O 而 不 平行 于 x 的 直线 ;xn 上 每 一 
无 穷 远 点 对 应 一 条 过 O 且 平行 于 的 直线 . 因此 的 所 有 点 ,不 论 
是 普通 的 还 是 理想 的 ,都 对 应 着 过 O 的 直线 ,而 且 这 种 对 应 是 一 一 
的 ,没有 例外 . * 上 一 直线 上 的 所 有 点 对 应 着 过 O 的 一 平面 上 的 所 有 
直线 . x 上 一 点 和 一 直线 关联 必须 而 且 只 需 相应 的 过 O 的 直线 和 平 
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面 关 联 . 因此 在 扩充 平面 上 点 和 直线 的 关联 几何 ,完全 等 价 于 通过 空 
间 一 固定 点 的 普通 直线 和 平面 的 关联 几何 . 

“在 三 维 空间 中 情况 也 类 似 ,虽然 我 们 不 能 再 通过 射影 从 直观 
上 加 以 解释 . 我 们 仍然 对 每 一 族 平行 线 引进 一 无 穷 远 点 ,在 每 一 个 平 
面 上 引进 一 条 无 穷 远 直线 . 其 次 ,我 们 必须 引进 一 个 新 元 素 , 即 无 穷 
远 平 面 , 它 由 空间 的 所 有 无 穷 远 点 组 成 旦 包含 所 有 无 穷 远 直线 . 每 一 
个 普通 平面 和 无 穷 远 平面 交 于 它 的 无 穷 远 直 线 . 


3. 含有 无 穷 远 元 素 的 交 比 


必须 对 涉及 无 穷 远 元 素 的 交 比 作 一 点 说 明 . 我 们 用 符号 oo 表 示 
直线 ! 上 的 无 穷 远 点 . 如 果 A, B, C 是 上 上 的 三 个 普通 点 , 则 我 们 可 
以 按 下 述 方式 指定 符号 (ABCco) 的 值 : BL 上 一 点 也, 则 当 己 沿 / 
退 到 无 穷 远 处 时 ,(ABCP) 的 极限 应 为 (ABCoo). 

CA JPA 
(ABCP) = 85| PE’ 


而 当 P RAENT, OO 1 因此 我 们 定义 


CA 
(ABCoo) = CB’ 
特别 如 果 (ABCoo) =— 1 W C 是 线段 AB 的 中 点 ;中 点 和 无 穷 远 点 
在 这 线段 的 方向 上 调和 地 分 割 这 线段 . 


A B G P 
图 84 含有 无 穷 远 点 的 交叉 比 
习题 : 如 果 四 条 直线 h, by bs L 是 平行 的 ,它们 的 交 比 是 什么 ? 


如 果 L 是 无 穷 远 直 线 , 交 比 又 是 什么 ? 


85 应 用 
71.0 > it B 
由 于 引进 了 无 穷 远 元 素 , 当 两 条 或 多 条 直线 平行 时 ,不 必 再 注 明 
在 作 图 和 定理 中 出 现 的 例外 情况 . 


我 们 只 需 记 住 , 当 一 点 是 无 穷 远 点 
时 ,所 有 通过 它 的 直线 都 是 平行 
的 . 无 须 再 把 中 心 投影 和 平行 投影 
区 分 开 来 ,因为 后 者 只 意味 着 是 从 
Mes MOXIE 一 个 无 穷 远 点 投影 . 在 图 72 中 点 O 
笛 沙 格 图 形 和 直线 PQR 可 以 在 无 穷 远 处 (图 
85 表明 了 前 一 种 情形 ); 用 “有 限 ” 

的 语言 叙述 相应 的 笛 沙 格 定理 ,这 留 给 读者 作为 练习 . 
引用 无 穷 远 元 素 不 仅 使 射影 定理 的 叙述 简单 ,而 且 也 常常 使 它 
的 证 明 比 较 简单 . 一 般 的 原理 是 这 样 的 . 对 一 个 几何 图 形 下, 我 们 把 
通过 射影 变换 变 成 下 的 全 体 图 形 称 为 的 “射影 类 ”, 因 为 根据 定义 
射影 性 质 是 在 射影 下 不 变 的 ,因此 ,FF 的 射影 性 质 将 和 它 的 射影 类 中 
任 一 图 形 的 射影 性 质 相同 . 于 是 ,任意 一 个 对 下 成 立 的 射影 定理 ( 它 
只 涉及 射影 性 质 ) ,对 下 的 射影 类 中 的 任 一 图 形 也 成 立 . 反之 亦 然 . 
因此 为 了 证 明 任 何 一 个 关于 下 的 这 种 定理 ,只 需 对 下 的 射影 类 中 的 
任 一 图 形 来 证 明 就 够 了 . 我 们 经 常 利用 这 种 方便 , 即 找 出 下 射影 类 
中 特殊 的 一 个 ,对 它 来 证 明 这 个 定理 比 起 对 下 本 身 要 简单 . 例如 平 
面 x 上 任意 两 点 A, B, 借 助 于 一 中 心 0, 能 射影 到 (平行 于 OAB 平 
面 的) 平面 x 上 的 无 穷 远 点 ,过 A 的 直线 和 过 B 的 直线 将 变 成 两 族 
平行 线 . 在 这 一 节 , 对 那些 凡是 要 加 以 证 明 的 射影 定理 ,我 们 都 预先 

作 这 样 的 变换 . 

有 一 个 关于 平行 线 的 简单 事实 ,下 面 将 要 用 到 : 设 两 条 交 于 O 
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点 的 直线 和 一 对 直线 li， ls XFA A, B, C, D, 如 图 86. 如 果 A 
h 平行 , 则 


反 过 来 ,如 果 SA = OB, my 1, 和 4 平行 .其 证 明 只 须 用 到 相似 三 角 
形 的 初等 性 质 , 贸 给 读者 去 证 . 


2. 平面 上 第 沙 烙 定理 的 证 明 


现在 我 们 对 图 72 所 示 的 平面 上 两 个 三 角形 ABC A A‘B’C' 
出 这 个 证 明 . 在 那里 ,通过 对 应 顶点 的 直线 交 于 一 点 , 则 对 应 边 的 交 
A P, Q, R 应 当 在 同一 直线 上 .为 
了 证 明 这 一 点 ,我 们 首先 投影 该 图 
形 使 Q, R 变 到 无 穷 远 处 . 投影 之 
后 ,AB 将 平行 于 A'B',AC 将 平行 
于 A'C', 其 图 形 如 图 87 所 示 . 如 
同 我 们 在 这 一 节 的 第 一 小 节 所 指 图 87 笛 沙 格 定理 的 证 明 
出 的 那样 ,为 了 证 明 一 般 的 笛 沙 格 
定理 ,只 要 对 这 个 特殊 的 图 形 加 以 证 明 就 行 了 . 这 样 ,我 们 只 须 说 明 
BC 和 BC 的 交点 也 在 无 穷 远 处 , 即 BC 平行 于 BC , 则 P, Q, R 一 
定 是 共 线 的 (因为 它们 同 在 无 穷 远 直 线 上 ). 现在 由 


Ag 


+ 202+ 什么 是 数学 


AB // A'B’ fb’ 一 二， 
£ 
T 


由 AC NAC’ 推出 六 


因此 A = 了 ,从 而 BC = BC’, 这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 . 

注意 , 笛 沙 格 定理 的 这 个 证 明 用 到 了 线段 长 度 这 个 度量 的 概念 . 
因此 我 们 是 用 度量 的 方法 证 明了 一 个 射影 定理 . 而 且 如 果 射 影 变换 
“本 质 上 ?定义 为 保持 交 比 ( 见 第 189 页 ) 的 平面 变换 , 则 这 证 明 在 平 
面 上 仍 完 全 成 立 . 


习题 : 用 类 似 的 方式 证 明 笛 沙 格 定理 的 道 定理 : 如 果 三 角形 ABC 
和 A'B'C' 具 有 使 P,Q, R 共 线 的 性 质 , 则 直线 AA’, BB’, CC 是 共 点 的 


3. 巴 斯 嘉 定理 ? 


本 定理 叙述 如 下 : 如 果 六 边 形 的 项 点 交错 地 位 于 相交 的 一 对 直 
线 上 , 则 六 边 形 相对 的 边 的 交点 P, Q, R 是 共 线 的 (图 88). (六 边 形 
的 边 可 以 相交 ,“ 相 对 ”的 边 可 以 从 图 89 中 辨认 出 来 . ) 


“图 88 巴 斯 嘉 图 形 图 89- 


O 在 第 221 页 我 们 将 讨论 同类 型 的 更 一 般 的 定理 . 目前 这 个 特殊 情形 人 们 也 称 为 
帕 普 斯 定理 , 它 是 由 亚历山大 城 的 帕 普 斯 (Pappus)( 公 元 三 世纪 ?发 现 的 . 
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因为 可 以 预先 作 一 射影 变换 ,我 们 不 妨 假设 P，Q 是 在 无 穷 远 
处 . 于 是 只 须 证 明 R 也 在 无 穷 远 处 . 图 90 表明 了 这 种 情形 ,其 中 
12V45,，23V56. 我 们 必须 说 明 16 // 34. 
我 们 有 


a b+y_ b a+r 
a 二 +X b+y+s b+y atzxet+r 


因此 


bl YS s3 
图 90 巴 斯 嘉 定理 的 证 明 


从 而 16 // 34. 这 就 是 所 要 证 明 的 . 


F4. 布 利安 桑 定理 


该 定理 叙述 如 下 : 如 果 六 边 形 的 边 交替 地 通过 两 个 定点 P 和 
O , 则 连接 六 边 形 相对 的 顶点 的 三 条 对 角 线 是 共 点 的 ( 见 图 91). 通过 
一 个 射影 我 们 可 以 把 P 和 两 条 对 角 线 ( 例 如 14 和 36) 的 交点 送 到 无 


穷 远 处 . 这 情形 如 图 92 所 示 . 由 于 14//36, 我 们 有 名 = 过 .但 是 


Spies 了 ,因此 > 5 E36 / 25, 从 而 所 有 三 条 对 角 线 


平行 ,因而 是 共 点 的 . 这 足以 证 明 在 一 般 情 况 下 定理 成 立 . 


N 
图 91 布 利安 桑 图 形 图 92 布 利安 桑 定理 的 证 明 


T5. 对 偶 性 简介 


读者 可 能 注意 到 ,在 巴 斯 嘉 (1623 一 1662) 和 布 利安 桑 (Brian- 
chon,1785 一 1864) 的 定理 之 间 有 异乎 寻常 的 相似 之 处 . 如 果 把 这 两 
个 定理 并 排 写 出 ,其 相似 变 得 特别 明显 : 


巴 斯 嘉 定理 布 利安 桑 定理 
如 果 一 六 边 形 的 顶点 交替 地 如 果 一 六 边 形 的 边 交替 地 通 
位 于 两 条 直线 上 , 则 相对 的 边 的 | 过 两 个 点 , 则 连接 相对 的 顶点 的 
交点 是 共 线 的 . | 边 是 共 点 的 . 


不 仅 巴 斯 嘉定 理 和 布 利安 桑 定理 成 对 出 现 ,而 且 射 影 几 何 中 的 
所 有 定理 都 是 成 对 出 现 的 ,其 中 一 个 类 似 于 另 一 个 ,可 以 说 结构 是 同 
一 的 , 这 个 关系 称 为 对 偶 . 在 平面 几何 中 ,点 和 直线 称 为 对 偶 元 素 . 画 
条 直线 通过 一 个 点 和 在 一 条 直线 上 标 出 一 个 点 ,这 是 对 偶 操 作 . 两 
个 图 形 ,如 果 只 要 把 其 中 一 个 的 每 一 元 素 及 操作 都 用 它 的 对 偶 元 素 
及 对 偶 操作 来 代替 就 能 得 到 另 一 个 图 形 的 话 ,我 们 就 说 这 两 个 图 形 
是 对 偶 的 . 两 个 定理 ,如 果 只 要 把 其 中 一 个 的 所 有 元 素 及 操作 都 用 它 
们 的 对 偶 来 代替 就 变 成 另 一 个 的 话 ,我们 说 这 两 个 定理 是 对 偶 的 . 例 
如 , 巴 斯 嘉 和 布 利安 桑 的 定理 是 对 偶 的 . 而 笛 沙 格 定理 的 对 偶 显 然 是 
它 的 逆 定 理 . 对 偶 现象 使 得 射影 几何 有 一 个 与 初等 度量 几何 极 不 相 
同 的 特点 ,因为 在 初等 几何 中 这 种 对 偶 是 没有 的 (例如 ,说 一 个 37° 
的 角 或 长 为 2 的 线段 的 对 偶 是 没 意 义 的 ). 在 许多 射影 几何 的 教科 书 
中 , 像 我 们 上 面 所 做 的 那样 ,把 对 偶 定 理 及 其 对 偶 证 明 并 排 地 列 在 同 
一 页 上 ,以 此 来 显示 对 偶 原 理 : 任何 一 个 正确 的 射影 几何 定理 的 对 
偶 , 同 样 是 射影 几何 的 一 个 正确 的 定理 . 对 偶 的 基本 原因 将 在 下 一 节 
考虑 (也 见 第 227 页 ). 
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$6 解析 表示 
71. 初步 说 明 


在 射影 几何 的 早期 发 展 中 ,有 这 样 一 种 强烈 的 倾向 : 把 一 切 都 
建立 在 综合 的 和 “ 纯 几何 ”的 基础 上 ,而 避免 用 数 和 代数 方法 .但 是 这 
种 企图 碰 到 了 很 大 的 困难 ,因为 总 有 些 地 方 看 来 是 不 可 避免 地 需要 
某 些 代数 的 陈述 . 直到 十 九 世纪 末 才 完全 成 功 地 建立 起 一 个 纯 综 合 
的 射影 几何 .但 是 代价 比较 高 ,因为 这 样 一 来 把 问题 搞 得 相当 复杂 . 
而 解析 几何 的 方法 在 这 方面 却 一 直 是 比较 成 功 的 . 在 近代 数学 中 ,总 
的 趋势 是 把 一 切 都 建立 在 数 的 概念 的 基础 上 . 在 几何 中 ,由 费 马 和 笛 
卡 儿 开始 的 这 种 努力 已 经 取得 了 决定 性 的 胜利 . 解析 几何 ,从 仅仅 是 
几何 推理 中 的 一 种 工具 发 展 成 这 样 一 门 学 科 : 在 这 里 ,对 运算 及 其 
结果 的 直观 的 几何 解释 ,不 再 是 最 终 的 唯一 的 目标 . 几何 直观 更 主 
要 是 起 着 引导 的 作用 ,帮助 启发 和 理解 分 析 上 的 结果 . 几何 的 含义 的 
这 种 变化 是 在 历史 的 进程 中 逐渐 出 现 的 , 它 大 大 地 扩大 了 经 典 几何 
的 范围 ,同时 引起 了 几何 和 分 析 几 乎 是 有 机 的 结合 . 

在 解析 几何 中 ,一 个 几何 对 象 的 “坐标 ”是 唯一 标志 该 对 象 的 一 
组 数 . 例如 ,对 一 个 点 ,我 们 用 它 的 直角 坐标 xz，y 或 它 的 极 坐标 2，2 
来 描述 ,而 一 个 三 角形 则 可 以 用 它 的 三 个 顶点 的 坐标 ( 共 六 个 数 ) 来 
描述 . 我 们 知道 在 x, y 平面 上 ,一 条 直线 是 这 样 的 点 P(x，y)( 这 个 
记 法 见 第 89 页 ) 的 几何 轨迹 , 它 的 坐标 满足 某 个 线性 方程 

ax +by +c = 0. a) 


因此 我 们 可 以 称 a, b, c 三 个 数 是 这 条 直线 的 “坐标 ” 例如 a = 0, 
b= 1, c=0 MET HR y= 0, QE 2 Hhya=1,b=—1l,c=0%f 
定 了 直线 r= y, 它 平分 正 工 轴 和 正 y 轴 之 间 的 夹 角 . 同样 地 ,二 次 
方程 定义 了 “圆锥 曲线 ”: 
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v+y=r 以 原点 为 中 心 , 为 半径 的 圆 ， 
(一 a)2 十 (y 一 六 2 =P Uta, 5) 为 中 心 ,r 为 半径 的 圆 ， 
yl 椭圆 ， 
a Bo 
等 等 


对 解析 几何 来 说 ,最 自然 的 办 法 是 从 纯 几何 的 概念 一 一 点 、 直 线 
等 一 一 出 发 ,然后 把 它们 翻译 成 数 的 语言 . 但 现代 的 观点 则 相反 . 我 
们 从 所 有 有 序数 对 x，y 的 集合 出 发 ,而 且 称 每 一 个 这 样 的 数 对 为 
点 ,因为 如 果 我 们 选 了 这 样 一 个 数 对 ,我 们 就 能 用 熟悉 的 几何 点 的 概 
念 来 解释 它 或 使 它 具体 化 . 类 似 地 ,一 个 x 和 y 的 线性 方程 定义 了 
一 条 直线 . 这 样 一 种 从 强调 几何 直观 到 强调 几何 的 分 析 方 面 的 转变 ， 
为 简单 而 又 严格 地 处 理 射影 几 何 中 的 无 穷 远 点 开辟 了 一 条 道路 ,而 
且 对 更 深刻 地 理解 整个 这 门 学 科 是 不 可 缺少 的 . 我 们 将 把 这 个 方法 
说 明 一 下 ,但 这 是 针对 那些 具有 一 些 初步 训练 的 读者 来 说 的 . 


2. 齐 次 坐标 ”对 偶 性 的 代数 基础 


通常 在 解析 几何 中 ,平面 上 一 点 的 直角 坐标 是 指 这 点 到 一 对 互 _ 
相 垂 直 的 轴 的 ( 带 有 正 负 符号 的 ) 距 离 . 在 扩充 了 的 射影 几何 的 平面 
上 ,无 穷 远 点 把 这 个 坐标 系 破坏 了 . 因此 ,如 果 我 们 希望 把 解析 方法 
应 用 于 射影 几何 的 话 ,就 需要 找 一 个 既 包 括 普 通 点 又 包括 理想 点 的 
坐标 系 . 引进 这 样 一 个 坐标 系 ,最 好 的 描述 方法 是 : 假设 把 给 定 的 
X,Y -平面 "嵌入 一 个 引进 了 直角 坐标 z，y, z 的 三 维 空间 中 , 坐 
a, yo z 是 一 个 点 到 由 xz，y, z 轴 决定 的 三 个 坐标 平面 的 ( 带 有 正 
负 符 号 的 ) 距 离 . 我 们 让 平面 * 平 行 于 xz, y 坐标 平面 , 且 位 于 其 上 方 
距离 为 1 处 ,使 得 的 任意 点 有 三 维 坐 标 (X, Y, 1). 取 这 坐标 系 的 
原点 O 为 射影 中 心 ,我 们 注意 每 一 点 了 确定 经 过 O 的 唯一 一 条 直 
线 ,反之 亦 然 ( 见 第 198 页 ,经 过 O 〇 且 平 行 于 7 的 那些 直线 对 应 于 r 
的 那些 无 穷 远 点 ). 
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现在 我 们 对 平面 + 上 的 点 建立 一 个 “ 齐 次 坐标 ” 系 . 为 了 求 出 r 
上 任 一 普通 点 已 的 齐 次 坐标 ,我 们 
取经 过 O 〇 和 书 的 直线 ,并 且 在 这 直 
线 上 选取 任意 一 个 异 于 O 的 点 Q 
( 见 图 93). 于 是 Q 的 普通 三 维 坐标 
L, y, z 称 为 点 P 的 齐 次 坐标 . 特别 
地 ,PP 本 身 的 坐标 (X,Y, DÆ P H 
一 个 齐 次 坐标 . 而 且 任 何其 他 数组 
GX, tY, D), HP 40, 也 是 PP 的 
齐 次 坐标 , 因为 在 直线 OP 上 所 有 93 齐 次 坐标 
FEF O 的 点 的 坐标 都 有 这 个 形式 (我 们 排除 了 点 (0,，0,，0) 是 由 于 它 
位 于 所 有 经 过 O 的 直线 上 ,而 不 能 借 此 把 它们 区 分 开 来 ). 

在 平面 上 引进 这 样 的 坐标 ,要 求 用 三 个 数 而 不 是 两 个 数 来 确定 
一 个 点 的 位 置 ,而 且 这 方法 还 有 一 个 不 便 之 处 , 那 就 是 一 个 点 的 坐标 
并 不 是 唯一 确定 的 ,而 是 带 着 一 个 任意 因子 t. 但 是 它 有 很 大 的 好 
处 . 现在 包括 x 上 的 无 穷 远 点 在 内 ,都 可 以 用 这 种 坐标 来 表示 了 . n 
上 的 一 个 无 穷 远 点 已 ,由 一 条 经 过 O 而 平行 于 7 的 直线 所 确定 . 这 
条 直线 上 任意 一 点 Q@ 有 形 如 (x，y, 0) 的 坐标 . 因此 r 上 无 穷 远 点 的 
齐 次 坐标 的 形式 是 (z，>，0). 如 果 我 们 注意 连接 O 和 一 条 直线 上 的 
点 的 那些 直线 都 在 通过 O 的 一 个 平面 上 ,那么 ,x 上 一 条 直线 在 齐 次 
坐标 中 的 方程 也 是 容易 建立 的 . 在 解析 几何 中 已 经 证 明了 这 样 一 个 
平面 的 方程 形 如 


ar 十 四 十 cz = 0. 
因此 这 是 < 上 一 直线 在 齐 次 坐标 中 的 方程 . 
我 们 已 经 把 通过 〇 的 直线 当 作 < 上 的 点 的 几何 模型 ,如 今 可 以 
撤 开 它 而 给 出 下 述 扩充 平面 的 纯 分 析 的 定义 : 
点 是 不 全 为 零 的 有 序 三 元 实数 (z+，y, zx). 如 果 对 两 个 这 样 的 三 
TRC, yi，z) 和 (zz ，y，z), 有 某 个 上 尖 0 使 
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X2 = (215 
32 = tyi» 
Z? = 1,5 
则 认为 它们 决定 了 同一 个 点 . 换 句 话说 ,任意 点 的 坐标 可 以 乘 上 任意 
非 零 因子 而 不 改变 这 点 的 位 置 . (这 就 是 它们 称 为 齐 次 坐标 的 原因 . ) 
一 个 点 ,如 果 = 冯 0, 是 普通 点 ;如 果 z = 0, 是 无 穷 远 点 . 
区 上 一 直线 是 由 满足 一 个 形 如 
ax +by+cz =0 a’) 
的 线性 方程 的 所 有 点 (z，y，z) 组 成 的 ,其 中 a，2，c 是 任意 三 个 不 
全 为 零 的 常数 . 特别 地 ,r 上 的 无 穷 远 点 都 满足 线性 方程 
z=0, (2) 
按 定义 这 是 一 条 直线 , 称 为 x 上 的 无 穷 远 直 线 . 由 于 一 条 直线 是 由 形 
如 (1 ) 的 一 个 方程 所 决定 的 ,我 们 称 三 元 数 (a, b,c) 是 直线 (1 ) 的 
齐 次 坐标 . 由 此 可 见 , 对 任意 t+ 关 0, (ta, th, tc) 也 是 直线 (1 ) 的 坐 
标 , 因 为 方程 
(ta)x+ (th)y+ (tc)z=0 (3) 
和 (1 ) 都 为 同样 的 坐标 三 元 数 (x+，y，z) 所 满足 . 
在 这 些 定义 中 ,我 们 看 到 点 和 直线 之 间 是 完全 对 称 的 : 每 一 个 
都 由 三 个 齐 次 坐标 (u,v，w) 所 决定 . 点 (r+，y，z) 落 在 直线 (a, b, 
c) 上 的 条 件 是 
ax +by +c 一 0， 
RARA C, 0，c) 的 点 落 在 坐标 为 (zx，?，z) 的 直线 上 的 条 件 是 
同样 的 . 例如 算术 等 式 
2。3 十 1。4 一 5。2 一 0， 
可 将 其 含义 等 价 地 解释 为 : 点 (3, 4, 2) 落 在 直线 (2, 1, 一 5) 上 ,或 
者 点 (2, 1, 一 5) 落 在 直线 (3, 4, DE. 这 种 对 称 性 是 射影 几何 中 点 
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和 直线 之 间 的 对 偶 的 基础 ,因为 点 和 直线 的 任何 关系 ,如 果 对 坐标 重 
新 作 适 当 解 释 的 话 ,就 会 变 成 直线 和 点 之 间 的 一 个 关系 . 在 这 新 的 解 
释 中 ,原来 的 点 和 直线 的 坐标 ,现在 被 认为 是 相应 地 代表 直线 和 点 . 
所 有 代数 运算 及 其 结果 仍然 是 相同 的 ,但 是 从 它们 的 新 解释 中 却 得 
出 了 与 原来 定理 相对 偶 的 定理 . 必须 注意 ,这 对 偶 性 在 两 个 坐标 X， 
工 的 普通 平面 中 并 不 成 立 ,因为 在 普通 坐标 里 ,直线 方程 

aX +bY+c=0 


中 的 X,Y Sa, b, c 不 是 对 称 的 . 仅仅 在 包括 了 无 穷 远 点 和 无 穷 远 
直线 以 后 ,对 偶 原则 才 完 全 确立 . 

要 从 平面 x 上 普通 点 已 的 齐 次 坐标 过 渡 到 普通 直角 坐标 ,我 们 只 须 

简单 地 令 X=, Y= 之 这 时 X,Y 表示 点 P 到 x 上 两 条 平行 于 z 轴 、 


y 轴 的 直角 坐标 轴 的 距离 ,如 图 93 所 示 . 我 们 知道 一 个 形 如 
aX+bY+c=0 


的 方程 表示 < 上 一 直线 . 作 代 换 X = Z, Y= 2, 两 边 乘 以 =, 我 们 得 到 


了 同一 直线 在 齐 次 坐标 中 的 方程 ,如 在 第 207 页 叙述 的 那样 ,为 
at+b+a=0, 
Wh, HA BR 22 — 3y+ z= 0 在 直角 坐标 X, Y 中 是 2X 一 37Y 十 1 = 0. 
当然 ,后 一 个 方程 对 直线 上 的 无 穷 远 点 不 适合 ,该 无 穷 远 点 的 一 个 齐 次 坐 
HEG, 2, 0). 
有 一 件 事 还 要 说 一 下 . 我 们 已 成 功 地 对 点 和 直线 给 出 了 纯 分 析 的 定 
义 ,但 是 ,与 此 同样 重要 的 射影 变换 的 概念 在 分 析 里 怎么 表示 呢 ? 可 以 证 
明 , 如 第 185 页 所 定义 的 一 个 平面 到 另 一 个 平面 的 射影 变换 ,在 分 析 上 由 
一 个 线性 方程 组 给 出 : 
ZX =arthytaz, 
y 一 azz 十 名 y 十 czzy (4) 
z =axrthytesz. 
它 把 平面 zx 上 的 点 的 齐 次 坐标 x，>，z 和 平面 x 上 的 点 的 齐 次 坐标 x'， 
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y ,> 联系 起 来 . 从 我 们 现在 的 观点 来 看 ,我 们 可 以 把 射影 变换 定义 为 由 
形 如 (4) 的 任 一 线性 方程 组 给 出 的 一 个 变换 . 这 时 射影 几何 的 定理 成 了 三 
THC, y, zx) 在 这 种 变换 下 的 定理 . 例如 ,证 明 在 一 条 直线 上 四 个 点 的 交 
比 在 这 样 的 变换 下 不 变 , 这 样 的 问题 现在 成 了 代数 中 线性 变换 的 一 个 简 
单 练习 . 我 们 不 能 继续 深入 到 这 个 分 析 过 程 的 细节 中 去 ,而 将 回 到 射影 几 
何 的 更 为 直观 的 方面 上 来 . 


$7 只 用 直 尺 的 作 图 问题 


在 下 面 的 作 图 中 ,应 理解 为 只 许 用 直 尺 作 工具 . 

问题 1 至 18 包含 在 施 泰 纳 的 一 篇 文章 中 ,在 那里 他 证 明了 ,如 果 给 了 
一 个 固定 的 阁 和 它 的 圆心 ,那么 在 几何 作 图 中 就 可 以 不 用 圆规 了 ( 见 第 三 
章 , 第 171 页 ). 建议 读者 按 如 下 次 序 解 这 些 问 题 . 

通过 书 点 的 四 条 直线 a, b, c,d, 如 果 交 比 (apcd) = 一 1, 就 说 它们 是 
调和 的 ,并 且说 a Mb 对 c Md 是 共 思 的 ,反之 亦 然 . 

1) 证 明 : 如 果 在 四 个 调和 直线 a, b, c, d 中 ,射线 a 平分 c 和 d 之 间 
的 夹 角 , 则 5 垂直 于 a. 

2) 对 过 一 点 的 三 条 给 定 直线 ,作出 第 四 条 调和 直线 (提示 : 应 用 完全 
四 边 形 定理 ). 

3) 对 一 条 直线 上 的 三 个 给 定点 ,作出 第 四 个 调和 点 . 

4) 如 果 一 个 给 定 的 直角 和 一 个 给 定 的 任意 角 有 共同 顶点 及 一 公共 
边 , 试 作 一 角 使 其 为 给 定 的 任意 角 的 两 倍 . 

5) 给 定 一 角 及 其 分 角 线 b, 过 该 角 的 顶点 PE b 的 垂 线 . 

6) 证 明 : 如 果 过 点 P HHR Lis les bs s by 与 直线 a RF MAL, 
Az, Ass ts Ans SER b EF A Bis Boy Bay oy Buy WIH ROR BER 
A;B, AL ALB,G Ak, i, R= 1, 2, +, n) 的 交点 在 一 条 直线 上 . 

D 证 明 : 给 定 三 角形 ABC, 如 果 一 条 平行 于 BC 边 的 直线 交 AB 于 
B’ 3 AC FC’ Wl BC 和 CB 的 交点 DD 使 A, DD 的 连 线 二 等 分 BC. 

7a) 叙述 并 证 明 7) 的 逆 命 题 . 

8) 在 一 条 直线 ! 上 给 定 三 个 点 已 ，Q, R, 其 中 Q 是 线段 PR 的 中 点 ， 
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过 给 定点 S 作 平行 于 ! 的 直线 . 

D 给 定 二 平行 线 h, ,二 等 分 上 上 一 给 定 线段 AB. 

10) 过 给 定点 已 作 一 直线 平行 于 给 定 的 两 条 平行 线 2 MLR: 用 
8) 把 9) 化 为 7)]. 

11) 给 定 一 直线 /平行 于 已 知 线段 AB, 施 泰 纳 对 线段 AB 放大 一 倍 的 
问题 给 出 了 如 下 解法 : 通过 既 不 在 /上 也 不 在 直线 AB 上 的 一 点 C, 作 CA 
Bel FA, CBRL FB, RLM 10)] 过 C 作 一 平行 于 ! 的 直线 , 交 BA, 
于 D. 若 DBi 交 AB 于 E, 则 AE = 2+ AB, 

证 明 最 后 一 句 话 . 

12) 给 定 一 平行 于 AB 的 直线 1, 分 线段 AB 为 ”等 分 [提示 : 首先 用 
11) 在 1 上 作 任 一 线段 的 n 售 ]. 

13) 给 定 一 平行 四 边 形 ABCD, 过 一 点 已 作 一 条 平行 于 直线 ! 的 平行 
线 [提示 : 把 10) 用 到 平行 四 边 形 的 中 心 并 用 8) J. 

14) 给 定 一 平行 四 边 形 , 将 一 给 定 线段 乘 HL HEAR: 用 13) 和 11)] 

15) 给 定 一 平行 四 边 形 ,把 一 给 定 线段 n 等 分 . 

16) 给 定 一 个 圆 和 它 的 圆心 ,过 一 给 定点 作 一 给 定 直线 的 平行 线 [ 提 
示 : 用 13)]. 

17) 给 定 一 个 圆 和 它 的 圆心 ,将 一 给 定 线段 乘 ” 倍 和 分 成 ”等 分 [ 提 
示 : 用 13)]. 

18) 给 定 一 个 圆 和 它 的 圆心 ,过 一 给 定点 作 一 给 定 直线 的 垂 线 (提示 ， 
作 这 给 定 圆 的 内 接 和 矩形 ,使 这 矩形 有 两 个 边 平行 于 给 定 直线 ,然后 化 为 前 
面 的 练习 ). 

19) 如 果 你 的 工具 是 带 有 两 个 平行 边 的 直 尺 ,用 问题 1) 一 18) 的 结果 ， 
你 能 解决 哪些 基本 作 图 问题 ? 

20) 二 给 定 直线 h, ls 交 于 你 所 用 的 这 张 纸 外 边 的 一 点 P. 作 给 定点 
Q 与 P 的 连 线 (提示 : 作出 满足 平面 上 笛 沙 格 定理 的 图 形 ,使 得 已 和 @Q 成 
为 笛 沙 格 定理 中 两 个 三 角形 对 应 边 的 交点 ). 

21) 二 给 定点 的 距离 大 于 你 所 用 的 直 尺 的 长 度 , 作 连接 这 两 点 的 连 线 
[提示 : 用 20]. 

22) 位 于 所 用 的 纸张 以 外 的 两 点 P、Q, 相 应 地 由 过 P 和 Q 的 两 对 直 
Bly. b Alm, m 所 决定 . 试 作 直 线 PQ 在 纸 上 的 部 分 (提示 : 为 了 得 到 
PQ 上 的 一 点 ,作出 满足 笛 沙 格 定理 的 图 形 ,使 得 一 个 三 角形 有 两 个 边 在 /1 
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Am 上 ,而 另 一 个 三 角形 相应 的 两 边 在 ls M m 上). 

23) 用 巴 斯 嘉 定理 (第 202 页 解决 20)[ 提 示 : 作出 满足 巴 斯 嘉 定理 
的 图 形 , 使 得 ,Ls 为 六 边 形 的 一 对 相对 的 边 ,Q 为 另 一 对 相对 的 边 的 交 
点 

24) 两 条 完全 处 于 所 用 纸张 外 的 直线 ,每 一 条 直线 都 由 纸 上 的 两 对 直 
线 确定 . 这 两 对 直线 中 每 一 对 的 交点 都 在 纸 外 的 这 条 直线 上 . 确定 这 两 条 
( 纸 外 的 ) 直 线 的 交点 (用 过 这 交点 的 一 对 直线 来 确定 它 ). 


§8 二 次 曲线 和 二 次 曲面 
晤 1. 二 次 曲线 的 初等 度量 几何 


直到 现在 ,我 们 仅仅 涉及 点 直线 ,平面 和 由 它们 所 组 成 的 图 形 . 
如 果 射 影 几何 除了 研究 这 样 的 “直线 ”图 形 以 外 再 没有 别 的 , 那 它 就 
不 怎么 会 令 人 感 兴趣 了 . 从 根本 上 说 来 ,一 个 重要 的 事实 是 ,射影 几 
何 所 研究 的 不 限于 直线 图 形 , 而 是 包括 圆锥 曲线 的 整个 领域 以 及 它 
们 在 高 维 空间 中 的 推广 . 圆锥 曲线 一 一 椭圆 , 双 曲 线 和 抛物 线 一 一 的 
阿波 罗 尼 斯 度量 处 理 ,是 古代 伟大 的 数学 成 就 之 一 . 圆锥 曲线 对 纯 数 
学 和 应 用 数学 的 重要 性 (例如 行星 及 氢 原 子 中 电子 的 轨道 是 圆锥 曲 
线 ) 是 怎么 估计 也 不 过 分 的 . 有 点 奇怪 的 是 ,关于 圆锥 曲线 的 古典 希 
腊 理 论 至 今 仍然 是 数学 教程 中 不 可 缺少 的 部 分 . 然而 希腊 几何 决 不 
是 已 经 到 顶 ,两 千年 后 ,圆锥 曲线 的 重要 射影 性 质 被 发 现 了 . 尽管 这 
些 性 质 简单 而 优美 ,但 是 学 院 式 的 惰性 却 一 直 阻 碍 着 把 它们 引进 高 
中 课程 . 

首先 我 们 回忆 一 下 圆锥 曲线 的 度量 的 定义 . 这 种 定义 有 好 几 
种 ,在 初等 几何 中 可 以 看 到 它们 是 等 价 的 . 常见 的 一 种 是 涉及 焦点 
的 . 一 个 椭圆 定义 为 平面 上 这 样 的 点 已 的 几何 轨迹 : 它 到 两 个 固 
定点 FF，Fz( 即 焦点 ) 的 距离 ny rz 之 和 是 一 常量 (如 果 两 个 焦点 
重合 ,图 形 是 一 个 圆 ). 双 曲 线 定义 为 平面 上 这 样 的 点 了 的 轨迹 : 
对 它 来 说 , 差 n 一 7 的 绝对 值 是 一 固定 常量 . 抛物 线 定义 为 这 样 的 
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点 卫 的 几何 轨迹 : 它 到 一 固定 点 下 的 距离 7 等 于 到 一 给 定 直线 / 
的 距离 . 

用 解析 几何 的 语言 来 说 ,这 些 曲线 都 能 用 坐标 x, y 的 二 次 方程 

来 表示 . 反之 ,不 难 证 明 , 用 任意 一 个 二 次 方程 

ax’ +by’+cry+dr+ey+ f=0 
解析 地 定义 的 任何 曲线 ,或 是 这 三 种 圆锥 曲线 之 一 ,或 是 一 条 直 
线 ,或 是 一 对 直线 ,或 是 一 个 点 ,或 是 虚 的 . 要 证 明 这 个 事实 ,通常 
是 引进 一 个 新 的 适当 的 坐标 系 , 这 在 任何 解析 几何 课本 中 都 能 
找到 . 

圆锥 曲线 的 这 些 定义 本 质 上 是 度量 的 ,因为 它们 用 到 了 距离 的 
概念 . 但 是 还 有 另 一 种 定义 , 它 确立 了 圆锥 曲线 在 射影 几何 中 的 地 
位 ;圆锥 曲线 是 一 个 圆 在 平面 上 的 投影 . 如 果 我 们 从 一 点 O 投影 一 
个 圆 C, 则 投影 线 将 成 为 一 对 无 限 的 锥 面 ,这 锥 面 与 平面 的 交 线 是 
C 的 投影 . 这 交 线 是 一 椭圆 或 双 曲 线 ,将 根据 这 平面 和 这 锥 面 一 叶 或 
两 叶 相 截 而 定 . 当 x 平行 于 过 OO 〇 的 一 条 直线 时 ,出 现 了 抛物 线 这 种 
中 间 情 形 ( 见 图 94). 

这 射影 的 锥 面 并 不 一 定 是 正 圆锥 . 即 顶 点 O 不 一 定 在 遂 过 圆心 
HATA C 的 直线 上 . 它 也 可 以 是 斜 的 . 在 所 有 这 些 情形 中 ,我 们 
将 不 加 证 明 地 在 这 里 承认 以 下 事实 : 锥 面 与 一 平面 的 交 线 是 其 方程 
为 二 次 的 曲线 ;反之 ,每 一 个 二 次 曲线 可 从 一 个 圆通 过 这 样 一 个 射影 
来 得 到 . 这 就 是 把 二 次 曲线 称 为 圆锥 曲线 的 原因 . 

当 平 面 仅 与 正 圆锥 的 一 叶 相交 时 ,我 们 断言 交 线 E 是 一 椭圆 . 
可 以 证 明 五 满足 上 述 用 焦点 给 出 的 那 种 通常 用 的 椭圆 定义 . 有 一 个 
简明 而 优美 的 证 法 是 比利时 数学 家 丹 德 林 (G. P. Dandelin) 在 1822 
年 给 出 的 . 这 个 证 明 是 在 引进 两 个 球 S 和 S: 的 基础 上 进行 的 (图 
95) ,它们 和 分别 相 切 于 点 F A F; ,并 且 相应 地 沿 着 两 个 平行 的 
AK, K: 和 圆锥 相 接触 . RIE E LERAP 和 下 F 连接 起 
来 ,并 画 出 从 P 到 圆锥 顶点 O 的 连 线 . 这 条 线 整个 地 落 在 圆锥 的 表 
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面 上 , 且 依 次 交 Ki 和 Ke 于 点 Q AQ. 现在 PF 和 PQ, BH PE 
Si 的 两 条 切线 ,所 以 
PF, = PQ.. 


图 94 圆锥 曲线 图 95 丹 德 林 的 球 
类 似 地 有 


PF, = PQ. 
把 这 两 个 等 式 加 起 来 ,我 们 得 到 
PF, + PF; = PQ; +PQ:. 
但 是 PQ. + PQ: = QQ REFI K, 和 Ks 之 间 沿 着 圆锥 表面 
的 距离 . AECH E LAP 的 选择 无 关 . 这 最 后 一 个 等 式 
PF, 十 PF, = 常数 ， 
X E HRA A P 成 立 ,这 正 是 用 焦点 作 的 椭圆 定义 . 因此 E i 
圆 ,下 ，F; 是 它 的 焦点 . 


习题 : 若 平面 截 制 圆锥 的 两 叶 , 则 交 线 是 双 曲 线 . 试 在 这 圆锥 的 每 
一 叶 都 作 一 个 球 以 证 明 这 个 事实 . 
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晤 2. 二 次 曲线 的 射影 性 质 


在 上 节 叙 述 的 事实 的 基础 上 ,我 们 将 采用 这 样 一 个 尝试 性 的 定义 ， 
圆锥 曲线 是 圆 在 平面 上 的 投影 . 这 个 定义 比 通 常用 焦点 的 定义 更 多 地 保 
留 了 射影 几何 的 精神 ,因为 后 者 完全 依赖 于 距离 这 度量 概念 . 但 是 ,即使 
我 们 现在 的 这 个 定义 也 没有 完全 避免 这 个 缺陷 ,因为 “ 圆 " 也 是 度量 几何 
的 一 个 概念 . 下 面 我 们 将 给 出 圆锥 曲线 的 一 个 纯粹 射影 定义 . 

由 于 我 们 已 经 接受 了 一 个 圆锥 曲线 只 是 一 个 圆 的 射影 这 样 的 定 
义 [ 词 “conic”( 圆 锥 曲线 ) 的 意思 是 指 圆 的 射影 类 中 的 任 一 曲线 , 见 
第 200 页 ], 由 此 可 知 , 圆 在 射影 下 不 变 的 任何 性 质 , 也 将 为 任意 二 次 
曲线 所 具备 . 现在 圆 有 一 个 众所周知 的 (度量 ) 性 质 : 一 给 定 圆 弧 所 
对 的 每 个 圆周 角 相 等 . 在 图 96 PIL AB 所 对 着 的 角 AOB ÆA O 的 
位 置 无 关 的 . 如 果 考 虑 圆 上 四 个 点 A，B，C，PD ,而 不 是 圆 上 两 个 点 
A, B 的 话 ,这 个 事实 就 和 交 比 这 个 射影 概念 有 关 了 . 连接 这 四 个 点 
和 圆 上 第 五 个 点 O 的 四 条 直线 a, b, c, d 将 有 交 比 (abcd), 它 只 依 
MFI CA, CB, DA, DB 所 对 着 的 圆周 角 . 如 果 我 们 把 A, B, C, 
D 和 贺 上 另 一 点 O' 连 接 起 来 ,我 们 得 到 四 条 直线 a, b,c, d'. 从 
刚才 提 到 的 圆 的 性 质 可 知 ,这 两 组 四 条 直线 是 “相合 的 ”0. 因此 它们 
具有 相同 的 交 比 : (a’b'c'd’) = (abcd). 现在 如 果 我 们 把 圆 射影 成 任 
意 二 次 曲线 K, RITHIS K 上 的 四 个 点 , 仍 记 为 A, B, C, D, 还 
有 另外 两 个 点 O, O ,以 及 两 组 四 条 直线 a, b, c,d fla’, b,c’, 
d. 这 两 组 四 条 直线 不 一 定 相合 ,因为 相等 的 角 经 过 射影 一 般 是 不 会 
相等 的 . 但 是 由 于 交 比 在 射影 下 是 不 变 的 ,等 式 (abcd) = (a'b’c'd’) 
仍然 成 立 . 这 就 引出 一 个 基本 定理 : 把 圆锥 曲线 政 上 任意 四 点 4， 
B,C, DMK 上 第 五 个 点 O 用 直线 a, b, c, d 连接 起 来 , 交 比 


O 给 定 共 点 的 四 条 直线 a, b, c d 和 另外 共 点 的 四 条 直线 a , 5 ,c,d', 如 果 前 面 
的 每 对 直线 之 间 的 夹 角 和 后 面相 应 直线 之 间 的 夹 角 相等 且 符 号 相同 ,就 称 这 两 组 直线 是 
相合 的 . 
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图 96 圆 上 的 交 比 图 97 椭圆 上 的 交 比 


这 确实 是 惊人 的 结果 . 我 们 已 经 知道 在 一 直线 上 任 取 的 四 个 点 
与 平面 上 任何 第 五 个 点 O 的 交 比 是 一 样 的 . 这 个 关于 交 比 的 定理 是 
射影 几何 的 一 个 基本 事实 . 现在 我 们 知道 ,这 个 事实 对 二 次 曲线 上 的 
四 个 点 同样 是 成 立 的 ,但 有 一 个 重要 的 限制 : 这 第 五 个 点 不 能 在 平 
面 上 任意 移动 ,但 仍然 可 以 在 给 定 的 二 次 曲线 上 自由 移动 . 

不 难 证 明 这 个 结果 的 逆 命 题 : 如 果 一 曲线 K 上 有 两 点 O, O”， 
使 得 K 上 任意 四 点 A, B, C, DMO 和 0O' 出 发 有 同样 的 交 比 , 则 K 
是 二 次 曲线 (因此 A, B, C, DAK 上 任意 第 三 点 O” 有 同样 的 交 
比 ). 在 这 里 我 们 就 不 讲 这 个 证 明了 . 

二 次 曲线 的 这 些 射 影 性 质 , 启 发 我 们 对 这 些 曲线 的 作 图 采用 一 
种 一 般 的 方法 . 我 们 称 平面 上 过 给 定点 O 的 所 有 直线 为 一 线束 . 现 
在 考虑 通过 在 二 次 曲线 K 上 选 定 的 两 点 O 和 0O' 的 线束 . 在 O 的 线 
东 和 0O' 的 线束 之 间 我 们 可 以 建立 这 样 的 一 一 对 应 : 对 O 的 一 直线 a 
和 0O' 的 一 直线 a ,只 要 a 和 a' 交 于 二 次 曲线 K 上 一 点 A, 就 把 它们 
配 为 一 对 . 这 时 O 的 线束 中 任意 四 条 直线 a, b, c, d 和 0O' 中 四 条 相 
应 的 直线 a , yw ,c,d 将 有 相同 的 交 比 . 在 二 线束 之 间 , 任 意 一 个 具 
有 这 种 性 质 的 一 一 对 应 称 为 射影 对 应 (这 个 定义 显然 是 在 第 193 页 
给 出 的 两 条 直线 上 点 与 点 之 间 的 射影 对 应 的 对 偶 定义 ). 存在 着 射影 
对 应 的 线束 我 们 称 为 是 射影 相关 的 . 根据 这 个 定义 我 们 现在 可 以 
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断言 : 二 次 曲线 K 是 两 族 射影 相关 的 线束 的 相应 直线 的 交点 的 轨 
迹 . 这 个 定理 为 二 次 曲线 的 纯粹 射影 定义 提供 了 基础 : 二 次 曲线 
是 两 族 射影 相关 的 线束 中 相应 直线 交点 的 轨迹 @. 可 以 试图 以 这 个 
定义 为 起 点 去 发 展 二 次 曲线 的 理论 ,但 是 在 这 里 我 们 只 限于 作 一 
些 说 明 . 

射影 相关 的 线 东 可 以 这 样 得 到 : 
从 两 个 不 同 的 中 心 O 和 0 射影 一 直 
Bel 上 的 所 有 点 了 ,在 这 些 射影 线束 
中 使 得 交 于 /上 的 直线 a 和 a" 彼 此 对 
应 , 则 这 两 族 线束 是 射影 相关 的 . 现在 
取 线 束 O”, 把 它 像 刚体 似 地 移动 到 任 
一 位 置 0', 则 所 得 的 线束 O HAMO 图 98 射影 相关 束 的 作 图 预备 
射影 相关 . 而 且 二 线束 之 间 的 任何 射 
影 对 应 都 可 以 这 样 得 到 (这 个 事实 是 和 第 193 页 习题 1 相对 偶 的 事 
实 ). 如 果 线 束 O 〇 和 0O' 是 相合 的 ,我 们 得 到 一 个 圆 . 如 果 角 相等 ,但 符 
号 相反 ,这 二 次 曲线 是 等 边 双 曲线 ( 见 图 99). 


SN 
H 


SS 
SEK 


SS 


== 
—— 

NS 
NS 


图 99 由 射影 产生 的 圆 和 等 边 双 曲线 


注意 二 次 曲线 的 这 个 定义 可 以 产生 一 条 直线 的 轨迹 ,如 图 98. 
在 这 种 情形 ,直线 OO” 对 应 它 本 身 , 它 的 所 有 点 都 被 认为 属于 这 轨 


O 在 某 些 情 况 下 ,这 轨迹 可 能 退化 成 -- 直 线 , 网 图 98. 
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迹 . 因此 这 二 次 曲线 退化 成 一 对 直线 ,它们 与 下 列 事实 相符 : 一 个 贺 
锥 存在 着 由 两 条 直线 组 成 的 截 线 (由 通过 顶点 的 平面 与 它 相 截 
而 得 到 ). 


JA: 1) 用 射影 线束 画 椭 圆 . 双 曲线 和 抛物 线 ( 要 求 读 者 极力 通过 
这 样 的 作 图 来 作 试 验 , 它 将 大 大 有 助 于 读者 的 理解 ). 

2) 已 知 五 个 点 0, O, A, B, C 位 于 一 未 知 的 二 次 曲线 K ERE 
过 O 〇 的 一 条 给 定 直线 d 和 天 的 交点 D( 提 示 : 考虑 由 OA, OB, OC 给 出 
的 过 OO 射线 a, b, cy MAMIE Of 的 射线 a, 6, co O 画 射线 d, H 
BLO’ HE At BE dIE labed) = (a’b'c’d’), W d 和 过 的 交点 必然 是 天 
上 一 点 ). 


3. 二 次 曲线 看 作 线 曲线 


二 次 曲线 的 切线 ,这 个 概念 是 射影 几何 的 概念 ,因为 二 次 曲线 的 
切线 是 一 直线 , 它 和 二 次 曲线 仅 在 一 点 
接触 ,而 这 个 性 质 在 射影 下 是 不 变 的 . 以 
下 基本 定理 是 二 次 曲线 切线 的 射影 性 质 
的 基础 : 二 次 曲线 的 任意 四 个 固定 切线 
与 第 五 个 切线 的 交点 的 交 比 ,不 论 第 五 
个 切线 的 位 置 如 何 都 是 相等 的 . 

这 个 定理 的 证 明 是 很 简单 的 . 因为 一 


Bio MEMRI 。 个 二 次 曲线 是 圆 的 一 个 身影 ,而 且 这 个 定 


理 只 涉及 在 射影 下 不 变 的 性 质 . 因此 ,为 了 


在 一 般 情 形 下 证 明 这 个 定理 ,只 需 
对 圆 的 情形 加 以 证 明 就 够 了 . 

对 于 圆 来 说 ,证 明 这 个 定理 
是 初等 几何 的 问题 . 设 P, Q, R, 
S 是 圆 上 任意 切线 a, b, c, 4 的 
四 个 切 点 ,T 是 另 一 切线 o HW 图 101 圆 的 切线 性 质 
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点 ,切线 o 交 a,5b, c,d FAA, B,C, D. MRM 是 圆心 , 则 显然 有 


TMA = 示人 TMP, 4 ZTMP 等 于 弧 TP 所 对 的 K 上 的 图 周 角 . 


类 似 地 ,和 TMB 等 于 弧 TQ 所 对 的 K 上 的 圆周 角 . 于 是 ZAMB = 
去 BQ, KMS PQ SFM PQ 所 对 的 圆周 角 . 因此 点 A, B, C, D 


EAM 出 发 的 四 条 射线 的 投影 ,这 四 条 射线 的 角 是 由 P, Q R, S 
的 固定 位 置 给 出 的 . 由 此 推出 交 比 (ABCD) 仅 依赖 于 四 条 切线 a, b, 
c,d, 而 不 依赖 于 第 五 条 切线 o 
的 特殊 位 置 . 这 正 是 我 们 要 证 明 
的 定理 . 

在 上 一 小 节 , 我 们 看 到 一 个 
= 次 曲线 可 以 用 两 个 射影 相关 
的 线 东 中 对 应 直线 的 交点 来 表 
示 . 刚才 证 明 的 这 个 定理 使 我 们 图 102 袖 略 的 两 条 切线 上 的 射影 点 类 
可 以 使 用 这 个 作 图 法 的 对 偶 方 
法 . 让 我 们 取 一 个 二 次 曲线 K 的 两 条 切线 a 和 a ,第 三 条 切线 上 将 
相应 地 交 a Ma FAA ALA’. 如 果 我 们 允许 上 沿 着 这 二 次 曲线 运 
动 , 则 这 将 在 a 的 点 和 a 的 点 之 间 建 立 一 个 对 应 : 

AA’. 
在 a 的 点 和 a 的 点 之 间 的 这 个 对 应 将 是 射影 对 应 ,因为 由 我 们 的 定 
理 ,a 的 任意 四 个 点 和 a 的 四 个 对 应 点 有 相同 的 交 比 . 因此 它 表明 一 
个 二 次 曲线 K( 看 作 它 的 切线 族 ) ,是 由 a 和 a 上 两 个 射影 相关 的 点 
类 ?的 对 应 点 的 连 线 组 成 的 . 

这 个 事实 可 以 用 来 给 出 二 次 曲线 的 一 个 射影 定义 , 即 把 它 作为 
“直线 束 曲线 ”. 让 我 们 把 它 和 上 一 小 节 给 出 的 二 次 曲线 的 射影 定义 
作 一 比较 : 


D 我们 把 一 条 直线 上 的 点 称 为 点 类 , 它 是 一 线束 的 对 偶 . 
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I | I 
一 个 二 次 曲线 是 由 点 集 组 成 |】 一 个 二 次 曲线 是 由 直线 集 组 
的 , 它 是 两 个 射影 相关 的 线束 中 | 成 的 : 它 是 两 个 射影 相关 的 点 类 
对 应 直线 的 交点 . 中 连接 对 应 点 的 直线 . 


如 果 我 们 把 二 次 曲线 上 一 点 的 切线 ,看 成 是 这 点 本 身 的 对 偶 
元 素 ,而 且 我 们 把 一 个 “直线 束 曲线 ”( 即 二 次 曲线 的 所 有 切线 ) 作 
为 一 个 "点 曲线 ”( 即 二 次 曲线 的 所 有 点 ) 的 对 偶 来 考虑 , 则 显 而 易 
见 这 两 个 命题 是 完全 对 偶 的 . 在 把 一 个 命题 翻译 成 另 一 个 命题 时 ， 
我 们 是 把 每 一 个 概念 用 它 的 对 偶 来 代替 “二 次 曲线 "这 个 词 仍 不 
变 ; 在 一 种 情况 下 , 它 是 由 它 的 全 体 点 所 决定 的 “点 曲线 ”; 在 另 一 
种 情况 下 , 它 是 由 它 的 全 体 切 线 所 决定 的 “直线 束 曲 线 ”( 见 第 218 
页 图 100). 

这 个 事实 的 一 个 重要 后 果 是 : 在 平面 射影 几何 中 ,原来 只 是 就 
点 和 直线 来 说 的 这 个 对 偶 原理 ,现在 可 以 扩充 到 包括 二 次 曲线 在 内 . 
如 果 在 涉及 点 、 直 线 和 二 次 曲线 的 任 一 定理 的 叙述 中 ,将 每 一 元 素 用 
它 的 对 偶 代替 ( 记 住 , 二 次 曲线 上 的 点 的 对 偶 是 二 次 曲线 的 切线 ) ,其 
结果 仍 是 一 个 正确 的 定理 . 这 一 节 的 第 四 小 节 将 举 出 应 用 这 个 原理 
的 一 个 例子 . 


图 103 相合 点 类 定义 的 抛物 线 图 104 相似 点 类 定义 的 抛物 线 


把 二 次 曲线 作为 直线 束 曲线 的 作 图 方法 ,如 图 103、104 所 
示 . 如 果 在 两 个 射影 相关 的 点 类 上 ,两 个 无 穷 远 点 彼此 对 应 (这 必 
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须 是 相合 点 类 或 相似 ?点 类 的 情形 ) 则 二 次 曲线 是 抛物 线 , 反 
之 亦 然 . 


习题 : 证 明 逆 定理 : 在 一 个 抛物 线 的 任意 两 个 固定 的 切线 上 ,一 个 
运动 切线 割 出 两 个 相似 点 类 . 


4. 关于 二 次 曲线 的 巴 斯 嘉 和 
布 利安 对 的 一 般 定理 


对 二 次 曲线 来 说 ,对 偶 原 理 的 一 个 最 好 的 解释 是 , 巴 斯 嘉 的 一 般 定 
理 和 布 利安 桑 的 一 般 定理 之 间 的 关系 . 前 者 是 在 1640 年 发 现 的 ,而 后 者 
直到 1806 年 才 发 现 . 其 中 一 个 是 另 一 个 的 直接 推论 ,因为 任何 一 个 只 涉 
及 二 次 曲线 ,直线 和 点 的 定理 ,如 果 换 成 它 的 对 偶 命题 必然 仍然 成 立 . 

§ 5 中 在 同一 名 字 下 叙述 的 定理 是 下 述 更 一 般 的 定理 的 退 
化 情形 : 

巴 斯 嘉 定理 : 内 接 于 二 次 曲 
线 的 六 边 形 的 相对 的 边 交 于 三 个 
共 线 的 点 上 . 

布 利安 桑 定理 : 外 切 于 二 次 
曲线 的 六 边 形 连接 相对 顶点 的 三 
条 对 角 线 共 点 . 

显而易见 , 两 个 定理 都 具有 
射影 的 特性 . 如 果 把 它们 叙述 如 图 105 巴 斯 嘉 的 一 般 图 形 


说 明 两 种 情形 : 
下 ,它们 的 对 偶 性 质 将 变 得 一 个 六 边 形 是 1, 2, 3, 4, 5, 
很 明显 : 一 个 六 边 形 是 1, 3, 5, 2, 6, 4. 


巴 斯 嘉 定理 : 在 一 个 二 次 曲 
线 上 ,给 定 六 个 点 1, 2, 3, 4, 5, 6. 用 直线 (1, 2), 2, 3), G, 4), 
(4, 5), G5, 6), (6, 1) 依 次 连接 这 些 点 . 分 别 标 出 (1, 254, 5), 


O 二 点 类 之 间 “ 相 合 ” 或 “相似 ”对 应 ,这 意思 是 显然 的 . 
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(2, 3) 与 (5, 6), (3, 4) 与 (6, 1) 的 交点 , 则 这 三 个 交点 在 同一 
直线 上 . 

布 利安 桑 定理 : 在 一 个 二 次 曲线 上 ,给 定 六 条 切线 1,， 2, 3, 4, 
5，6. 切线 依次 相交 于 点 (1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5), (5, 6), 
(6, 1). 分 别 画 出 连接 (1，2) 与 (4，5)，(2, 3) 与 (5，6)，(3，4) 与 
(6，1) 的 直线 , 则 这 三 条 直线 相交 于 一 点 . 


图 106 布 利安 桑 的 一 般 图 形 图 107 巴 斯 嘉 定理 的 证 明 
( 仍 说 明 两 种 情形 ) 


用 类 似 于 退化 情形 时 所 用 的 特殊 方法 能 对 此 给 予 证 明 . 为 了 证 
明 巴 斯 嘉定 理 , 设 A, B, C, D, E, 下 是 二 次 曲线 K 的 内 接 六 边 形 
的 顶点 . 通过 射影 ,我 们 能 使 AB 平行 于 ED HFA 平行 于 CD ,得 到 
如 图 107 的 图 形 (为 了 便于 表示 ,这 六 边 形 作成 与 自身 相交 ,但 并 不 
一 定 要 这 样 作 ). 巴 斯 嘉 定理 的 结论 现在 简化 为 : CB 平行 于 FE , 换 
名 话说 ,六 边 形 相对 的 边 所 在 的 直线 与 无 穷 远 直 线 相交 . 为 了 证 明 这 
一 点 ,让 我 们 考虑 点 F，A，B，D. 我 们 知道 ,它们 是 从 天 的 任意 其 
他 点 ,例如 ,从 CRE 出 发 ,用 具有 常数 交 比 的 射线 投影 而 得 来 
的 . 从 C 射影 这 些 点 , 则 射影 线 交 直线 AF 于 四 点 下 , A, Y, co, 其 
ZEH k. 因此 , YF : YA = k ( 见 第 199 页 ). 现在 ,如 果 同 样 的 点 从 
ERR RAR BA ,我 们 得 到 


k = (XABoo) = BX : BA, 
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从 而 我 们 有 
BX : BA = YF: YA. 


它 表明 YB 和 FX 平行 . 巴 斯 嘉 定理 证 毕 . 
布 利安 桑 定理 ,或 从 对 偶 原 理 推出 ,或 直接 从 上 述 证 明 的 对 偶 推 
理 得 出 . 读者 将 发 现 ,详细 地 作出 这 个 证 明 是 一 个 很 好 的 练习 . 


5. 双 b 面 


在 三 维 空间 中 ,与 平面 上 二 次 曲线 相应 的 是 “二 次 曲面 ” 球面 和 
椭 球 面 是 它 的 特殊 情形 . 这 些 曲面 比 二 次 曲线 有 更 多 的 变化 ,处 理 起 
来 也 困难 得 多 . 在 这 里 ,我 们 将 不 加 证 明 地 讨论 一 下 一 种 比较 有 趣 的 
二 次 曲面 :“ 单 叶 双 曲面 ”. 

这 曲面 可 用 如 下 方式 定义 . 在 空间 选择 任意 三 条 处 于 一 般 位 
置 上 的 直线 hL, b, h. 这 个 意思 是 指 这 些 直 线 中 没有 两 条 是 在 同 
一 平面 上 ,它们 也 不 同时 平行 于 任 一 平面 . 一 个 比较 令 人 惊奇 的 事 
实 是 : 在 空间 中 有 无 穷 多 条 直线 ,其 中 每 一 条 都 和 这 三 条 给 定 的 
直线 相交 . 要 看 清 这 一 点 ,让 我 们 取 过 4 的 任 一 平面 x, 则 r 将 交 
lz 和 4 于 两 点 ,连接 这 两 点 的 直线 mAh, dey ls 相交 . 当 平面 
绕 着 h 旋转 时 ,直线 m 将 随 之 变动 ,但 总 是 和 Li, Ls， ls 相交 ,并 且 
生成 一 个 无 限 延 伸 的 曲面 . 这 曲面 是 单 叶 双 曲面 . 它 包 含 无 穷 多 条 m 
型 的 直线 . 这 些 直 线 中 的 任意 三 条 m, m, m 也 将 在 一 般 位 置 上 ， 
而 且 空间 中 所 有 与 这 三 条 直线 相交 的 直线 也 在 这 双 曲 面 上 . 关于 双 
曲面 的 基本 事实 是 , 它 是 由 两 族 不 同 的 直线 构成 的 ,同族 的 任意 三 条 
直线 都 在 一 般 位 置 上 , 而 一 族 的 每 一 条 直线 与 另 一 族 的 所 有 直 
线 相交 . 

双 曲 面 的 一 个 重要 射影 性 质 是 ,一 族 中 任意 给 定 的 四 条 直线 与 
另 一 族 中 一 给 定 直线 相交 所 得 的 四 点 的 交 比 , 是 和 后 一 直线 的 位 置 
无 关 的 . 利用 旋转 一 个 平面 来 作 双 曲 面 的 方法 ,可 以 直接 导出 这 一 
点 ,读者 可 把 它 作为 一 个 练习 . 


t, 

i 

AA 

图 108 与 一 般 位 置 上 三 条 固定 图 109 双 曲 面 
直线 相交 的 直线 的 作 图 


双 曲 面 的 最 引 人 注 目的 性 质 之 一 是 ,虽然 它 包含 两 族 相交 的 直 
线 ,这 些 直线 并 没有 使 曲面 成 为 僵直 的 . 如 果 这 曲面 的 模型 是 用 金属 
丝 做 成 的 ,并 且 每 一 根 都 能 绕 着 交点 自由 旋转 的 话 , 那 么 整个 图 形 就 
可 以 连续 地 变化 成 各 种 形状 . 
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号 1. 公理 方法 


数学 中 的 公理 方法 至 少 要 追溯 到 欧 几 里 得 时 代 . 当然 决 不 是 
说 ,希腊 的 数学 都 无 例外 地 以 原本 的 严格 命题 形式 来 表示 和 发 
展 .但 是 这 本 书 对 以 后 的 世 世 代 代 产生 了 如 此 巨大 的 影响 ,以 至 
于 它 成 为 数学 中 一 切 严格 证 明 的 一 个 典范 . 有 时 甚至 哲学 家 , 例 
如 斯 宾 诺 莎 (Spinoza) 在 他 的 “伦理 学 一 - 附 几 何 论证 ”(Ethica， 
more geometrico demonstrata) 中 ,也 试图 采用 由 定义 和 公理 推导 
定理 的 形式 来 进行 论证 . 在 十 七 八 世 纪 数 学 一 度 背 离 了 欧 几 里 
得 的 传统 ,但 从 那 以 后 ,在 近代 数学 中 公理 方法 一 直 不 断 地 渗透 
到 每 一 个 领域 . 数理 逻辑 这 门 新 的 学 科 的 诞生 就 是 最 近 的 成 果 


a. 
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用 通常 的 话 来 说 ,公理 体系 的 观点 可 以 描述 如 下 : 在 一 个 演绎 
系统 中 ,证 明 一 个 定理 就 是 表明 这 个 定理 是 某 些 先前 业已 证 明 过 的 
命题 的 必然 逻辑 结果 ;而 这 些 命题 的 证 明 又 要 利用 另 一 些 已 证 明 的 
命题 ,这 样 一 直 逆 推 上 去 . 所 以 数学 证 明 的 过 程 是 一 个 无 限 着 推 的 不 
可 能 完成 的 任务 ,除非 允许 在 某 一 点 停 下 来 . 因此 ,必须 有 一 些 称 为 
公设 或 公理 的 命题 ,把 它们 当 作 真 的 事实 接受 下 来 ,而 无 须 加 以 证 
明 . 从 它们 出 发 ,我 们 可 以 设法 用 纯粹 的 逻辑 论证 ,推导 出 所 有 其 他 
定理 . 如 果 一 个 科学 领域 中 的 事实 能 被 纳入 这 样 一 个 逻辑 次 序 ,使 得 
所 有 的 事实 都 能 从 一 些 选择 好 的 (最 好 是 少量 的 ,简单 的 .直观 上 明 
显 合理 的 ) 命 题 出 发 来 证 明 , 则 称 这 个 领域 已 被 表示 为 公理 体系 . 选 
择 哪 些 命题 作为 公理 ,这 有 很 大 的 任意 性 . 但 是 ,除非 这 些 公 理 简单 
而 且 数目 不 太 多 ,和 否则 运用 公理 方法 是 很 少 获 益 的 . 另外 ,这 些 公理 
必须 是 相 容 的 ,就 是 说 ,从 它们 出 发 推导 出 来 的 任意 两 个 定理 都 不 会 
相互 矛盾 ;而 且 这 些 公 理 必须 是 完备 的 ,就 是 说 ,这 个 系统 中 的 每 一 
个 定理 都 能 由 它们 导出 . 为 了 经 济 起 见 , 也 希望 这 些 公理 是 独立 的 ， 
就 是 说 ,其 中 没有 一 个 公理 是 其 他 公理 的 逻辑 推论 . 一 组 公理 的 相 容 
性 和 完备 性 问题 一 直 是 有 很 多 争论 的 课题 . 由 于 对 人 类 知识 的 最 终 
根源 有 着 不 同 的 哲学 见解 ,在 数学 的 基础 这 一 问题 上 产生 了 显然 彼 


在 的 对 象 ,与 定义 及 人 类 思维 的 个 别 活动 无 关 , 那 么 当然 这 里 就 不 可 
能 存在 矛盾 ,因为 数学 的 事实 是 那 种 客观 上 真实 地 描述 现实 的 命题 . 
从 “康德 ”Kant) 的 这 个 观点 来 看 ,不 存在 相 容 性 的 问题 . 然而 不 幸 
的 是 ,数学 的 实体 不 可 能 被 纳入 这 样 一 个 简单 的 哲学 模式 . 近代 数学 
的 直觉 主义 者 ,在 广义 的 康德 主义 意义 上 不 依赖 于 纯粹 的 直觉 . 他 们 
把 无 限 可 数 性 作为 正常 的 儿童 所 具有 的 直观 感觉 而 接受 下 来 ,而 且 
他 们 只 承认 可 构造 的 性 质 ;可 是 这 样 一 来 像 数 的 连续 统 这 样 的 基本 
概念 被 抛弃 了 ,真正 的 数学 的 重要 部 分 被 排除 了 ,并 且 剩 下 的 部 分 儿 
乎 没有 办 法 ,只 能 弄 得 十 分 复杂 . 

“形式 主义 者 "采用 另 一 种 很 不 同 的 观点 . 他 们 不 把 直觉 的 现实 
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作为 数学 的 对 象 ,他 们 也 不 主张 公理 所 表示 的 只 是 那些 与 纯粹 直觉 
的 现实 有 关 的 明显 真理 ;他 们 所 关心 的 只 是 在 公理 基础 上 进行 推理 
的 形式 逻辑 程序 . 和 直觉 主义 比 ,这 个 态度 有 一 定 的 好 处 ,因为 它 为 
数学 提供 了 在 理论 和 应 用 上 所 需要 的 一 切 自由 . 但 它 却 扎 使 形式 主 
义 者 必须 证 明 他 的 公理 (现在 看 来 是 人 类 思维 的 任意 创造 ) 不 可 能 引 
出 矛盾 . 近 二 十 年 来 ,至 少 在 算术 和 代数 公理 以 及 数 的 连续 统 概念 方 
面 ,人 们 曾 作 了 巨大 的 努力 来 寻找 这 种 相 容 性 的 证 明 . 这 些 结果 有 很 
大 的 意义 ,然而 离 成 功 还 很 遥远 . 实际 上 ,最 近 的 结果 表明 ,这 样 的 努 
力 在 下 述 意义 下 是 不 可 能 完全 成 功 的 : 在 概念 的 严格 封闭 系统 中 ， 
证 明 相 容 性 和 完备 性 是 不 可 能 的 . 很 值得 注意 的 是 ,所 有 这 些 关 于 基 
础 的 讨论 ,所 用 的 方法 本 身 却 完全 是 构造 性 的 ,是 在 直觉 模式 指引 下 
产生 的 . 

直觉 主义 者 和 形式 主义 者 之 间 的 分 歧 [ 为 集合 论 的 悖 论 ( 见 第 
101 页 ) 所 加 剧 ], 曾 被 这 些 学 派 的 热心 成 员 广 为 宣传 . 数学 界 响起 了 
“基础 危机 ”的 呼喊 .但 是 人 们 没有 把 它 看 得 太 严重 ,而 且 也 不 需要 把 
它 看 得 过 于 严重 . 鉴于 澄清 基础 的 斗争 取得 了 这 些 成 功 , 反 认为 这 些 
意见 分 歧 以 及 (在 无 约束 地 追求 漫 无 边际 的 一 般 性 的 过 程 中 所 特有 
的 ) 悖 论 还 威胁 着 富有 生命 力 的 数学 机 体 , 这 是 完全 不 公正 的 . 

抛 开 哲 学 的 因素 和 对 基础 的 兴趣 ,对 于 数学 学 科 来 说 ,公理 方法 
是 剖析 各 种 事实 之 间 的 相互 联系 以 及 展示 这 结构 的 基本 逻辑 梗概 的 
最 自然 的 方法 . 有 时 候 , 形 式 结构 之 如 此 集中 , 比 概念 的 直观 意义 更 
易于 推广 和 应 用 ,而 这 些 推广 和 应 用 在 一 些 比较 直观 的 方法 中 往往 
是 被 忽视 的 . 但 是 ,凡是 重要 的 发 现 或 者 具有 实质 性 内 容 的 见解 ,很 
少 是 由 单纯 的 公理 程序 得 到 的 . 在 直觉 指引 下 的 构造 性 思想 是 数学 
动力 的 真正 源泉 . 虽然 公理 化 是 理想 的 形式 ,但 是 ,相信 公理 体系 构 
成 了 数学 的 精 丹 ,这 是 一 个 危险 的 错误 . 数学 家 的 构造 性 直觉 ,给 数 
学 带 来 一 个 非 演绎 且 非 理性 的 要 素 , 可 以 拿 它 同音 乐 与 艺术 相 比 拟 . 

从 欧 几 里 得 时 代 以 来 ,几何 学 就 成 了 公理 化 原则 的 一 个 原型 . 过 
去 几 百 年 来 , 欧 几 里 得 的 这 组 公理 曾经 一 直 是 人 们 热心 研究 的 对 象 . 
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但 是 ,直到 最 近 人 们 才 和 弄 清楚 ,如 果 初 等 几何 中 的 一 切 事实 都 要 从 他 
的 公理 推导 出 来 , 则 这 些 公理 必须 加 以 修改 和 完备 化 . 迟 至 十 九 世 
纪 , 例 如 , 帕 什 (Pasch) 发 现 ,一 条 直线 上 点 的 次 序 一 一 这 “之 间 ” 的 概 
念 一 一 要 求 有 一 个 专门 的 公理 . 帕 什 把 下 面 的 命题 作为 一 个 公理 : 
与 三 角形 的 一 边 相交 于 任意 点 (不 是 顶点 ) 的 直线 ,一 定 也 和 三 角形 
的 男 一 边 相 交 [ 对 这 个 细节 缺乏 认识 ,将 会 产生 许多 明显 的 悖 论 , 这 
时 荒 廖 的 结果 似乎 能 从 欧 几 里 得 公理 严格 推导 出 来 一 一 例如 ,人 们 
都 知道 的 关于 任意 三 角形 都 是 等 腰 三 角形 的 “证 明 ”, 就 是 由 于 证 明 
是 建立 在 一 个 画 得 不 适当 的 图 形 基础 上 的 ,在 某 个 三 角形 或 圆 的 内 
部 或 外 部 ,实际 上 不 相交 的 直线 画 成 相交 的 样子 ]. 

希 尔 伯 特 在 他 的 名 著 “ 几 何 学 基础 ”第 一 版 在 1901 年 出 版 ) 中 ， 
给 出 一 组 对 几何 来 说 是 令 人 满意 的 公理 ,同时 对 它们 的 相互 独立 性 ， 
相 容 性 和 完备 性 作 了 透彻 的 研究 . 

任何 一 组 公理 中 ,必定 有 某 些 不 加 定义 的 概念 ,例如 几何 中 的 
“点 ”和 “直线 ”. 它们 的 “意义 ”或 者 它们 与 物理 世界 的 对 象 的 联系 ,在 
数学 上 并 不 是 实质 性 的 . 它们 可 以 看 作 是 纯粹 抽象 的 实体 ,它们 在 一 
个 演绎 系统 中 的 数学 性 质 ,完全 由 用 公理 表述 的 (存在 于 它们 之 间 的 ) 
那些 关系 给 出 . 例如 ,在 射影 几何 中 ,我 们 可 以 从 未 加 定义 的 “点 ”“ 直 
线 " 和 "关联 ”的 概念 以 及 从 两 个 对 偶 公 理 (“ 每 两 个 不 同 点 与 唯一 一 条 
直线 关联 ”“ 每 两 条 不 同 直 线 与 唯一 一 个 点 关联 ”) 出 发 . 从 公理 体系 
的 观点 来 看 ,这 种 对 偶 形 式 的 公理 正 是 射影 几何 中 对 偶 原 理 的 来 源 . 
任何 一 个 定理 ,如 果 在 它 的 叙述 和 证 明 中 仅 包 含 与 对 偶 公 理 有 关 的 元 
素 , 则 必定 能 对 偶 化 . 因为 原来 定理 的 证 明 是 某 些 公 理 的 连续 应 用 ,而 
以 同样 次 序 应 用 对 偶 公 理 时 ,就 给 出 其 对 偶 定理 的 一 个 证 明 . 

几何 公理 的 全 体 ,对 诸如 “直线 ”"“ 点 ”“ 关 联 ” 等 等 “不 加 定义 ” 
的 几何 术语 提供 了 一 个 隐 含 的 定义 . 对 应 用 来 说 重要 的 是 ,对 那些 
“ 真 的 ”可 感知 的 对 象 ,从 物理 上 得 到 证 实 的 命题 要 和 几何 的 概念 和 
公理 很 好 地 对 应 着 . 隐藏 在 “点 ”的 概念 背后 的 物理 实体 是 很 小 的 物 
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体 ,例如 铅笔 点 ;而 “直线 "是 拉 紧 的 弦 或 光线 的 一 个 抽象 . 由 经 验 知 
道 , 这 些 物 理 上 的 点 和 直线 的 性 质 或 多 或 少 是 与 几何 的 形式 公理 一 至 
的 . 很 容易 想到 ,如 果 -- 些 更 精确 的 实验 能 很 好 地 描述 物理 现象 时 ,这 
些 实验 可 能 要 求 修正 这 些 公理 . 而 且 , 如 果 形式 公理 不 是 或 多 或 少 地 
与 物理 对 象 的 性 质 相 吻 合 ,那么 几何 就 难于 引起 人 们 的 兴趣 . 因此 即 
使 对 形式 主义 者 来 说 ,决定 数学 思想 的 方向 的 权威 也 不 是 人 的 思维 . 


2. 双 曲 非 欧 几 里 得 几何 


在 欧 几 里 得 几何 中 ,有 条 对 应 于 拉 紧 的 琴 弦 或 一 束 光线 的 公 
理 , 其 “真实 性 ”, 并 非 显然 . 这 就 是 有 名 的 平行 线 唯 一 性 公设 . 它 断 
言 : 通过 不 在 给 定 直线 上 的 任 一 点 ,能 画 一 条 且 只 能 画 一 条 直线 平 
行 于 该 给 定 直线 . 这 个 公理 引 人 注 目的 特点 是 ,想象 一 条 直线 向 两 边 
无 限 延 伸 ,然后 作出 关于 这 条 直线 整个 范围 的 论断 . 因为 ,说 两 条 直 
线 平行 ,就 是 说 不 论 它 们 延伸 多 么 远 ,它们 绝 不 相交 . 不 用 说 ,在 任何 
固定 的 有 限 距 离 内 ,不 论 多 么 大 ,过 一 点 都 有 许多 直线 不 与 一 给 定 直 
线 相交 . 由 于 一 个 实际 的 尺子. 线 ,甚至 望远镜 所 可 能 看 到 的 光线 的 
最 大 长 度 肯定 是 有 限 的 ,然而 由 于 在 任何 有 限 圆 内 ,过 一 给 定点 有 无 
穷 多 条 直线 不 与 这 圆 内 的 一 给 定 直线 相交 ,可 见 这 公设 绝 不 能 用 经 
验 来 验证 . 然而 欧 几 里 得 几何 的 所 有 其 他 公理 都 具有 有 限 性 . 在 那 
里 ,它们 处 理 的 是 直线 的 有 限 部 分 和 有 限 范围 内 的 平面 图 形 . 平行 公 
理 不 能 通过 经 验 加 以 验证 ,这 个 事实 引起 了 这 样 的 问题 : 它 究竟 是 
不 是 独立 于 其 他 公理 . 如 果 它 是 其 他 公理 的 必然 逻辑 推论 , 那 就 可 以 
不 把 它 作 为 公理 ,而 用 其 他 欧 几 里 得 公理 加 以 证 明 . 过 去 几 百 年 来 ， 
数学 家 试图 找 出 这 样 一 个 证 明 . 因为 在 几何 研究 者 当中 普遍 感到 平 
行 公设 有 一 个 本 质 上 和 其 他 公设 不 同 的 特点 , 即 缺乏 那 种 令 人 信服 
的 明显 合理 性 ,而 这 是 几何 公理 所 应 当 具备 的 . 最 初探 讨 这 问题 的 是 
普罗 克 和 鲁 斯 (Procius)( 公 元 四 世纪 ), 他 是 欧 几 里 得 著作 的 一 个 注解 
者 . 他 试图 去 掉 这 特殊 的 平行 公设 ,而 把 给 定 直线 的 平行 线 定义 为 ， 
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到 这 条 直线 保持 一 固定 距离 的 点 的 轨迹 . 在 这 里 他 没有 看 到 ,困难 只 
是 移 到 了 另 一 个 地 方 , 因 为 这 时 候 必须 证 明 , 这 样 的 点 的 轨迹 事实 上 
是 一 直线 . 由 于 普罗 克 重 斯 不 能 证 明 这 一 点 ,他 必须 把 它 作为 一 个 公 
设 来 接受 以 代替 平行 公设 ,因而 毫 无 所 获 . 因为 容易 看 出 这 二 者 是 等 
价 的 . 萨 干 里 (J. Saccheri, 1667 ~ 1733) 和 稍 后 的 朗 伯 特 (Lambert， 
1728 一 1777) 试 图 用 反 证 法 来 证 明 平 行 公设 ,假定 相反 而 后 引出 荒 廖 
的 结果 . 但 这 些 结果 绝 不 荒 漆 ,他 们 的 结论 实际 上 相当 于 后 来 发 展 起 
来 的 非 欧 几 里 得 几何 的 定理 . 如 果 他 们 当时 不 认为 这 些 是 荒 廖 的 ,而 
认为 是 自身 相 容 的 一 些 命题 的 话 , 他 们 就 会 成 为 非 欧 几何 的 发 现 者 . 

在 那 时 候 ,任何 几何 系统 ,如 果 不 是 绝对 与 欧 几 里 得 几何 一 致 的 
话 ,都 将 被 看 成 是 毫 无 意义 的 . 这 个 时 期 最 有 影响 的 哲学 家 康德 曾 用 
如 下 的 话 表示 了 这 种 态度 : 欧 几 里 得 几何 是 人 类 心灵 内 在 固有 的 ， 
因而 对 于 “现实 "空间 客观 上 是 合理 的 . 相信 欧 几 里 得 的 公理 一 一 它 
存在 于 纯粹 直觉 的 领域 中 一 一 是 不 可 改变 的 真理 ,这 是 康德 哲学 的 
基本 教义 之 一 . 但 是 在 一 个 漫长 的 发 展 过 程 中 ,无 论 是 旧 的 思想 习 
殿 , 还 是 哲学 家 的 权威 都 不 能 压制 这 样 的 信念 : 在 寻求 平行 公设 的 
证 明 中 无 数 次 的 失败 记录 ,并 非 缺 乏 天 才 , 而 是 由 于 平行 公设 实际 上 
是 和 其 他 公理 独立 的 (在 几乎 同样 的 道路 上 ,证 明 一 般 的 五 次 方程 能 
用 根 式 求解 的 失败 ,使 人 怀疑 要 得 到 这 样 的 解 是 不 可 能 的 ,后 来 这 一 
点 被 证 实 了 ). 匈牙利 的 波 约 伊 (Bolyai,1802 一 1860) 和 俄国 的 罗 巴 
契 夫 斯 基 (Lobachevsky,1793 一 1856) 通 过 详细 地 构造 出 -- 个 平行 
公理 不 成 立 的 几何 学 解决 了 这 个 问题 . 当 热情 的 青年 天 才 波 约 伊 把 
他 的 文章 提交 给 高 斯 这 位 “数学 大 师 ” ,急切 地 盼望 得 到 肯定 时 ,他 被 
告知 说 ,他 的 工作 早已 被 高 斯 本 人 讨论 过 ,但 是 高 斯 不 敢 发 表 他 的 结 
果 , 因 为 他 怕 引 起 喧闹 的 公众 与 论 . 

平行 公设 的 独立 性 意味 着 什么 ? 简单 地 说 ,我 们 可 以 建立 一 个 
有 关 点 , 线 等 等 的 相 容 的 "几何 ”体系 ,其 中 的 命题 是 由 一 组 公设 演绎 
导出 的 ,但 该 组 的 平行 公设 是 用 和 它 相 反 的 一 个 公设 来 代替 的 . 这 样 
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的 体系 称 为 非 欧 几 里 得 几何 . 能 认识 到 建立 在 非 欧 几 里 得 公理 系统 
的 这 样 一 种 几何 是 完全 相 容 的 ,这 要 求 高 斯 、. 波 约 伊 和 罗 巴 契 夫 斯 基 
具备 智慧 和 勇气 . 

为 了 表明 这 新 的 几何 的 相 容 性 ,我 们 不 必 像 波 约 伊 和 罗 巴 契 夫 
斯 基 那 样 去 造 出 非 欧 几 里 得 定理 的 一 个 广泛 体系 . 我 们 只 须 造 这 样 
一 个 简单 的 几何 “模型 ”, 使 它 满足 除了 平行 公设 外 的 所 有 欧 几 里 得 
公理 . 最 简单 的 这 种 模型 是 由 克 莱 茵 给 出 的 ,他 在 这 方面 的 工作 是 受 
了 英国 几何 学 家 凯 莱 (Cayley,1821~1895) 的 思想 的 启发 . 在 这 模型 
中 ,过 给 定 直线 外 一 点 可 以 画 出 无 穷 多 条 “直线 光平 行 于 ”这 直线 . 这 
样 的 几何 称 为 波 约 伊 - 罗 巴 契 夫 斯 基 几 何 或 “ 双 曲 几何 ”后 一 个 名 称 
的 起 因 见 第 235 页 ). 

克 莱 茵 的 模型 是 这 样 建立 的 : 首先 考虑 普通 欧 几 里 得 几何 的 对 
象 ,然后 用 产生 非 欧 几 何 的 方式 重新 命名 其 中 某 些 对 象 和 它们 之 间 
的 关系 . 这 样 它 必然 和 原来 的 欧 几 里 得 几何 一 样 是 相 容 的 ,因为 这 对 
我 们 来 说 ,只 是 普通 欧 几 里 得 几何 的 事实 整体 ,从 另 一 个 观点 来 看 和 
用 另 一 种 语言 来 描述 而 已 . 借助 于 某 些 射影 几何 的 概念 ,这 模型 可 以 
很 容易 地 被 人 理解 . 

如 果 我 们 做 的 是 一 个 平面 到 另 一 个 平面 的 射影 变换 ,最 好 是 到 
这 平面 本 身 ( 即 使 得 像 平面 和 原来 平面 一 致 ), 则 一 般 地 说 ,一 个 圆 和 
它 的 内 部 将 变 到 圆锥 曲线 中 去 . 但 是 很 容易 表明 (这 里 证 明 从 略 ) , 存 
在 无 穷 多 个 这 种 平面 到 它 自 身 的 射影 变换 ,使 得 一 给 定 圆 和 它 的 内 
部 变 成 它 自身 . 用 这 样 的 一 些 变换 ,内 部 或 边界 的 点 一 般 要 移 到 别 的 
位 置 ,但 是 仍然 在 这 圆 的 内 部 或 边界 上 (实际 上 人 们 可 以 把 圆心 移 到 
圆 内 的 任意 其 他 点 上 ). 让 我 们 考虑 这 种 变换 的 全 体 . 它们 肯定 将 不 
能 使 图 形 的 形状 保持 不 变 , 因 而 它们 不 是 通常 意义 下 的 刚体 移动 . 但 
是 我 们 现在 采取 一 个 决定 性 的 步骤 ,在 我 们 所 建立 的 几何 中 称 这 些 
变换 为 “ 非 欧 几 里 得 平移 ” 借助 于 这 些 “ 平 移 ” ,我们 能 定义 迭 合 的 概 
念 一 一 两 个 图 形 , 如 果 存 在 一 个 非 欧 几 里 得 平移 把 其 中 一 个 变 成 另 
一 个 ,就 说 它们 是 迭 合 的 . 
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这 时 双 曲 几何 的 克 莱 苗 模型 如 下 :平面 "仅仅 由 贺 的 内 点 组 成 ， 
而 外 边 的 点 则 丢 开 不 管 . 加 内 的 每 一 个 点 称 为 一 非 欧 几 里 得 “点”, 贺 
的 每 一 条 弦 称 为 非 哆 几 里 得 “直线 ”“ 平 移 " 和 “ 迁 合 ”是 上 述 那 样 定 
义 的 . 在 非 欧 几 里 得 几何 意义 下 , 求 “点 "的 连 线 和 "直线 ”的 交点 仍然 
和 在 欧 几 里 得 几何 中 一 样 容易 说 明 这 新 的 系统 满足 欧 几 里 得 几何 
的 所 有 公设 , 仅 平行 公设 例外 . 平行 公设 在 新 
的 系统 中 不 成 立 ,因为 通过 不 在 “直线 "上 的 任 
一 “点 "能 面 出 无 穷 多 条 “直线 "与 给 定 “直线 " 没 
有 公共 “点 ”第 一 条 “直线 ”是 加 上 的 欧 几 里 得 
弦 , 而 第 二 条 “直线 "可 以 是 经 过 给 定 “ 点 "而 与 
第 一 条 "直线 "在 贺 内 不 相交 的 任意 一 条 弦 , 这 
个 简单 的 模型 完 全 解决 了 引起 非 欧 几何 的 那个 NO SRR 
基本 问题 , 它 证 明了 平行 公设 不 能 从 欧 几 里 得 
几何 的 其 他 公理 推导 出 来. 因为 如 果 它 能 这 样 推导 出 来 ,那么 在 克 莱 茵 
模型 的 几何 中 它 将 是 一 个 正确 的 定理 ,而 我 们 已 经 看 到 它 并 不 如 此 
严格 地 说 ,这 个 论证 是 建立 在 克 莱 茵 模型 的 几何 是 相 容 的 这 一 假定 
的 基础 上 的 ,从 而 使 一 个 定理 和 它 的 反 命题 不 能 同时 被 证 明 . 而 克 莱 茵 模 
型 的 几何 肯定 和 普通 欧 几 里 得 几何 一 样 是 相 容 的 ,因为 在 克 莱 菌 模型 中 
关于 “点 ”"“ 直 线 ” 等 的 命题 仅仅 是 叙述 欧 几 里 得 几何 的 菜 些 定理 的 不 同 
方式 .但 是 ,关于 欧 几 里 得 几何 公理 的 相 容 性 却 一 直 未 能 得 到 一 个 令 人 满 
意 的 证 明 , 除 非 把 它 归结 为 解析 几何 的 概念 ,因而 最 终归 于 数 的 连续 统 ， 
但 数 的 连续 统 的 相 容 性 也 是 一 个 未 解决 的 问题 . 
这 里 应 提 一 下 一 个 超出 了 直观 的 细 
节 , 即 如 何在 克 莱 苏 模型 中 定义 一 个 非 欧 
NS 几 里 得 “距离 ”. 这 “距离 "必须 在 任意 非 欧 
几 里 得 “平移 "下 不 变 ,因为 平移 应 使 距离 
保持 不 变 .我 们 知道 交 比 是 在 射影 下 不 变 
9 的 . 如 果 延 长 线段 PQ 使 之 交 回 周 于 O 和 
图 111 非 欧 几 里 得 距离 ”S ,就 有 了 一 个 包括 圆 内 任意 两 点 也 和 Q 
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的 交 比 . 这 四 个 点 的 交 比 (OSQP) 是 一 正 数 ,可 以 希望 把 它 取 作 了 和 
Q ZAER POHE. 但 是 这 个 定义 必须 稍 作 修改 才能 使 用 . 因 
为 如 果 P, Q, R 三 点 在 一 条 直线 上 , 则 应 有 PQ 十 QR = PR. 现在 一 
般 说 来 


(OSQP) 十 (OSRQ) # (OSRP). 
但 我 们 有 关系 式 
(OSQP) (OSRQ) = (OSRP), (1) 


这 从 如 下 等 式 可 以 看 出 


QO/QS , RO/RS _ RO/RS _ 
(OSQP)(OSRQ) = BOBS + Boras = POPS = CORP). 


鉴于 等 式 (1) 的 结果 ,我 们 不 用 交 比 本 身 ,而 用 交 比 的 对 数 来 给 出 一 
个 令 人 满意 的 .具有 可 加 性 的 “距离 ”定义 : 
PQ = 从 PP 到 Q 的 非 欧 几 里 得 距离 
= log(OSQP). 


这 个 距离 将 是 一 个 正 数 ,因为 如 果 P 冯 Q, 则 有 (OSQP) > 1. 利用 对 数 
的 基本 性 质 ( 见 第 457 页 ), 由 (1) ARAR = PR. 对 数 的 底 如 何 选 
取 并 不 重要 ,因为 底 的 变化 仅 改变 这 测量 的 单位 . 附带 指出 ,如 果 在 这 
些 点 中 有 一 个 ,例如 Q, 趋 近 于 圆周 , 则 非 欧 几 里 得 距离 EQ 将 无 限 增 
大 . 这 表明 我 们 的 非 欧 几 里 得 直线 是 具有 无 穷 非 欧 几 里 得 长 度 的 直 
线 , 虽 然 在 普通 欧 几 里 得 意义 下 , 它 仅仅 是 直线 上 的 有 限 线段 . 


3. 几何 与 现实 


克 莱 苏 模型 表明 ,从 一 个 形式 演绎 系统 看 来 , 双 曲 几何 和 经 典 欧 
几 里 得 几何 一 样 地 相 容 . 于 是 产生 了 这 样 的 问题 : 这 二 者 中 哪 一 个 
才 是 物理 世界 的 几何 描述 呢 ? 正如 我 们 已 经 看 到 的 , 靠 经 验 不 能 决 
定 过 一 点 究竟 只 有 一 条 还 是 有 无 穷 多 条 直线 平行 于 一 给 定 直线 . 但 
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在 欧 几 里 得 几何 中 ,任意 三 角形 内 角 的 和 是 180", 而 在 双 曲 几何 中 
可 以 证 明 这 个 和 小 于 180°. 高 斯 于 是 作 了 一 个 实验 来 解决 这 个 问 
题 . 他 准确 地 测量 了 由 三 个 相当 远 的 山顶 形成 的 三 角形 的 内 角 ,结果 
在 实验 误差 范围 内 这 些 角 的 和 仍 是 180°. 如 果 这 结果 是 小 于 180 的 
话 ,那么 双 曲 几何 将 更 适合 描述 物理 的 现实 . 但 是 实验 过 后 ,什么 也 
没有 解决 . 因为 在 双 曲 几何 中 对 于 边 长 只 有 几 英 里 长 的 小 三 角形 来 
说 , 它 的 内 角 和 与 180 的 偏差 很 小 ,用 高 斯 的 仪器 是 测 不 出 来 的 , 虽 
然 实验 没有 作出 结论 ,但 它 表明 了 欧 几 里 得 几何 和 双 曲 几何 只 有 在 
大 范围 内 才 有 所 不 同 ,而 对 相对 小 的 图 形 来 说 是 如 此 紧密 地 吻合 ,以 
至 于 是 和 实验 一 致 的 . 因此 ,只 要 所 考虑 的 纯粹 是 空间 的 局 部 性 质 ， 
那么 在 这 两 个 几何 之 间 进 行 选择 完全 视 其 简单 和 方便 而 定 . 由 于 欧 
几 里 得 体系 处 理 起 来 比较 简单 ,只 要 所 考虑 的 是 相当 小 的 距离 ( 几 百 
万 英里 !) 我 们 就 可 以 应 用 它 . 但 是 我 们 不 能 指望 , 当 把 宇宙 作为 一 个 
整体 来 描述 时 , 它 在 各 方面 都 是 合适 的 . 这 一 点 类 似 于 物理 学 中 存在 
着 牛顿 (Newton) 和 爱 因 斯 坦 的 系统 ,它们 对 小 的 距离 和 速度 给 出 了 
同样 的 结果 ,但 是 涉及 很 大 的 数量 时 就 有 差别 了 . 

非 欧 几 里 得 几何 的 发 现 ,其 革命 性 意义 在 于 它 摧毁 了 这 样 的 观 
念 : 欧 几 里 得 公理 是 我 们 关于 物理 现实 的 实验 知识 必须 适应 的 始终 
不 变 的 数学 模式 . 


钙 4、 庞 加 蘑 的 模型 


数学 家 可 以 随意 地 考虑 一 种 “几何 ”, 用 

任何 一 组 关于 “点 "“ 直 线 "等 等 的 相 容 公理 

来 定义 它 ;然而 只 有 当 这 些 公理 与 现实 世界 

的 某 些 具 体 对 象 的 物理 状态 相符 时 ,他 的 研 

究 对 物理 学 家 才 是 有 用 的 . 从 这 个 观点 出 发 ， 

我 们 希望 检查 一 下 “光线 沿 一 直线 运动 ”这 名 

话 的 意义 . 如 果 把 它 作为 “直线 ”的 物理 定义 ， 图 112 EMEN 
则 几何 公理 的 选择 必须 和 光线 的 性 质 一 致 几 里 得 模型 
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让 我 们 像 庞 加 莱 那 样 ,把 一 个 世界 想象 成 是 由 贺 C 的 内 部 组 成 的 ， 
使 得 光线 在 贺 内 任 一 点 的 速度 等 于 该 点 到 圆周 的 距离 . 可 以 证 明 , 这 
时 光线 将 取 圆 弧 的 形式 ,并 在 它们 的 端点 垂直 于 圆周 C. 在 这 样 的 世 
界 中 ,( 用 光线 定义 的 )* 直 线 ” 的 几何 性 质 将 不 同 于 欧 几 里 得 的 直线 
性 质 . 特别 是 平行 公设 将 不 成 立 ,因为 过 任意 点 将 有 无 穷 多 条 “直线 ” 
与 一 给 定 “直线 "不 相交 . 事实 上 ,这 个 世界 上 的 “点 "和 “直线 ”, 恰 有 
克 莱 茵 模型 中 “点 "和 “直线 ”的 几何 性 质 . 换 句 话说 ,我 们 将 有 双 曲 几 
何 的 另 一 个 模型 . 但 是 , 欧 几 里 得 几何 也 将 适用 于 这 个 世界 ;因为 不 
用 非 欧 几 里 得 “直线 "这 一 名 词 的 话 ,这 光线 将 是 垂直 于 C 的 欧 几 里 
得 贺 . 因此 我 们 看 到 不 同 的 几何 体系 能 描述 同样 的 物理 状态 ,只 要 这 
物理 对 象 (这 里 是 光线 ) 能 与 这 两 个 体系 中 各 自 的 概念 相 联系 

光线 -~“ 直 线 "> 双 曲 几何 ， 

光线 -~“ 圆 "> 欧 儿 里 得 几何 . 


由 于 欧 几 里 得 几何 中 的 直线 概念 相当 于 均匀 介质 中 光线 的 性 质 ,我 
们 说 圆 C 内 部 区 域 的 几何 是 双 曲 的 ,这 只 意味 着 ,在 那 世界 上 光线 
的 物理 性 质 相 当 于 双 曲 几何 的 “直线 ”性 质 . 


5. Ha eRe Vo 


不 仅 在 欧 几 里 得 几何 ,而 且 在 双 曲 几何 (或 称 波 约 伊 - 罗 巴 契 夫 
斯 基 几 何 ) 中 ,都 作 了 直线 是 无 限 的 这 一 隐 含 假定 (直线 的 无 限 延 伸 
本 质 上 是 与 “之 间 ” 的 概念 和 公理 联系 在 一 起 的 ). 但 是 ,在 双 曲 几何 
开创 了 一 条 自由 构造 几何 的 道路 之 后 ,人 们 很 自然 要 问 ,究竟 能 不 能 
造 一 种 别 的 非 欧 几何 ,其 中 直线 不 是 无 限 的 ,而 是 有 限 且 封闭 的 . 当 
然 在 这 样 的 几何 中 ,不 仅 平 行 公设 不 成 立 而 且 有 关 “ 之 间 ” 的 公理 也 
必须 抛弃 . 现代 的 发 展 使 这 些 几何 显现 出 它们 在 物理 上 的 重要 性 . 这 
个 想法 首先 是 黎 曼 在 1851 年 被 授予 哥 廷 根 大 学 名 誉 讲师 时 ,他 在 就 
职 演讲 中 提出 的 . 具有 封闭 的 有 限 直线 的 几何 能 以 一 种 完全 相 容 的 
方式 给 出 . 让 我 们 想象 一 个 由 球 S 的 表面 形成 的 二 维 世 界 , 在 这 里 ， 
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我 们 把 “直线 ”定义 为 球 的 大 圆 . 为 了 描述 一 个 领航 员 的 世界 ,这 是 一 
个 很 自然 的 方式 ,因为 大 圆 的 弧 是 球面 上 两 
点 之 间 长 度 最 短 的 曲线 ,而 这 是 平面 上 直线 


的 一 个 特征 . 在 这 样 的 世界 中 ,每 两 条 “直线 ” 
相交 ,因此 过 给 定 “ 直 线 ” 外 一 点 不 能 作出 与 
之 平行 ( 即 不 相交 ) 的 “直线 ”. 这 世界 中 的 几 


何 称 为 椭圆 几何 . 在 这 几何 中 ,两 点 间 的 距离 < 
用 连接 这 两 点 的 大 圆 上 较 短 的 弧 长 来 度量 . 角 AN ERBAT 
的 度量 和 欧 几 里 得 几何 一 样 . 我 们 一 般 把 平行 中 的 “直线 ” 
线 不 存在 这 一 事实 认为 是 椭圆 几何 的 特征 . 

按照 黎 曼 的 想法 ,我 们 可 以 推广 这 种 几何 如 下 : 让 我 们 考虑 一 
个 世界 , 它 是 由 空间 中 一 个 曲面 组 成 的 ,不 一 定 是 球面 .我 们 把 连接 
任意 两 点 的 “直线 "定义 为 连接 这 两 点 的 长 度 最 短 的 曲线 或 “ 测 地 
线 ” 曲面 上 的 点 可 分 为 两 类 : 1. 该 点 邻 域内 的 曲面 与 球面 相似 , 且 
全 部 在 这 点 的 切 平面 的 一 侧 ; 2. 该 点 邻 域内 的 曲面 是 马鞍 形 的 , 且 
在 这 点 的 切 平面 的 两 侧 . 第 一 类 点 称 为 这 曲面 的 椭 贺 点 ,因为 如 果 切 
平面 稍微 平行 移动 一 下 , 它 与 这 曲面 交 成 一 椭圆 曲线 . 第 二 类 点 称 为 
双 曲 点 ,因为 如 果 切 平面 稍微 平行 移动 一 下 , 它 与 这 曲面 交 成 一 个 类 
似 于 双 曲 线 的 曲线 . 在 曲面 上 一 点 的 邻 域内 , 测 地 “直线 ”的 几何 是 椭 
圆 几何 还 是 双 曲 几何 ,是 按照 该 点 是 椭圆 点 还 是 双 曲 点 而 定 的 . 在 这 
样 一 个 非 欧 几何 模型 中 , 角 按 它 的 普通 欧 几 里 得 的 值 来 度量 . 


E A 
a] 


图 114 椭圆 点 图 115 双 曲 点 
黎 曼 发 展 了 这 种 思想 ,他 考虑 了 一 种 类 似 于 这 种 曲面 几何 的 空 
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间 几 何 . 在 这 种 空间 几何 中 ,空间 每 一 点 的 “曲率 ”能 改变 其 几何 性 
E. 在 黎 曼 几 何 中 “直线 ”是 测 地 线 . 在 爱 因 斯 坦 的 广义 相对 论 中 的 空 
间 几 何 就 是 黎 曼 几何 ,光线 沿 着 测 地 线 运动 ,空间 的 曲率 是 由 充满 它 
的 物质 的 性 质 决定 的 . 

非 欧 几何 起 源 于 公理 体系 的 研究 , 它 已 发 展 成 为 对 物理 世界 极 
为 有 用 的 工具 . 在 相对 论 、 光 学 和 波 的 传播 的 一 般 理论 中 ,对 现象 进 
行 非 欧 几 里 得 的 描述 有 时 比 欧 几 里 得 描述 更 为 合适 . 


附录 “高 维 空间 中 的 几何 学 
#155 5 


“现实 空间 ”, 这 个 我 们 现实 经 验 的 环境 ,是 三 维 的 . 平面 是 二 维 
的 而 直线 是 一 维 的 . 我 们 的 空间 直觉 ,在 通常 的 意义 上 ,肯定 只 限于 
三 维 . 但 是 ,在 许多 情况 下 ,我们 讨论 四 维 或 更 高 维 的 “空间 ?将 会 带 
来 很 多 便利 . 一 个 n 维 空间 , 当 nn 大 于 3 时 ,是 什么 意思 呢 ? CATT 
么 用 处 呢 ? 这 不 仅 从 解析 的 观点 而 且 从 纯 几 何 的 观点 都 能 得 到 答 
案 .n 维 空间 这 个 术语 可 以 看 作 是 ,对 那些 没有 普通 几何 直观 的 数学 
思想 ,给 出 一 种 启发 性 的 几何 语言 . 这 个 简单 的 想法 促成 了 这 种 语言 
的 形成 并 使 之 得 到 公认 ,对 此 我 们 将 给 以 简短 的 说 明 . 


2. 解析 的 方法 


我 们 曾经 谈 到 过 在 解析 几何 发 展 的 过 程 中 出 现 这 种 转化 的 意 
思 . 点 、 直 线 、 曲 线 等 等 ,原来 是 作为 纯粹 “几何 ”实体 来 考虑 的 ,而 解 
析 几 何 的 任务 只 是 提供 一 组 数 或 方程 来 描述 它们 ,用 代数 或 解析 的 
方法 来 解释 或 发 展 几何 理论 . 随 着 时 间 的 进展 ,逐渐 出 现 了 一 种 相反 
的 观点 . 一 个 数 z, 或 一 对 数 zx，y, 或 三 个 数 zx，>，z, 被 看 作 基本 对 
象 ,然后 ,这 些 实体 被 “具体 化 ”为 一 条 直线 上 的 点 、 或 一 个 平面 上 的 
点 ,或 空间 中 的 点 . 从 这 个 观点 来 看 ,几何 语言 仅仅 用 来 叙述 数 与 数 
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之 间 的 关系 . 我 们 可 以 把 几何 对 象 的 根本 的 、 其 至 独立 的 特性 先 放 在 
一 边 , 而 直接 说 一 对 数 z，y 是 平面 上 的 一 点 ,所 有 满足 线性 方程 
L(x, y) 一 az 十 如 十 c 一 0( 其 中 a, b,c 是 固定 数 ) 的 数 对 xz,，y 是 
一 直线 等 等 . 在 三 维 空间 也 可 以 作出 类 似 的 定义 . 
即使 我 们 最 初 感 兴趣 的 是 一 个 代数 问题 ,也 可 能 借助 于 几何 的 
语言 给 它 一 个 恰当 的 简明 描述 . 而 且 几 何 的 直观 能 启发 我 们 去 考虑 
适当 的 代数 步 又. 例如 ,如 果 我 们 希望 解 一 组 带 有 三 个 未 知 数 x, y, 
z 的 三 个 联 立 的 线性 方程 : 
L(x, y, z) =art+by+e+d=0, 
L(x, y, z) =a’'x+'y+c'z4+d' =0, 
La, y, z) = a'z +8'y + d'z +d" = 0. 
我 们 可 以 把 它 形象 地 化 为 这 样 的 问题 : 在 三 维 空间 R 中 求 由 方程 
L=0, L =0, 二 一 0 所 定义 的 三 个 平面 的 交点 . 又 如 ,如 果 我 们 考 
TREN FUE x> 0 的 那些 数 对 zx，>, 那 么 我 们 可 以 把 它们 形象 化 为 x 
轴 右 边 的 半 平 面 . 更 一 般 地 说 , 凡 满 足 
Liz, y) =ar+by+d>0 


的 所 有 数 对 zy, 可 以 形象 地 化 为 在 直线 工 一 0 的 一 侧 的 半 平 面 . 而 
满足 
Li, y, z) =ar+byt+e+d>0 

的 三 元 数 +，y, z 的 全 体 , 则 可 以 形象 化 为 在 平面 L(x, y, z) =0 
的 一 侧 的 “半空 间 ”. 

引进 “四 维 空间 ”或 甚至 “n 维 空间 ”, 现 在 是 很 自然 的 了 . 让 我 们 
REUT r, y, z, t. 我 们 说 这 样 的 四 个 数 可 以 用 四 维 空间 R 中 
的 一 个 点 来 表示 ,或 简单 地 说 是 四 维 空间 R 中 的 一 个 点 . 更 一 般 地 
说 ,n EZER, 的 一 个 点 简单 地 定义 为 n 个 有 序 实 数组 zi，zz，…， 
Xn. 我 们 不 能 把 这 样 的 点 形象 化 ,这 不 要 紧 . 几何 的 语言 对 涉及 四 个 
或 n 个 变量 的 代数 性 质 仍 有 启发 性 . 其 原因 在 于 线性 方程 等 等 的 许 
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多 代数 性 质 在 本 质 上 是 和 所 涉及 的 变量 个 数 无 关 的 ,也 可 以 说 ,和 变 
量 空间 的 维 数 无 关 . 例如 ,我 们 称 ve 维 空间 RR, 中 满足 一 个 线性 方程 
L(x1s Tzs 0) La) = AX + 2x2 ++ +H antn +6 = 0 
的 点 as aes …，z 的 全 体 为 “ 超 平面 " 于 是 解 一 组 含 "个 未 知 量 

的 个 线性 方程 

Lil(zi, Xs», **, Xa) = 0, 

Llais Xx2, "ty Ta) 一 0， 

Ely 229 ay, La) = 0. 
这 样 的 基本 代数 问题 ,用 几何 的 语言 可 以 表述 为 求 n 个 超 平面 Li = 
0, Lz = 0, +, L = 0 HLA: 

这 种 几何 表达 方式 的 优点 只 在 于 它 强调 了 某 些 与 n 无 关 的 代数 
特点 ,而 这 些 特点 对 n<3 是 可 以 形象 化 的 . 在 许多 应 用 中 ,使 用 这 样 
的 术语 有 助 于 对 那些 实质 上 是 解析 的 思想 进行 简化 ,使 之 易于 接受 ， 
并 起 指导 作用 . 例如 在 相对 论 中 ,我 们 可 以 把 空间 坐标 x, ys x 和 
“事件 ”的 时 间 坐 标 t 联合 成 为 一 个 四 元 数 z，y, zx, t 的 四 维 “空间 - 
时 间 ” 流 形 . 由 于 在 非 欧 双 曲 几何 中 引进 了 这 种 解析 模式 ,这 就 把 许 
多 本 来 很 复杂 的 情况 描述 得 相当 简单 . 类 似 的 优越 性 不 仅 表现 在 力 
学 和 统计 物理 中 ,而 且 也 表现 在 纯 数学 的 领域 中 . 

这 里 再 举 一 些 数学 上 的 例子 . 在 平面 上 ,所 有 的 圆 形 成 一 个 三 维 
流 形 ,因为 一 个 以 x,y 为 圆心 ,t 为 半径 的 圆 能 用 坐标 x，y, t 的 一 
个 点 来 表示 . 由 于 圆 的 半径 是 正 数 ,因此 表示 圆 的 点 的 全 体 充 满 一 个 
半空 间 . 同样 地 ,普通 三 维 空间 中 所 有 的 球形 成 一 个 四 维 流 形 , 因为 
每 一 个 球 心 为 x，y，z，* 半 径 为 上 的 球 能 用 坐标 为 ys z, 上 的 一 个 
点 来 表示 . 在 三 维 空间 中 棱 长 为 2, 棱 平行 于 坐标 平面 且 中 心 在 原点 
的 立方 体 , 是 由 所 有 满足 | zi K1, | zz | 过 1, |z [<1 HA z, 
Xo» xs 组 成 的 . 同 理 , 在 nn 维 空间 R, 中 , 边 长 为 2, 边 平行 于 坐标 平 
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面 ,中 心 在 原点 的 “立方 体 ”, 是 定义 为 同时 满足 

Jar ll, |z (<1, 1s |z, |<1l 
的 点 zis to oy ty 的 全 体 . 这 立方 体 的 “表面 "是 由 至 少 有 一 个 等 
号 成 立 的 所 有 点 组 成 的 . — 2 维 曲面 元 素 是 由 这 些 至 少 两 个 等 号 成 
立 的 点 组 成 的 ,等 等 . 


习题 : 在 三 维 、 四 维和 维 的 情形 描述 这 种 立方 体 的 表面 . 


S3. 几何 的 方法 或 组 合 的 方法 


解析 的 方法 对 nn 维 几何 是 简单 的 ,而 且 在 大 多 数 应 用 中 也 是 很 
合适 的 ;此 外 还 有 另 一 种 办 法 ,其 特点 是 纯 几何 的 . 它 的 基本 思想 是 
把 nn 维 数据 归结 为 n 一 1 维 数据 ,使 我 们 能 用 数学 归纳 法 在 更 高 维 中 
定义 几何 . 


图 116 用 标 出 端点 的 线段 确定 三 角形 


让 我 们 从 一 个 二 维 的 三 角形 ABC 的 边界 开始 . 在 点 C 切 开 这 
封闭 的 多 边 形 , 然 后 把 AC 和 BC 旋转 到 直线 AB 上 ,我 们 得 到 简单 
的 直线 图 形 如 图 116, 在 那里 ,C 点 出 现 两 次 . 这 一 维 的 图 形 完全 表 
示 了 二 维 的 三 角形 的 边界 . 把 线段 AC 和 BC 在 平面 上 折 过 来 ,我 们 
可 以 使 两 个 C 点 又 重合 在 一 起 . 可 是 ,重要 的 一 点 是 我 们 不 必 这 样 
折 . 我 们 只 须 约定 图 116 中 的 两 个 C 点 是 “同一 ”的 , 即 它 们 没有 区 
别 , 虽 然 它们 就 几何 实体 的 本 来 意义 而 言 ,实际 上 是 不 重合 的 . 我 们 
甚至 可 以 更 进一步 ,把 三 条 线段 在 点 A 和 B 处 分 开 ,得 到 三 条 线段 
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CA, 4AB，BC, 若 把 同一 的 一 对 点 重合 起 来 ,就 能 把 它们 放 在 一 起 而 
又 形成 一 个 “真实 ”的 三 角形 . 这 种 把 一 组 线段 中 不 同 的 点 “同一 ”起 
来 而 形成 一 个 多 边 形 ( 在 这 里 是 一 个 三 角形 ) 的 思想 有 时 是 很 实际 
的 . 如 果 我 们 希望 用 钢 棒 作出 一 复杂 的 架子 ,例如 桥梁 的 术 架 ,我 们 
用 单个 的 钢 棒 来 装配 ,并 且 把 术 架 安装 在 空间 时 彼此 连接 的 那些 端 
点 标 上 相同 的 符号 . 这 标 出 端点 的 钢 棒 系 统 完全 等 价 于 空间 中 的 术 
架 . 这 个 想法 启发 我 们 把 一 个 三 维 空间 中 的 多 面体 化 为 低 维 的 图 形 . 
例如 让 我 们 取 一 个 立方 体 的 表面 (图 117) ,立刻 能 把 它 化 为 一 组 六 
个 平面 正方 形 ,让 它们 的 边界 线段 适当 地 同一 ,下 一 步 化 为 一 组 12 
条 直线 段 ,让 它们 的 端点 适当 地 同一 . 


Pp— p 
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图 117 标 出 顶点 和 边 来 定义 立方 体 
一 般 地 ,在 三 维 空间 R 中 任 一 多 面体 都 能 用 这 种 方式 或 者 化 
为 一 组 平面 多 边 形 ,或 者 化 为 一 组 直线 段 . 
习题 : 对 所 有 正 多 面体 ( 见 第 245 页 ) 进 行 这 样 的 分 解 . 


现在 就 清楚 了 ,我 们 可 以 把 我 们 的 推理 颠倒 过 来 : 用 一 组 直线 
段 去 定义 平面 上 的 一 个 多 边 形 , 用 Rs 中 一 组 多 边 形 ,或 更 进一步 用 
一 组 直线 段 来 定义 Rs 中 一 多 面体 . 因此 ,也 可 以 用 R 中 一 组 多 面 
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体 ,让 它 带 有 适当 同一 的 二 维 面 ,来 定义 四 维 空间 R 中 的 一 个 “多 
面体 ”; 用 R 中 一 组 多 面体 来 定义 Rs 中 多 面体 等 等 最 终 我 们 能 把 
R, 中 每 一 个 多 面体 化 为 一 组 直线 段 . 

当然 ,在 这 里 不 可 能 更 进一步 地 讨论 这 个 论题 ,我 们 仅仅 不 加 证 
明 地 添加 一 些 说 明 而 已 . 在 R 中 的 立方 体 以 8 个 三 维 立 方 体 为 边 
界 , 每 一 个 立方 体 与 “ 相 邻 ”的 一 个 有 一 个 同一 的 二 维 面 . 在 R 中 的 
立方 体 有 16 个 顶点 ,每 一 个 顶点 都 是 32 条 直线 棱 中 的 4 条 的 交点 . 
TER, 中 有 六 个 正 多 面体 . 除了 这 个 “立方 体 ” 外 ,有 一 个 是 以 5 个 四 
面体 为 边界 的 ;一 个 是 以 16 个 四 面体 为 边界 的 ;一 个 是 以 24 个 八 面 
体 为 边界 的 ;一 个 是 以 120 个 十 二 面体 为 边界 的 ;一 个 是 以 600 个 四 
面体 为 边界 的 . 对 之 4 维 的 情况 ,已 经 证 明 只 可 能 有 3 个 正 多 面体 : 
第 一 个 有 ?十 1 个 顶点 ,以 2 十 1 个 在 R。 中 的 多 面体 为 边界 ,这 些 作 
为 边界 的 多 面体 ,每 一 个 由 7 个 n 一 2 维 的 边 组 成 ;第 二 个 有 2" 个 顶 
点 ,以 2n 个 Ri 中 的 多 面体 为 边界 ,这 些 作为 边界 的 多 面体 ,每 一 个 
有 (2n 一 2) 个 边 ; 第 三 个 有 2n 个 顶点 ,以 2" 个 R。 中 的 多 面体 为 边 
界 , 这 些 作为 边界 的 多 面体 ,每 个 有 个 边 . 


习题 : 比较 第 二 小 节 给 出 的 R, 中 的 立方 体 的 定义 和 这 小 节 给 出 的 
定义 ,并 说 明 第 二 小 节 的 立方 体 的 表面 的 “解析 ”定义 和 这 小 节 的 “组 合 ” 
定义 是 等 价 的 . 

从 构造 或 “组 合 ” 的 观点 来 看 ,0，1，2, 3 维 的 最 简单 的 几何 图 
形 分 别 是 点 直线、 三 角形 和 四 面体 . 为 了 统一 写法 ,我们 相应 地 用 符 
号 To, Ti, Toy Ts 来 表示 这 些 图 形 ( 下 标 表示 维 数 ). 这 些 图 形 中 每 
一 个 的 构造 可 以 这 样 来 描述 : 每 一 个 T, 包含 n 十 1 个 顶点 ,T, 的 任 
Bit] G=0, 1, 2, =, n) 个 顶点 决定 一 个 T;. 例如 三 维 的 四 面体 
包含 4 个 顶点 ,6 个 线段 和 4 个 三 角形 . 

如 何 进行 这 个 过 程 是 很 清楚 的 . 我 们 定义 四 维 * 四 面体 ”T, 为 一 
个 5 个 顶点 的 集合 ,使 得 每 4 个 顶点 决定 一 个 Ti, 每 3 个 顶点 决定 
一 个 T; ,等 等 . T, 的 示意 图 见 图 118. 我 们 看 到 T 包含 5 个 顶点 ,10 
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条 线段 和 10 个 三 角形 及 5 个 四 面体 . 


Ti 


3 Fa 


Tə 


图 118 在 一 二 三 四维 中 最 简单 的 元 素 
这 个 过 程 可 以 直接 推广 到 维 . 从 组 合理 论 可 知 ,从 给 定 ~ 个 对 
象 中 , 取 i 个 对 象 组 成 的 不 同 子 集 恰 有 


= r! 
G = il(r— i)! 


个 9, 因此 一 n 维 * 四 面体 ”包含 
Ce = n+1 ARA To), 


x 1 
CH= HEDL 个 线段 ( 即 也)， 


Cra 十] 上 DEMEM T), 


_ at DL 
Ch =TG—at I 


C 守 一 1 个 也. 


习题 : 画 出 Ts 的 图 形 且 求 出 它 所 包含 的 不 同 的 TG = 0，1， 
2，…，5) 的 个 数 . 
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在 十 九 世纪 中 叶 , 几 何 学 开始 了 一 个 新 的 发 展 , 它 很 快 地 变 成 
了 现代 数学 中 的 一 股 巨 大 力量 . 这 门 新 的 学 科 称 为 位 置 解析 或 拓 
扑 学 . 它 所 研究 的 是 几何 图 形 的 这 样 一 些 性 质 , 这 些 性 质 在 图 形 经 
受 剧烈 的 变形 ,以 致 所 有 度量 性 质 和 射影 性 质 都 失去 之 后 ,仍然 存 
在 着 . 

莫 比 乌 斯 (A. F. Moebius，1790~1868) 是 那个 时 代 伟 大 的 几何 
学 家 之 一 ,然而 ,由 于 他 缺乏 主见 却 使 他 一 生 中 只 能 在 德国 的 第 二 流 
的 天 文 台 里 当 一 个 不 知名 的 天 文学 家 . 他 在 六 十 八 岁 时 向 巴黎 科学 
院 提交 了 一 篇 关于 “ 单 侧 ?曲面 的 论文 ,其 中 包括 了 这 种 新 型 几何 学 
的 一 些 最 惊人 的 事实 . 这 篇 文章 在 公 之 于 世 之 前 他 就 像 以 前 其 他 一 
些 重要 贡献 一 样 , 在 科学 院 的 文件 堆 里 被 埋没 了 许多 年 . 哥 廷 根 的 天 
文学 家 李斯 庭 (J，B.，Listing，1808 一 1882) 独 立 于 莫 比 乌 斯 作出 了 
类 似 的 发 现 ,而 且 他 接受 高 斯 的 建议 在 1847 年 出 版 了 一 本 小 书 《 拓 
扑 学 的 初步 研究 》(Vorstudien zur Topologie). 24 3 B (1826 一 
1866) 作 为 一 个 学 生来 到 哥 廷 根 时 ,他 发 现 这 个 大 学 城 对 这 种 新 奇 的 
几何 思想 具有 强烈 的 兴趣 . 他 立刻 认识 到 ,这 是 理解 复 变量 解析 函数 
最 深刻 的 性 质 的 关键 . 黎 曼 的 函数 理论 极 大 地 促进 了 拓扑 学 后 来 的 
发 展 . 然而 ,在 黎 曼 的 理论 中 ,拓扑 的 概念 则 是 最 基本 的 东西 . 

最 初 ,这 个 新 领域 中 的 方法 之 所 以 新 奇 就 在 于 , 它 使 数学 家 无 法 
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把 他 们 的 结果 表示 为 初等 几何 的 传统 公理 形式 . 于 是 , 像 庞 加 莱 那 样 
的 一 些 先驱 者 不 得 不 依赖 于 几何 直观 . 甚至 今天 拓扑 学 的 研究 者 也 
会 发 现 ,过 多 地 坚持 严格 的 形式 表述 ,容易 使 他 在 大 量 的 形式 细节 中 
看 不 到 几何 内 容 的 本 质 . 尽管 如 此 ,把 拓扑 学 纳入 严格 的 数学 模式 仍 
然 是 最 近 工作 的 一 大 功绩 ,在 那里 ,直观 仍然 是 真理 的 源泉 ,而 不 是 
检验 真理 的 最 终 标准 . 在 这 个 过 程 中 由 于 布 劳 威 尔 (L. E. J. Brouw- 
er) 的 开创 ,拓扑 学 对 几乎 整个 数学 的 重要 性 一 直 在 不 断 地 增长 着 . 
美国 数学 家 ,尤其 是 维 布 林 (O.，Veblen), 亚 历 山大 (J. W. Alexan- 
der) , 莱 夫 切 芯 (S，Lefschetz) 对 这 门 学 科 作出 了 重要 的 贡献 

虽然 ,拓扑 学 肯定 是 近 百 年 来 的 创造 ,但 是 早期 已 有 了 一 些 个 
别 的 发 现 ,后 来 在 近代 的 数学 系统 发 展 中 找到 了 它们 的 位 置 . 其 中 
最 重要 的 一 个 是 关于 简单 多 面体 的 顶点 数 、 棱 数 和 面 数 之 间 的 关 
系 的 公式 . 这 个 关系 式 , 笛 卡 儿 早 在 1640 年 就 已 经 注意 到 , 1752 
年 欧 拉 又 重新 发 现 并 加 以 应 用 . 这 个 关系 式 是 一 个 典型 的 拓扑 性 
质 的 定理 ,只 是 后 来 当 斋 加 莱 认 识 到 “ 欧 拉 公式 ”和 它 的 推广 是 拓 
扑 学 的 中 心 定理 之 一 后 , 才 弄 清 了 这 一 点 . 由 于 历史 的 及 其 本 身 的 
原因 ,我 们 将 以 欧 拉 公 式 作为 讨论 拓扑 学 的 开端 . 在 我 们 刚刚 踏 人 
这 个 不 熟悉 的 领域 时 ,完全 严格 的 概念 既 不 是 必要 的 ,也 不 是 我 们 
所 希望 的 ,因此 ,我 们 将 毫 不 犹 列 地 一 次 又 一 次 求助 于 读者 的 几何 
直观 . 


$1 多 面体 的 欧 拉 公 式 


虽然 多 面体 的 研究 在 希腊 几何 中 占据 一 个 中 心 的 地 位 ,然而 下 
列 事实 却 仍然 是 由 笛 卡 儿 和 欧 拉 发 现 的 : 在 一 个 简单 多 面体 中 , 设 
V 表示 项 点数,E 表示 棱 数 而 下 表示 面 数 , 则 总 有 


V—E+F=2, a) 
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个 多 面体 是 一 个 表面 由 一 些 多 边 形 的 面 组 成 的 立体 图 形 . 而 正 多 
面体 是 指 所 有 这 些 多 边 形 全 等 且 所 有 交 于 顶点 的 角 相 等 . 一 个 多 面 
体 ,如 果 上 面 没有 “ 洞 ”, 使 得 它 的 表面 能 连续 地 变形 为 一 个 球面 ,就 
称 它 是 简单 多 面体 . 图 120 表示 一 个 简单 多 面体 ,但 不 是 正 多 面体 ， 
而 图 121 所 示 的 多 面体 不 是 简单 多 面体 . 


图 119 正 多 面体 


+ 246+ 什么 是 数学 


A 


图 120 简单 多 面体 图 121 非 简单 多 面体 
V—E+F=9—18+11=2 V—E+F = 16—32+16 =0 


读者 应 当 验 证 一 下 如 下 事实 : 欧 拉 公式 对 图 119 和 图 120 的 简 
单 多 面体 成 立 ,而 对 图 121 的 多 面体 则 不 成 立 . 

为 了 证 明 欧 拉 公 式 ,我 们 想象 一 个 其 表面 用 橡皮 薄膜 做 成 的 
空心 简单 多 面体 . 这 时 如 果 剪 掉 这 个 空心 多 面体 的 一 个 面 ,我 们 就 
能 把 剩 下 的 表面 变形 展开、 平 放 到 一 平面 上 . 当然 ,这 个 表面 的 面 
积 以 及 多 面体 棱 与 棱 之 间 的 夹 角 在 这 过 程 中 是 改变 了 . 但 是 ,在 这 
平面 上 由 顶点 和 边 形 成 的 网 络 和 原来 的 多 面体 包含 同样 的 顶点 数 
和 棱 数 ,只 是 多 边 形 的 个 数 比 原来 多 面体 上 的 多 边 形 少 了 一 个 , 因 
为 一 个 面 被 剪 掉 了 . 我 们 现在 将 说 明 , 这 个 平面 网 络 有 V 一 E 十 下 
= 1. 这 样 ,如 果 加 上 剪 掉 的 面 , 则 对 原来 的 多 面体 ,结果 是 站 一 已 
+F=2. 

首先 ,我 们 把 这 个 平面 网 络 按 下 述 方式 “分 成 三 角形 ”: 对 网 络 
的 某 个 不 是 三 角形 的 多 边 形 ,我 们 画 出 它 的 一 条 对 角 线 . 这 样 做 的 效 
REE E HMF 同时 增加 1, 因此 保持 V 一 E 十 下 的 值 . 我 们 继续 画 出 
连接 这 些 点 的 对 角 线 (图 122), 直到 图 形 完全 由 三 角形 组 成 为 
止 一 一 最 终 必然 会 如 此 . 在 这 三 角形 的 网 络 中 , V 一 E 十 下 的 值 与 被 
分 为 三 角形 之 前 的 值 一 样 ,因为 做 对 角 线 的 过 程 中 并 没有 使 它 改变 . 
这 里 ,有 些 三 角形 的 边 是 平面 网 络 的 边界 . 其 中 有 的 三 角形 ,例如 
ABC, 只 有 一 条 边 在 边界 上 ,而 另 一 些 三 角形 可 以 有 两 条 边 在 边界 


RSE 拓扑 学 + 247. 


上 .我 们 取 一 个 边界 三 角形 ,去 掉 不 属于 其 他 三 角形 的 那些 部 分 . 因 
此 从 ABC 中 我 们 去 掉 边 AC 和 面 , 剩 下 顶点 A, B，C, 以 及 AB 和 
BC 两 条 边 ; 而 从 DEF 中 我 们 去 掉 两 条 边 DF FE 及 顶点 下 和 面 . 
去 掉 一 个 像 ABC 这 种 类 型 的 三 角形 ,将 使 和 下 减少 1 而 V 不 受 
影响 ,所 以 V 一 EE 十 下 保持 不 变 . 去 掉 一 个 像 DEF 这 种 类 型 的 三 角 
形 , 将 使 V 减少 1,E 减 少 2 而 下 减少 1, 所 以 V 一 EE 十 下 仍然 不 变 . 
适当 地 采取 一 系列 这 种 作法 ,我 们 就 能 去 掉 边界 上 有 边 的 三 角形 (每 
次 去 掉 这 种 三 角形 ,边界 都 跟着 改变 ) , 直到 最 后 只 剩 下 一 个 三 角形 . 
它 有 三 个 边 .三 个 顶点 和 一 个 面 . 对 这 简单 的 网 络 有 V 一 E 十 FF 二 3 一 
3 十 1= 1. 但 是 我 们 已 经 看 到 ,不 断 地 消去 三 角形 ,不 会 改变 V 一 E 十 
下 的 值 . 所 以 ,原来 的 平面 网 络 V 一 EE 十 下 也 必须 等 于 1, 对 消去 了 一 
个 面 的 多 面体 也 是 等 于 1. 我 们 得 出 结论 ,对 完整 的 多 面体 有 V 一 
E+F = 2. 这 就 完全 证 明了 欧 拉 公式 . 


图 122 ” 欧 拉 定理 的 证 明 


在 欧 拉 公式 的 基础 上 ,很 容易 说 明 最 多 只 存在 五 种 正 多 面体 . 因为 假 
设 一 个 正 多 面体 有 下 个 面 ,每 个 面 是 正 n WE, Ar 条 棱 交 于 每 个 顶点 . 
用 面 和 项 点 来 计算 楼 数 ,我 们 有 


nF = 2E, (2) 
因为 每 条 棱 属 于 两 个 面 ,因此 在 乘积 oF 中 重复 算 了 两 次 :又 因为 每 条 楼 
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有 两 个 顶点 
以 = 2E， (3) 
因此 由 (1) 我 们 得 到 等 式 


或 

zt z- (4) 
我 们 知道 必须 有 nn 之 3, r 3, 因为 一 个 多 边 形 至 少 有 三 条 边 ,而 在 每 
个 多 面体 的 角 上 至 少 有 三 条 棱 相 交 . 但 是 和 7 不 能 同时 大 于 3, 因 为 
这 样 一 来 等 式 (4) 的 左 端 就 不 能 超过 去 ,而 不 论 EE 为 任何 正 值 这 都 是 


不 可 能 的 . 因此 ,我 们 看 看 n=3 时 ,r 可 能 取 什 么 值 ,而 r=3 时 n 可 能 
取 什么 值 . 由 这 两 种 情况 给 出 的 全 体 多 面体 ,就 是 所 有 可 能 的 正 
多 面体 . 

对 nn 二 3, 等 式 (4) 变 成 


"因此 能 等 于 3, 4, 506 或 任意 更 大 的 数 显然 是 不 行 的 ,因为 去 总 是 正 


H). X} n Ar 的 这 些 值 ,我 们 得 到 EE=6,12,，30, 与 之 相应 的 分 别 是 正四 
面体 .正八 面体 和 正二 十 面体 . 同样 对 一 3, 我 们 得 到 等 式 


由 此 得 到 n= 二 3, 4, 5, 相 应 地 EE=6, 12, 30, 这 些 值 分 别 对 应 着 正四 面体 、 
正 立 方 体 和 正 十 二 面体 . 在 等 式 (2) 和 (3) 中 将 这 些 值 代入 n、r、E 中 ,我 
们 得 到 相应 多 面体 的 顶点 数 和 面 数 . 


$2 图 形 的 拓扑 性 质 
1. 拓扑 性 质 


我 们 已 经 证 明了 欧 拉 公式 对 任意 的 简单 多 面体 都 成 立 . 然而 ,这 
个 公式 成 立 的 范围 远 远 超出 了 初等 几何 中 这 种 面 为 平面 , 棱 为 直线 
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的 多 面体 . 刚才 的 证 明 同 样 适用 于 带 有 曲面 和 曲 边 的 简单 多 面体 ,也 
适用 于 把 球面 任意 划分 成 曲线 弧 所 围 成 的 区 域 . 更 有 甚 者 ,我们 想象 
一 个 用 橡皮 薄膜 做 成 的 多 面体 表面 或 球面 , 若 将 橡皮 折 弯 或 拉 长 ,使 
表面 变 为 任意 其 他 形状 ,只 要 在 这 过 程 中 橡皮 不 被 据 破 , 则 欧 拉 公式 
仍然 成 立 . 因为 这 个 公式 只 涉及 顶点 、 棱 和 面 的 个 数 , 而 与 长 度 、 面 
积 . 直 或 弯 、 交 比 以 及 通常 初等 几何 和 射影 几何 的 概念 均 无 关 . 

我 们 回忆 一 下 ,初等 几何 所 处 理 的 量 (长 度 、 角 度 和 面积 ) 在 刚 
体 运 动 中 是 不 变 的 ,而 射影 几何 所 涉及 的 概念 (点 .直线 .关联 和 交 
比 ) 在 更 广 的 射影 变换 群 下 是 不 变 的 . 但 是 刚体 运动 和 射影 变换 都 
是 如 下 所 谓 拓扑 变换 的 特例 : 一 个 几何 图 形 A 到 另 一 个 图 形 A 
拓扑 变换 是 指 ,在 A 的 点 p 和 A' 的 点 p 之 间 任 意 一 种 这 样 的 对 应 

pep, 

它 满足 下 述 两 个 性 质 ， 

1， 对 应 是 一 对 一 的 . 这 意味 着 A 的 每 一 个 点 p 恰好 对 应 着 A” 
的 一 个 点 p ,反之 亦 然 . 

2. 对 应 是 双方 连续 的 . 这 意味 着 , 任 取 A 的 两 个 点 p,q, 移动 
2, 使 它 和 4g 之 间 的 距离 趋 于 零 , 则 A PHRA p» q 之 间 的 距离 
也 趋 于 零 ,反之 亦 然 . 

几何 图 形 A 的 任意 一 个 性 质 ,如 果 在 每 一 个 拓扑 变换 下 都 保持 
不 变 , 就 称 之 为 A 的 一 个 拓扑 性 质 , 而 拓扑 学 是 仅仅 处 理 图 形 的 拓 
扑 性 质 的 几何 分 支 .设想 有 一 个 图 形 是 由 一 个 仔细 但 笨 手 笨 脚 的 绘 
RR EFEM AHR. 他 把 直线 画 弯 了 ,而 且 改 变 了 角度 .距离 
和 面积 ,这 时 虽然 形 失 了 原来 图 形 的 度量 性 质 和 射影 性 质 , 但 是 拓扑 
性 质 仍 然 不 变 . 

一 般 拓 扑 变换 最 直观 的 例子 是 形变 . 设想 一 个 像 球 或 三 角形 这 
样 的 图 形 , 它 是 由 橡皮 薄膜 做 成 的 ,或 是 画 在 橡皮 薄膜 上 的 . 我 们 以 
任意 方式 拉 伸 和 捏 转 它 , 但 不 能 把 它 据 破 也 不 能 使 不 同 的 点 真正 重 
合 起 来 (使 不 同 的 点 重合 就 会 破坏 条 件 1; 撕 破 橡 皮 薄 膜 就 会 破坏 条 
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件 2. 因为 在 原来 图 形 中 沿 着 薄膜 上 被 据 开 的 线 的 两 侧 趋 于 重合 的 
两 点 ,在 被 据 开 的 图 形 中 就 不 能 趋 于 重合 了 ). 这 样 ,图 形 的 最 终 位 置 
将 是 原来 图 形 的 一 个 拓扑 映 象 . 一 个 三 角形 能 形变 为 任意 其 他 三 角 
形 或 一 个 圆 或 一 个 椭圆 ,因此 这 些 图 形 有 相同 的 拓扑 性 质 . 但 人 们 不 
能 把 一 个 圆 形 变 为 一 条 直线 ,也 不 能 把 一 个 球面 形变 为 一 个 有 洞 的 
曲面 . 

拓扑 变换 的 一 般 概念 比 形变 的 概念 更 广 . 例如 ,如 果 一 个 图 形 在 
形变 中 被 切 开 了 ,形变 后 再 把 切 开 的 边 用 和 以 前 同样 的 方式 又 缝 在 
一 起 , 则 这 过 程 仍然 定义 为 原来 图 形 的 一 个 拓扑 变换 ,虽然 它 不 是 形 
变 . 因此 图 134( 第 263 页 ) 的 两 条 曲线 是 彼此 拓扑 等 价 的 ,或 都 拓扑 
等 价 于 圆 , 因 为 可 以 把 它们 切 开 , 解 开 , 再 锋 上 . 但 是 如 果 不 先 把 曲线 
切 开 , 要 从 一 条 曲线 形变 成 另 一 条 曲线 ,或 变 成 圆 ,是 不 可 能 的 . 


图 123 拓扑 等 价 曲面 


图 124 拓扑 不 等 价 曲面 


图 形 的 拓扑 性 质 ( 例 如 欧 拉 定理 给 出 的 性 质 和 本 节 要 讨论 的 其 
他 性 质 ) ,在 许多 数学 研究 中 十 分 吸引 人 并 且 很 重要 . 就 某 种 意义 上 
说 ,它们 是 所 有 几何 性 质 中 最 深刻 和 最 根本 的 ,因为 它们 是 图 形 在 最 
剧烈 的 变化 之 下 ,仍然 不 变 的 性 质 . 
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号 .连通 性 


作为 两 个 拓扑 不 等 价 的 图 形 的 另 一 个 例子 ,我 们 可 以 考虑 图 
125 所 示 的 平面 区 域 . 其 中 第 一 个 是 由 一 个 圆 的 所 有 内 点 组 成 的 ,而 
第 二 个 是 由 包含 在 两 个 同心 圆 之 间 的 全 体 点 组 成 的 . 区 域 a 中 的 任 
一 封闭 曲线 都 能 连续 变形 或 “收缩 ”成 这 区 域内 的 一 个 点 . 具有 这 种 
性 质 的 区 域 称 为 单 连 通 的 . 区 域 5b 不 是 单 连通 的 . 例如 与 这 两 个 边界 
圆 同 心 而 在 它们 之 间 的 一 个 圆 , 就 不 能 收缩 成 这 区 域内 的 一 个 点 . 因 
为 在 这 过 程 中 ,曲线 必须 越过 圆心 ,而 圆心 不 是 这 区 域 的 点 . 不 是 单 
连通 的 区 域 称 为 多 连通 的 . 多 连通 的 区 域 5, 如 果 沿 半径 切 开 ( 如 图 
126) 得 到 的 区 域 将 是 单 连 通 的 . 


OQ 
< b 


图 125 单 连通 和 双 连 通 图 126 切 开 一 个 双 连 通 区 域 ， 
使 它 成 为 单 连 通 区 域 


更 一 般 地 ,我 们 能 作出 带 有 两 
个 、 三 个 或 更 多 个 “ 洞 ?的 区 域 , 例 
如 图 127 的 区 域 . 为 了 把 这 区 域 变 
成 一 个 单 连通 区 域 , 必须 切 开 两 
次 . 如 果 必 须 作 (n 一 1) 次 彼此 不 相 
交 的 、 从 边界 到 边界 的 切割 ,才能 
把 给 定 的 多 连通 区 域 D 化 为 单 连 é 
通 区 域 ,那么 这 个 区 域 D 就 称 为 x 图 127 三 连通 区 域 的 缩减 
重 连通 的 .平面 上 一 个 区 域 的 连通 
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性 的 重 数 是 这 个 区 域 的 一 个 重要 的 拓扑 不 变量 . 


$3 拓扑 定理 的 其 他 例子 
号 1， 若 当 曲 线 定理 


在 平面 上 画 一 条 简单 闭 曲 线 ( 它 是 本 身 不 相交 的 曲线 ). 如 果 把 
平面 看 作 一 片 可 以 任意 地 变形 的 橡皮 ,那么 这 图 形 能 保持 什么 性 质 ? 
曲线 的 长 和 它 所 包围 的 面积 在 变形 下 是 可 以 改变 的 . 但 是 这 图 形 有 
一 个 拓扑 性 质 , 它 简单 到 以 至 于 似乎 可 以 认为 是 显然 的 ;平面 上 一 条 
简单 闭 曲 线 C 恰好 把 平面 分 成 两 个 区 域 ,一 个 是 内 部 ,一 个 是 外 部 . 

这 意味 着 ,平面 上 的 点 分 为 两 类 一 一 在 

曲线 外 部 的 A 和 曲线 内 部 的 B 一 一 使 得 

同一 类 中 的 任意 一 对 点 能 用 一 条 不 与 C 

相交 的 曲线 相连 ,而 连接 一 对 属于 不 同 

类 的 点 的 任意 曲线 必须 和 C 相交 . 这 个 

命题 对 圆 和 椭圆 显然 是 对 的 ,但 是 如 果 

SANAA 看 一 下 图 128, 对 这 样 一 条 复杂 的 盘 绕 曲 
着 折 的 多 边 形 曲 线 , 就 不 那么 显然 了 . 

这 多 边 形 的 内 点 ? 这 个 定理 首先 由 若 当 (C. Jordan, 

1838 一 1922) 在 他 有 名 的 《分 析 教 程 》 

(Cours d Analyse) 里 叙述 过 . 这 个 教程 曾经 使 整整 一 代 的 数学 家 从 

中 学 到 了 现代 分 析 中 严格 的 概念 . 说 来 也 够 奇怪 的 , 若 当 给 出 的 证 明 

又 长 又 复杂 . 而 更 加 奇怪 的 是 ,后 来 发 现 , 若 当 的 证 明 有 缺陷 并 且 为 

了 补足 他 的 推理 中 的 这 些 漏洞 必须 作出 相当 大 的 努力 . 这 个 定理 的 

第 一 个 严格 证 明 相 当 复杂 ,即使 对 许多 训练 有 素 的 数学 家 来 说 ,也 是 

很 难 理解 的 . 直到 最 近 才 找到 了 一 个 比较 简单 的 证 明 . 问题 之 所 以 困 

难 , 其 中 一 个 原因 就 在 于 “简单 闭 曲线 ? 这 个 概念 的 一 般 性 , 它 不 只 限 

于 多 边 形 或 “光滑 ”曲线 ,而 是 包括 了 作为 圆 的 拓扑 映 象 的 所 有 曲线 . 
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另 一 方面 ,许多 概念 ,例如 “内 部 ”“ 外 部 ”等 等 ,虽然 直观 上 很 清楚 ， 
但 是 为 了 给 出 一 个 严格 的 证 明 , 就 必须 先 把 它们 弄 确切 . 以 最 充分 的 
一 般 性 来 分 析 这 些 概念 ,这 具有 极 大 的 理论 上 的 重要 意义 ,现代 拓扑 
学 的 大 部 分 工作 是 致力 于 这 个 任务 的 . 但 是 人 们 不 应 当 忘记 ,对 研究 
具体 几何 现象 时 的 大 多 数 情况 来 说 ,由 于 极端 一 般 化 的 概念 会 产生 
不 必要 的 困难 ,因此 应 用 这 样 的 概念 就 不 能 抓 住 问题 的 要 点 . 事实 
上 ,在 大 多 数 重要 问题 中 出 现 的 曲线 形状 都 是 相当 好 的 ,例如 多 边 形 
或 者 带 有 连续 转动 切线 的 曲线 . 对 这 样 的 曲线 来 说 , 若 当 曲 线 定理 的 
证 明 是 相当 简单 的 . 在 这 一 章 的 附录 中 ,我 们 将 针对 多 边 形 的 情形 来 
证 明 这 个 定理 . 


2. 四 色 问 题 


看 了 若 当 曲 线 定理 这 个 例子 后 ,人 们 可 能 会 认为 拓扑 学 是 专门 对 那 
种 无 可 置疑 的 明显 论断 给 出 一 个 严格 的 证 明 . 但 实际 上 并 非 如 此 ,有 许 
多 拓扑 问题 ,其 中 有 一 些 在 形式 上 还 相当 简单 , 单 赁 直觉 对 它们 是 不 能 
给 出 一 个 满意 的 回答 的 . 有 名 的 “四 色 问 题 "就 是 其 中 的 一 个 例子 

在 给 一 个 地 图 着 色 时 ,习惯 上 是 ,对 任意 两 个 有 一 段 共同 边界 的 
国家 使 用 两 种 不 同 的 颜色 . 经 验 表明 ,任何 地 图 不 论 它 包括 多 少 国 
家 ,也 不 论 它们 的 位 置 如 何 ,要 这 样 给 它 上 色 , 只 用 四 种 不 同 的 颜色 
就 够 了 .容易 看 出 , 少 于 这 个 数目 的 颜色 
对 一 般 情况 来 说 是 不 够 的 . 图 129 表示 
海里 的 一 个 岛 , 对 它 来 说 , 少 于 四 种 颜色 
肯定 是 不 能 够 恰当 地 上 色 的 ,因为 它 包 
括 四 个 国家 ,每 一 个 都 和 其 他 三 个 相 邻 

至 今 还 没有 发 现 一 个 地 图 要 求 用 多 
于 四 种 的 颜色 来 着 色 , 这 使 人 们 想到 可 
能 有 如 下 的 数学 定理 :把 平面 划分 成 任 
意 个 互 不 重生 的 区 域 ,总 能 够 用 数 1， 2, 图 129 AWALE 
3, 4 之 一 来 标示 这 些 区 域 ,使 得 任意 两 
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个 相 邻 的 区 域 都 不 是 同一 个 数 . 所 谓 “ 相 邻 ”的 区 域 是 指 带 有 整 段 共 
同 边界 的 区 域 ; 如 果 两 个 区 域 只 在 一 点 或 在 有 限 个 点 相遇 (例如 科 罗 
拉 多 州 和 亚利桑那 州 ), 它 们 就 不 算是 相 邻 ,因为 用 同样 颜色 上 色 将 
不 至 于 引起 混 清 . 

要 证 明 这 个 定理 似乎 首先 是 由 莫 比 乌 斯 在 1840 年 提出 来 的 ,后 
来 在 1850 年 德 ， 莫 尔 根 (De.。 Morgan) 及 1878 年 凯 莱 也 提出 过 . 
1879 EF HK (Kempe) 发 表 了 一 个 “证 明 ”, 但 在 1890 年 黑 伍德 
(Heawood) 在 开 姆 玻 的 推理 中 发 现 了 一 个 错误 . 对 开 姆 玻 的 证 明 加 
以 修改 , 黑 伍 德 能 够 证 明 五 种 颜色 总 是 足够 的 (在 这 章 附 录 中 给 出 了 
五 色 定 理 的 一 个 证 明 ). 尽管 有 许多 著名 的 数学 家 作 过 不 少 努 力 , 这 
个 问题 本 质 上 仍然 处 于 这 样 一 个 阶段 : 业已 证 明 五 种 颜色 对 所 有 地 
图 都 够 了 但 是 认为 四 种 颜色 同样 是 足够 的 , 仍 还 只 是 一 个 猜想 ,这 同 
著名 的 费 马 大 定理 一 样 ( 见 第 50 页 ) ,这 个 猜想 既 没 有 得 到 证 明 ,也 
没有 出 现 同 它 巴 盾 的 反例 . 它 仍然 是 数学 上 悬而未决 的 重大 问题 之 
一 .四 色 定 理 对 少 于 三 十 八 个 区 域 的 一 切 地 图 都 已 经 得 到 证 明 . 从 这 
事实 来 看 ,即使 一 般 定理 不 成 立 , 看 来 也 不 能 用 任何 简单 的 例子 来 否 
定 它 . 

在 四 色 问 题 中 ,地 图 可 以 画 在 平面 上 ,也 可 以 画 在 球面 上 ,这 两 
种 情况 是 等 价 的 . 任何 球面 上 的 地 图 都 可 以 在 平面 上 表示 . 办 法 是 在 
一 个 区 域 A 的 内 部 挖 一 个 小 洞 ,然后 把 这 挖 了 洞 的 球面 变形 为 一 个 
平面 ,如 同 在 欧 拉 定理 的 证 明 中 那样 . 这 时 所 得 到 的 这 个 平面 地 图 是 
由 区 域 A 组 成 的 “ 海 " 包 围 着 一 个 由 其 余 区 域 组 成 的 “ 岛 ”. 反 过 来 ， 
逆转 这 个 过 程 ,任何 平面 上 的 地 图 可 以 在 球面 上 来 表示 . 因此 我 们 只 
要 讨论 球面 上 的 地 图 就 行 了 . 其 次 ,由 于 区 域 及 其 边界 的 变形 对 问题 
不 产生 影响 ,我 们 可 以 假设 每 一 个 区 域 是 其 边界 由 圆 弧 组 成 的 简单 
闭 多 边 形 . 即使 这 样 “规范 化 ”之 后 ,问题 仍 未 解决 ;这 里 的 困难 ,不 像 
车 当 曲 线 定理 中 所 涉及 的 那样 ,不 在 于 区 域 和 曲线 这 些 概念 的 一 
般 性 . 
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与 四 色 定 理 相 联系 的 一 个 引 人 注 目的 事实 是 ,在 比 平面 或 球 
面 更 为 复杂 的 曲面 上 ,相应 的 定理 实际 上 已 经 得 到 证 明 . 所 以 ,十 
分 奇怪 的 是 ,在 更 复杂 的 几何 表面 上 作 分析 , 比 在 最 简单 的 曲面 上 
更 容易 . 例如 对 一 个 形 如 面包 圈 或 膨胀 的 车 轮 内 胎 的 环 面 ( 见 图 
123) ,已 经 证 明 ,在 它 上 面 的 任何 地 图 都 可 以 只 用 七 种 颜色 上 色 ， 
而 且 可 以 造 出 包含 七 个 区 域 的 地 图 ,使 其 中 每 一 个 区 域 和 其 他 六 
PHSB. 


喇 "3. 维 的 概念 


如 果 只 是 处 理 简单 的 几何 图 形 ,例如 ,点 ` 线 、 三 角形 和 多 面体 ,那么 ， 
对 于 维 的 概念 就 不 会 有 多 大 困难 . 一 个 点 或 任何 有 限 点 集 是 零 维 的 ;一 条 
直线 是 一 维 的 ;而 一 个 三 角形 的 面 或 一 个 球 的 表面 是 二 维 的 ;一 个 实 立方 
体内 的 点 集 是 三 维 的 . 但 是 当 我 们 试图 把 这 个 概念 推广 到 更 一 般 的 点 集 
上 去 时 ,就 需要 一 个 明确 的 定义 了 . 对 x 轴 上 用 有 理 数 表示 的 全 体 点 集 民 
应 当 给 予 什么 维 数 呢 ? 有 理 点 集 在 直线 上 是 稠密 的 ,因而 可 能 被 看 作 和 直 
线 一 样 是 一 维 的 ; 另 一 方面 ,在 任何 一 对 有 理 点 之 问 都 有 无 理 点 ,与 一 个 有 
限 点 集 任意 两 点 问 有 无 理 点 一 样 , 因 而 集 R 的 维 数 也 可 能 被 认为 是 零 . 

如 果 人 们 试图 指出 下 述 由 康 托 
首先 考虑 的 奇怪 的 点 集 的 维 数 ,就 
会 遇 到 一 个 更 难 解决 的 问题 . 从 单 一 ------- = 
位 线段 中 去 掉 中 间 的 三 分 之 一 , 即 
去 掉 所 有 使 二 <2 <2 成立 的 x. 
称 剩 下 的 点 集 为 O CUAR Heen 
BL 现在 从 Ci 的 每 一 个 线段 中 去 掉 uu 
中 间 的 三 分 之 一 , 剩 下 的 集 叫 作 C, 

它 包 含 四 个 线段. 重复 这 个 过 程 ,从 图 130 康 托 点 集 

C 的 每 一 个 线段 去 掉 中 间 的 三 分 之 一 , 剩 下 集 C;, 按 这 种 方式 进行 下 去 ， 
便 作成 集 C,，C: ,Cs ，…. 用 C 表示 从 单位 线段 中 去 掉 所 有 这 些 区 间 之 后 
剩 下 的 点 集 , 即 C 是 无 穷 序列 集 C, ，C，… 的 公共 点 集 . 由 于 第 一 步 去 掉 
了 一 个 长 为 志 的 区 间 , 第 二 步 去 掉 了 两 个 长 各 为 喜 的 区 间 , 等 等 ,因此 去 


掉 的 线段 的 总 长 为 
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Hebe edhte 1i+(4)4 (4) 4]. 


括号 内 的 无 穷 级 数 是 一 个 等 比 级 数 , 它 的 和 是 


le 


Le 
3 


因此 去 掉 的 线段 总 长 为 1. 但 是 C 中 仍然 包含 着 点 ,例如 三 等 分 那 一 系列 
线段 的 分 点 

= ae ieee ee Ne Sees 

3’ 379° 9% 9’ 9’ 
事实 上 ,容易 说 明 C 恰好 是 由 所 有 这 样 的 z 组 成 的 , 它 的 无 穷 三 进位 小 数 
展 式 可 以 写成 
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的 形式 ,其 中 a 或 为 0 或 为 2. 而 被 去 掉 的 任意 点 ,其 三 进位 表达 式 中 至 
少 有 一 个 ai 等 于 1. 

那么 , 集 C 的 维 数 是 多 少 呢 ? 用 来 证 明 所 有 实数 集 不 可 数 的 对 角 线 
方法 , 若 稍 加 修改 ,就 能 用 以 证 明 集 C 也 是 不 可 数 的 . 因此 集 C 似乎 是 一 
维 的 . 但 是 任何 完整 的 区 间 ,不 论 它 多 小 ,也 不 包含 在 C 中 ,所 以 C 也 可 以 
看 成 像 有 限 点 集 那样 ,是 零 维 的 . 用 同样 的 方式 ,我 们 可 以 问 ,在 每 个 有 理 
点 上 或 康 托 集 C 的 每 个 点 上 竖立 一 单位 长 线段 ,这 样 得 到 的 平面 点 集 是 
一 维 的 还 是 二 维 的 . 

正 是 庞 加 莱 首 先 (在 1912 年 ) 注 意 到 应 该 给 予 维 的 概念 以 更 深刻 的 
分 析 和 明确 的 定义 . 庞 加 莱 观 察 到 直线 是 一 维 的 ,因为 我 们 可 以 通过 剪 开 
它 的 一 个 点 (这 是 零 维 的 ) ,使 它 上 面 的 任意 两 点 分 开 ; 而 平面 是 二 维 的 ， 
因为 要 分 开平 面 上 的 一 对 点 ,我 们 必须 切 开 整 条 (一 维 的 ) 闭 曲线 . 这 暗示 
了 维 数 的 归纳 性 质 : 一 个 空间 ,如 果 通 过 去 掉 一 个 (n 一 1) 维 的 子 集 的 办 法 
能 把 它 的 任意 两 点 分 开 ; 而 去 掉 较 低 维 的 子 集 时 ,不 一 定 能 做 到 这 一 点 ， 
就 称 这 空间 是 n 维 的 . 在 网 几 里 得 的 《原本 》 中 也 暗含 地 有 一 个 维 数 的 归 
纳 定义 ,在 那里 ,一 维 图 形 是 以 点 为 其 边界 的 ,二 维 图 形 的 边界 是 由 曲线 
组 成 的 ,三 维 图 形 的 边界 则 是 曲面 . 

近年 来 ,推广 绕 的 理论 获得 了 发 展 . 要 给 出 维 的 一 个 定义 ,首先 要 把 
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“0 维 点 集 " 的 概念 弄 清楚 . 任何 有 限 点 集 都 有 这 样 的 性 质 , 它 的 每 一 个 点 
都 能 被 包围 在 一 个 任意 小 的 空间 区 域内 , 且 使 这 区 域 的 边界 上 不 包含 该 
集合 的 点 . 这 个 性 质 现在 作为 0 维 的 定义 . 为 方便 起 见 , 我 们 说 不 包括 任 
何 点 的 空 集 是 一 1 维 的 . 一 个 点 集 S, 如 果 它 不 是 一 1 维 的 ( 即 S 至 少 包含 
一 个 点 ), 且 S 的 每 一 个 点 都 能 被 任意 小 的 区 域 所 包围 ,而 这 个 区 域 的 边 
界 和 S 的 交集 是 一 1 维 集 ( 即 边 界 不 包含 S 的 点 ), 则 称 它 是 0 维 的 . 例如 
直线 上 的 有 理 点 集 是 0 维 的 ,因为 每 一 个 有 理 点 都 能 作为 以 无 理 数 为 端 
点 的 任意 小 的 区 间 的 中 点 . 康 托 集 也 是 0 维 的 ,因为 和 有 理 点 集 一 样 , 它 
是 从 直线 中 去 掉 一 稠密 点 集 而 得 到 的 . 

至 此 我 们 只 定义 了 一 1 维和 0 维 的 概念 . 一 维 的 定义 立刻 就 可 以 给 出 
来 ,一 个 点 集 S, 如 果 它 不 是 一 1 维和 0 维 的 , 且 S 的 每 一 个 点 都 能 围 在 任 
意 小 的 区 域内 ,而 这 区 域 的 边界 与 S 的 交 是 一 个 0 维 的 集 , 就 称 它 是 一 维 
的 . 直线 段 有 这 个 性 质 ,因为 任 一 区 间 的 边界 是 一 对 点 ,按照 上 述 定义 ,这 
边界 是 0 维 集 .用 同样 的 方式 ,我 们 进而 能 依次 定义 2, 3, 4, 5,… 维 的 概 
念 ,每 一 个 都 依赖 于 前 一 个 定义 . 因此 ,一 个 集 S 是 维 的 ,这 是 指 ,如 果 
它 不 是 任何 更 低 维 的 , 且 S 的 每 一 个 点 都 能 被 围 在 任意 小 的 区 域内 ,而 这 
个 区 域 的 边界 和 S 的 交 是 一 个 (n 一 1) 维 的 集 . 例如 ,平面 是 二 维 的 ,因为 
平面 的 每 个 点 都 能 用 任意 小 的 圆 来 包围 ,而 圆周 是 一 维 的 0, 在 普通 空间 
中 不 存在 维 数 大 于 三 的 点 集 ,因为 空间 中 的 每 个 点 都 能 作为 任意 小 的 球 
的 中 心 ,而 球 的 表面 是 二 维 的 . 但 是 在 现代 数学 中 , “空间 ”一 词 是 用 来 表 
示 定 义 了 "距离 "或 “ 邻 域 "概念 的 任意 一 组 对 象 ( 见 第 327 页 ) ,而 这 些 抽 
象 "空间 ”的 维 数 可 以 大 于 三 . 一 个 简单 的 例子 是 m 维 笛 卡 儿 空间 , 它 的 
“点 ”是 有 序 排列 的 ”个 实数 : 


P= (ay 5 Zos Ty Xa), 
Q= (Jis dos Yas s Mads 
P 5 Q ZERP ENAH 


D 在 这 里 ,并 不 是 对 平面 是 二 维 的 这 个 论断 ,按照 我 们 的 定义 给 出 了 一 个 严格 的 证 
明 . 因为 这 里 假定 了 我 们 已 知 圆周 是 1 维 的 ,而 且 平面 不 是 0 维和 1 维 的 . 但 是 ,对 这 些 事 
实 以 及 更 高 维 中 的 类 似 情况 是 能 够 给 予 证 明 的 . 这 些 证 明 表 明 , 一 般 点 集 的 维 的 定义 和 简 
单 集合 的 维 数 的 通常 用 法 是 不 矛盾 的 - 
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dP, Q = Vy — mM)? + y) $+ — yD. 
可 以 证 明 这 个 空间 是 维 的 . 一 个 空间 如 果 对 任意 正 整数 ”来 说 ,都 不 是 
n 维 的 ,就 称 它 是 无 穷 维 的 . 这 种 空间 的 例子 已 经 知道 不 少 了 . 

维 理论 最 有 趣 的 事实 之 一 是 ,2 维 、3 维 或 
一 般 n 维 图 形 有 如 下 特性 . 首先 考虑 2 维 的 情 
FE. 如 果 任意 简单 的 2 维 图 形 被 分 割 为 充分 小 
的 区 域 (每 个 区 域 都 认为 包括 它 自己 的 边界 )， 
则 不 论 这 些 区 域 形状 如 何 , 必 然 有 这 样 一 些 点 
使 三 个 或 更 多 个 区 域 在 那里 相遇 . 另外 ,一 定 
存在 图 形 的 这 样 一 种 剖 分 ,使 得 每 个 点 至 多 同 
和 时 属于 这 剖 分 的 三 个 区 域 . 因此 ,如 果 2 维 图 

图 131 铺 瓦 定理 形 是 一 个 正方 形 ,如 图 131, 有 一 个 点 将 同时 

属于 1,2 和 3 这 三 个 区 域 . 而 对 这 个 特殊 的 剖 

分 来 说 ,没有 一 个 点 同时 属于 多 于 三 个 的 区 域 . 类 似 地 ,对 3 维 的 情况 可 

以 证 明 ,如 果 一 个 立体 被 充分 小 的 一 些 立体 所 覆盖 ,总 存在 至 少 同时 属于 

四 个 小 立体 的 公共 点 ,而 对 一 个 适当 选择 的 剖 分 来 说 ,任意 多 于 四 个 的 小 
立体 都 没有 公共 点 . 

从 这 里 产生 了 下 述 归功 于 勒 贝 格 (Lebesgue) 和 布 劳 威 尔 的 定理 : 如 
果 一 个 维 图 形 以 任意 方式 被 充分 小 的 子 区 域 禾 盖 , 则 将 存在 至 少 同时 
属于 (十 1) 个 子 区 域 的 点 :而 且 总 可 以 找到 用 任意 小 区 域 做 成 的 一 个 覆 
盖 , 使 得 没有 一 个 点 同时 属于 多 于 (n+ 1) 个 的 区 域 . 由 于 这 里 所 考虑 的 覆 
盖 方 法 ,这 个 定理 称 为 " 铺 瓦 "定理 . 它 刻 划 了 任意 几何 图 形 的 维 数 的 特 
征 : 使 得 定理 成 立 的 那些 图 形 是 ” 维 的 ,而 所 有 其 他 图 形 不 是 n 维 的 . 由 
于 这 个 原因 ,可 以 把 这 个 定理 作为 维 数 的 定义 ,有 些 作 者 就 是 这 样 做 的 . 

集 的 维 数 是 集 的 拓扑 特性 ,两 个 不 同 维 数 的 图 形 不 能 是 拓扑 等 价 的 . 这 
就 是 著名 的 “ 维 的 不 变性 "这 一 拓扑 定理 . 把 它 与 第 99 页 所 叙述 的 事实 比 
较 , 就 可 以 看 出 它 的 重要 意义 了 ,在 那里 ,正方 形 点 集 和 直线 段 点 集 有 着 相 
同 的 基数 . 那里 的 定义 的 对 应 不 是 拓扑 性 的 ,因为 连续 性 的 条 件 被 破坏 了 . 


SA 不 动 点 定理 
在 拓扑 学 对 其 他 数学 分 支 的 应 用 中 ,“ 不 动 点 "定理 起 了 重要 的 
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作用 . 一 个 典型 的 例子 是 下 面 的 布 劳 威 尔 定理 . 比 起 大 多 数 拓扑 事实 
来 , 它 在 直观 上 是 不 那么 明显 的 . 
我 们 考虑 平面 上 一 个 圆 盘 ,这 是 由 某 个 圆 的 内 部 和 它 的 圆周 
组 成 的 区 域 . 我 们 假设 这 个 盘子 的 点 经 过 任意 的 连续 变换 (甚至 不 
定 是 一 对 一 的 ) ,使 得 每 一 点 虽然 位 置 有 所 变动 ,但 仍 在 圆 内 . 例 
如 一 块 薄 橡皮 圆 盘 可 以 被 压缩 、 转 动 、 折 皱 、 拉 长 或 以 任意 方式 变 
形 ,不 过 这 圆 盘 的 每 个 点 的 最 终 位 置 仍 在 它 原 来 的 周 界 以 内 . 又 
如 ,搅动 一 杯 液体 ,使 液体 表面 上 的 质点 仍 在 表面 上 ,只 是 绕 到 表 
面 上 另 一 个 位 置 . 这 时 ,在 任意 给 定 的 一 瞬间 ,液体 表面 上 质点 的 
位 置 确定 了 质点 原来 分 布 的 一 个 连续 变换 . 现在 布 劳 威 尔 定理 断 
言 :每 一 个 这 样 的 变换 至 少 使 一 个 点 不 动 ; 即 至 少 存在 一 个 点 , 它 
变换 后 的 位 置 和 它 原 来 的 位 置 一 样 (在 液体 表面 的 例子 中 ,一 般 说 
来 不 动 点 将 随时 间 而 变动 ,虽然 对 简单 的 圆周 转动 来 说 ,中 心 总 是 
不 动 的 ). 不 动 点 的 存在 性 的 证 明 是 用 以 建立 许多 拓扑 定理 的 一 个 
典型 推理 方法 . 
考虑 圆 盘 在 变换 前 后 的 情况 ,假设 与 
定理 的 结论 相反 ,没有 一 个 点 保持 不 动 ， 
也 就 是 说 ,每 一 个 点 在 变换 后 都 移动 到 贺 
内 或 圆 上 的 另 一 处 . 对 原来 圆 盘 上 的 每 一 
点 卫 都 附 上 一 个 指 着 PP 方向 的 小 箭头 
或 “向 量 ”, 这 里 P EP 在 变换 后 的 象 . 
盘 上 每 一 点 都 有 这 样 一 个 箭头 ,因为 根据 
假设 每 一 点 都 移动 了 . 现在 考虑 圆 边界 上 
的 点 以 及 与 之 相连 接 的 向 量 . 所 有 这 些 向 量 都 指向 圆 内 ,因为 根据 假 
设 ,没有 一 个 点 变 到 圆 外 去 . 我 们 从 边界 上 某 个 点 Pi 开始 ,并 且 按 
逆 时 针 方向 沿 着 这 个 圆 走 . 我 们 这 样 走时 ,向 量 的 方向 将 改变 ,因为 
对 于 边界 上 的 不 同 点 带 着 各 种 指向 不 同 的 向 量 . 这 些 向 量 的 方向 可 
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以 用 由 平面 上 一 点 画 出 的 平行 箭头 来 表示 . 我 们 注意 , 沿 着 圆 从 P, 
又 走 回 到 Pi 时 ,向 量 也 转 回 到 它 原来 的 位 置 . 我 们 把 向 量 旋 转 一 整 
周 的 次 数 称 为 圆 上 这 些 向 量 的 “指标 ”; 更 确切 地 说 ,我 们 把 指标 定义 
为 这 些 向 量 的 角 的 各 种 变化 的 代数 和 ,每 一 个 顺 时 针 旋转 部 分 取 负 
号 ,而 每 个 逆 时 针 旋 转 部 分 作为 正 的 . 这 个 指标 是 这 些 量 正 负 相抵 消 
最 后 剩 下 的 值 ,显然 它 是 数 0, +1, +2, 士 3，… 中 的 一 个 ,分 别 对 
应 于 角 的 总 变化 为 0”, £360°, +720°, +1080°, …. 现在 我 们 断言 
指标 等 于 1, 即 箭头 方向 的 总 变化 恰好 相当 于 正 旋转 一 周 . 为 了 说 
明 这 一 点 ,我 们 回顾 一 下 圆 上 任 一 点 书 的 变换 向 量 总 是 指向 圆 的 
内 部 而 决 不 会 沿 着 切线 方向 . 如 果 变 换 向 量 转 过 的 总 角度 不 同 于 
切 向 量 转 过 的 总 角度 ( 它 是 360”, 因 为 切 向 量 明显 地 旋转 一 周 ), 则 
切 向 量 转 过 的 总 角度 与 变换 向 量 转 过 的 总 角度 的 差 将 是 360" 的 某 
个 非 零 倍数 ,因为 它们 都 旋转 了 整数 周 . 因此 从 Pi 绕 一 圈 又 回 到 
已 时 ,变换 向 量 至 少 必须 绕 着 切线 旋转 一 周 ,而 且 由 于 切线 和 变 
换 向 量 是 连续 转动 的 ,在 圆周 的 某 个 点 上 ,变换 向 量 必须 指 着 和 切 
线 同样 的 方向 . 但 是 ,我 们 已 经 知道 这 是 不 可 能 的 . 


图 133 
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现在 如 果 我 们 考虑 任意 一 个 与 圆 盘 的 周 界 同心 而 且 包 含 在 这 贺 
盘 内 的 圆 ,以 及 这 个 圆 上 相应 的 变换 向 量 , 那 么 ,这 个 圆 上 的 变换 向 
量 的 指标 也 必须 是 1. 这 是 因为 当 我 们 连续 地 从 圆周 到 达 任何 一 个 
同心 圆 时 ,指标 必须 连续 地 变化 ,因为 变换 向 量 的 方向 在 圆 盘 内 是 从 
一 点 到 一 点 连续 变化 的 . 但 是 指标 只 能 取 整 数值 ,因此 必须 永远 等 于 
它 原来 的 值 1, 因 为 从 1 跳 到 某 个 其 他 的 整数 将 造成 指标 变化 的 不 
连续 性 (一 个 连续 变化 的 量 如 果 只 能 取 整 数值 , 它 必须 是 一 个 常量 . 
这 个 结论 是 在 许多 定理 的 证 明 中 经 常 出 现 的 典型 的 数学 推理 ). 因此 
我 们 能 够 找到 任意 小 的 同心 圆 ,对 于 它 来 说 相应 的 变换 向 量 的 指标 
是 1. 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 根据 变换 连续 性 的 假设 ,在 一 个 充分 小 
的 圆 上 的 向 量 的 方向 全 都 近似 于 在 圆心 的 向 量 的 方向 . 因此 可 以 使 
它们 的 角 的 总 变化 任意 地 小 ,比如 说 取 一 个 足够 小 的 圆 ,使 它 的 变化 
小 于 10°, 因此 必须 取 整 数值 的 这 个 指标 将 为 零 . 这 个 矛盾 表明 ,我 
们 原来 所 作 的 在 变换 下 没有 不 动 点 的 假设 是 不 成 立 的 ,至 此 证 
明 完 毕 . 
刚才 证 明 的 定理 ,不 仅 对 圆 盘 成 立 ,而 且 对 三 角形 和 正方 形 , 以 
及 任何 其 他 是 圆 盘 的 拓扑 变换 的 象 的 图 形 都 成 立 . 因为 如 果 A 是 任 
意 一 个 用 一 对 一 的 连续 变换 与 一 圆 盘 相对 应 的 图 形 , 则 4 到 它 自 身 
的 没有 不 动 点 的 连续 变换 ,将 确定 圆 盘 到 它 自身 的 没有 不 动 点 的 连 
续 变 换 , 但 是 我 们 已 证 明 这 是 不 可 能 的 . 这 定理 对 三 维 中 的 实心 球 或 
立方 体 也 成 立 ,但 其 证 明 就 不 那么 简单 了 . 
虽然 布 劳 威 尔 关于 圆 盘 不 动 点 的 定理 在 直观 上 不 是 很 明显 的 ,但 是 
容易 表明 , 它 是 下 述 事 实 的 直接 推论 ,而 这 个 事实 在 直观 上 是 显然 的 : 
不 可 能 把 一 个 圆 盘 连续 变换 成 它 的 圆周 而 使 圆周 上 的 每 个 点 保持 不 动 . 
现在 我 们 说 明 , 如 果 存在 圆 盘 到 它 自身 的 没有 不 动 点 的 变换 ,将 会 和 这 
个 事实 矛盾 . 假设 PP' 就 是 这 样 的 变换 ,对 这 圆 盘 上 的 每 个 点 P, 我 们 
以 P 为 起 点 画 一 箭头 ,连续 地 经 过 P "一直 到达 圆 周 上 的 某 个 点 P" , 则 
变换 PoP 将 是 整个 圆 盘 到 它 圆周 的 一 个 连续 变换 并 且 使 圆周 上 的 每 
一 个 点 保持 不 动 , 但 是 已 经 假设 这 样 的 变换 为 不 可 能 ,这 样 便 产 生 了 
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矛盾 . 类 似 的 推理 方法 可 以 用 来 在 三 维 中 对 实心 球 或 立方 体 建立 布 劳 
威 尔 定理 . 

容易 看 出 , 某 些 几何 图 形 可 以 经 过 没有 不 动 点 的 连续 变换 变 成 它 自 
身 . 例如 对 两 个 同心 圆 之 间 的 环 状 区 域 ,把 它 围 绕 圆心 旋转 一 个 不 是 360” 
的 倍数 的 任意 角度 ,这 是 没有 不 动 点 的 连续 变换 . 球面 上 可 以 取 这 样 一 个 
没有 不 动 点 的 连续 变换 : 把 每 个 点 变 成 关于 球 心 对 称 的 点 . 但 是 用 类 似 于 
我 们 对 圆 盘 用 过 的 推理 方法 可 以 证 明 ,如 何 任何 一 个 点 都 没有 变 到 其 对 
称 位 置 , 则 这 种 连续 变换 (例如 任意 小 变形 ) 有 一 个 不 动 点 . 

这 样 一 些 不 动 点 定理 提供 了 一 个 有 力 的 方法 来 证 明 数学 上 许多 
“存在 性 定理 ,虽然 初 看 起 来 ,这 些 存在 性 定理 似乎 没有 什么 几何 特 
征 . 有 一 个 著名 的 例子 是 庞 加 莱 在 1912 年 ,在 他 死 前 不 久 ,所 猜测 的 
一 个 不 动 点 定理 . 这 定理 有 一 个 直接 推论 : 在 限制 三 体 问题 中 ,有 无 
穷 多 个 周期 性 轨道 存在 . 庞 加 莱 没 有 能 够 证 实 他 的 猜测 ,过 了 几 年 , 伯 
56 He K(G, D. Birkhoff) 成 功 地 给 出 了 一 个 证 明 ,这 是 美国 数学 界 的 一 
个 主要 成 就 . 从 此 拓扑 方法 被 用 来 研究 动力 系统 的 定性 理论 ,并 取得 
了 巨大 的 成 功 . 


T5. A 结 


作为 最 后 一 个 例子 ,可 以 指出 , 纽 结 的 研究 提出 了 一 些 具有 拓扑 
特性 的 数学 难题 , 一 个 纽 结 是 这 样 做 成 的 : 先 把 一 段 绳 子 打 上 结 , 然 
后 把 两 个 端点 接 起 来 . 这 样 得 到 的 封闭 曲线 表示 这 样 一 种 几何 图 形 ， 
即使 经 过 拉 或 扭 ,只 要 绳子 不 断 , 这 图 形 本 质 上 仍 不 变 . 但 是 怎么 才 
能 给 出 一 个 内 在 的 特征 ,用 它 来 区 分 空间 中 打 结 的 闭 曲 线 和 没有 打 
结 的 曲线 (例如 圆 ) 呢 ? 要 回答 这 个 问题 并 不 简单 ,而且 对 各 种 类 型 
的 结 以 及 它们 之 间 的 区 别 至 今 还 很 少 有 完整 的 数学 的 分 析 . 即使 对 
于 最 简单 的 情形 ,这 也 是 一 个 相当 大 的 任务 . 考虑 图 134 中 两 个 三 叶 
形 的 纽 结 . 这 两 个 纽 结 彼此 间 是 完全 “ 镜 象 "对称 的 ,而 且 是 拓扑 等 价 
的 ,但 不 全 同 . 问题 是 ,究竟 能 不 能 把 这 些 纽 结 中 的 一 个 连续 地 变形 
为 另 一 个 . 回答 是 否定 的 ,但 是 要 证 明 这 个 事实 需要 了 解 比 我 们 这 里 
更 多 的 拓扑 学 和 群 论 的 知识 . 
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图 134 拓扑 等 价 纽 结 ,但 不 能 由 一 个 形变 为 另 一 个 


$4 曲面 的 拓扑 分 类 
71. 曲面 的 亏 格 


许多 简单 然而 重要 的 拓扑 事实 都 来 自 二 维 曲面 的 研究 . 例如 ,我 
们 将 一 个 球面 和 一 个 圆 环 面 作 比较 . 从 图 135 看 得 很 清楚 ,这 两 个 曲 
面 有 根本 的 区 别 : 和 平面 上 一 样 , 球 面 上 任何 一 条 简单 闭 曲 线 , 例 如 
C, 把 曲面 分 成 两 部 分 . 但 在 圆 环 面 上 存在 这 样 的 闭 曲线 ,例如 C ， 
它 没有 把 曲面 分 成 两 部 分 . 我 们 说 C 把 球面 分 成 两 部 分 ,意思 是 
指 ,如 果 把 球面 沿 着 C 切 开 , 它 将 分 成 两 个 不 连接 的 曲面 片 ,或 者 
说 ,我 们 能 在 球面 上 找到 两 个 点 ,使 得 球面 上 连接 它们 的 任意 曲线 
必定 和 C 相交 . 另 一 方面 ， 如 果 把 图 环 面 沿 着 周 曲线 C 切 开 ,得 到 


图 135 切割 球 和 圆 环 
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的 曲面 仍 连接 在 一 起 ,曲面 上 任意 一 点 能 够 通过 一 条 不 和 C 相交 
的 曲线 与 另外 任意 一 点 相连 . 球面 和 圆 环 面 之 间 的 差别 指出 了 两 
类 在 拓扑 上 不 同 的 曲面 ,而 且说 明了 不 可 能 从 其 中 一 种 连续 地 变 
形 为 另 一 种 . 

其 次 ,我 们 考虑 图 136 表示 的 带 有 两 个 洞 的 曲面 . 在 这 曲面 上 我 
们 能 画 出 两 个 不 相交 的 闭 曲 线 A 和 B, 而 它们 没有 把 曲面 分 开 . 对 
圆 环 面 来 说 ,任意 两 个 这 样 的 曲线 总 是 把 它 分 为 两 部 分 . 另 一 方面 ， 
三 个 不 相交 的 闭 曲线 总 能 把 带 有 两 个 洞 的 曲面 分 开 . 

这 些 事实 启发 我 们 把 曲面 的 亏 格 
定义 为 : 能 在 曲面 上 画 出 而 又 不 把 曲 
面 分 割 开 的 互 不 相交 简单 闭 曲 线 的 最 
多 个 数 . 球面 的 亏 格 是 0, 圆 环 面 的 亏 

re 格 是 1, 图 136 中 的 曲面 的 亏 格 是 2. 
图 136 一 个 亏 格 为 2 的 曲面 类 似 地 , 带 有 p 个 洞 的 曲面 的 亏 格 是 
思 . 亏 格 是 曲面 的 一 个 拓扑 性 质 , 当 曲 
面 变形 时 , 它 仍 保持 不 变 . 反之 可 以 说 明 ( 证 明 从 略 ), 如 果 两 个 闭 曲 
面 有 相同 的 亏 格 , 则 可 以 把 其 中 一 个 变形 为 男 一 个 . 所 以 从 拓扑 的 观 
点 来 看 ,一 个 闭 曲面 的 亏 格 p 二 0，1，2,… 完 全 刻 划 了 这 个 闭 曲面 
的 特征 (我 们 假设 所 考虑 的 曲面 是 普通 的 “ 双 侧 ” 闭 曲 面 ,在 这 节 的 第 
三 小 节 我 们 将 考虑 “ 单 侧 ” 曲 面 ). 例如 ,两 个 洞 的 面包 图 和 图 137 中 
带 有 两 个 “ 环 柄 ”的 球面 都 是 亏 格 为 2 的 闭 曲面 ;显然 ,这 些 曲 面 中 的 
任 一 个 都 可 以 连续 地 变形 为 另 一 个 . 由 于 带 有 p 个 洞 的 面包 图 ,或 
者 与 它 等 价 的 带 有 p 个 环 柄 的 球面 的 亏 格 为 p, 所 以 我 们 可 以 把 这 


137 亏 格 为 2 的 曲面 
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些 曲面 中 的 任意 一 个 作为 所 有 亏 格 为 p A Hh IMR. 


S2 曲面 的 欧 拉 示 性 数 


对 一 个 亏 格 为 p 的 闭 曲 面 S ,我 们 在 S 上 标 出 一 些 顶 点 并 用 曲 

线 弧 把 它们 连接 起 来 ,这 样 ,曲面 S 被 分 成 若干 个 区 域 . 我 们 将 表明 

V—E+F=2-2p, a) 
这 里 V= 顶 点 个 数 ,E== 弧 的 个 数 ,F= 区 域 个 数 . 数 2 一 2p 称 为 这 曲 
面 的 欧 拉 示 性 数 . 我 们 已 经 看 到 ,对 于 球面 来 说 ,V 一 十 二 2; 这 
和 (1) 式 是 一 致 的 ,因为 对 球面 来 说 ,二 0. 

为 了 证 明 一 般 的 公式 (1) ,我 们 可 以 假设 S ERA p 个 环 柄 的 
球面 . 因为 ,如 同 我 们 已 经 说 过 的 那样 ,任意 一 个 亏 格 为 p 的 曲面 可 
以 连续 地 变形 为 这 样 的 一 个 曲面 ,而 且 在 变形 中 V 一 E 十 下 和 2 一 2p 
将 保持 不 变 . 我 们 将 选择 这 样 一 个 变形 , 它 使 球 和 环 柄 连接 处 的 闭 曲 
线 4，4:，Bi，B:，… 是 由 给 定 的 剖 分 的 弧 所 组 成 (参看 图 138, 这 
说 明了 对 p=2 的 情形 的 证 明 ). 


图 138 


现在 我 们 把 曲面 S 沿 曲线 A: Boy + WFP 并 把 这 些 环 柄 拉 
直 . 每 个 环 柄 将 有 一 个 以 新 曲线 A ，B* , … 为 界 的 自由 边界 ,它们 
分 别 与 4: ，B:，… 有 同样 的 顶点 数 和 弧 数 . 因此 V 一 E 十 没有 变 
化 ,因为 加 上 的 顶点 数 恰好 和 加 上 的 弧 数 一 样 ,而 且 没 有 新 的 区 域 出 
现 . 下 一 步 是 变形 这 个 曲面 ,把 曲面 的 环 柄 压 平 到 它 的 投影 位 置 , 以 
便 使 曲面 最 终 成 为 一 个 简单 的 球面 . 但 是 现在 这 球面 上 已 挖 掉 了 2p 
个 区 域 . 由 于 整个 球面 无 论 如 何 剖 分 ,V 一 E 十 下 都 是 2, 因此 对 除去 
2p 个 区 域 的 球面 我 们 有 
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V—E+F=2—2p. 
因而 这 公式 对 原来 带 有 p 个 环 柄 的 球面 也 成 立 . 这 就 是 我 们 所 要 证 
明 的 . 
图 121 说 明了 公式 (1) 应 用 到 由 平面 多 边 形 组 成 的 曲面 S 的 情 
况 . 这 曲面 可 以 连续 地 变形 为 一 个 圆 环 ,使 得 亏 数 为 1 且 2 一 22 一 
2 一 2 一 0, 如 公式 (1) 所 预期 的 ， 
V—E+F = 16—32+16 =0. 


习题 : 把 图 137 中 带 有 两 个 洞 的 面包 图 分 成 区 域 并 且说 明 
V—E+F =—2. 


3. 单 侧 曲面 


普通 的 曲面 是 双 侧 的 . 这 对 像 球 面 或 圆 环 面 这 样 的 闭 曲面 ,以 及 
像 圆 盘 或 者 圆 环 那样 的 以 曲线 为 边界 的 曲面 都 成 立 . 这 种 双 侧 曲面 ， 
能 涂 上 不 同 的 颜色 以 区 分 它 的 两 侧 . 如 果 这 曲面 是 闭 的 ,两 种 颜色 绝 
不 会 相遇 . 如 果 这 曲面 有 边界 曲线 , 则 两 种 颜色 只 沿 着 这 些 边界 曲线 
相遇 . 一 个 甲虫 沿 着 这 样 一 个 曲面 朴 行 时 ,如 果 不 越过 边界 曲线 (如 
果 存 在 的 话 ), 则 它 将 永远 处 在 这 曲面 的 同一 侧 . 

莫 比 乌 斯 有 一 个 惊人 的 发 现 : 存在 只 有 一 侧 的 曲面 . 最 简单 的 
这 种 曲面 称 为 莫 比 乌 斯 带 , 它 是 


条 ,把 它 扭 过 半 圈 ,然后 把 它 的 两 
端 贴 在 一 起 ,如 图 139. 如 果 一 个 
甲虫 在 这 带子 的 中 间 沿 着 这 曲面 
WE, WUE Se Fe (Bl BRK A 
莫 比 乌 斯 带 只 有 一 个 边 ,因为 它 
/ 的 边界 是 由 一 条 闭 曲线 组 成 的 . 
图 139 作 一 个 英 比 乌 斯 带 把 一 个 矩形 纸 条 不 经 扭转 而 粘 在 
一 起 ,这 时 做 成 的 普通 双 侧 曲面 


an 
cee 
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有 两 条 不 同 的 边界 曲线 . 如 果 把 后 一 种 曲面 沿 中 心 线 切 开 , 它 将 被 分 
成 两 个 同样 类 型 的 纸 条 . 但 如 果 把 莫 比 乌 斯 带 沿 着 中 心 线 切 开 ( 如 图 
139 所 示 ) ,我 们 发 现 它 仍然 是 一 个 曲面 . 对 任何 一 个 不 熟悉 莫 比 乌 斯 带 
的 人 来 说 ,很 难 预 料 到 这 一 点 , 它 和 我 们 直观 上 觉得 “应 该 发 生 的 情形 
相反 . 如 果 对 这 个 莫 比 乌 斯 带 沿 中 心 线 切 开 后 形成 的 曲面 ,再 沿 着 它 的 
中 心 线 切 开 , 则 将 形成 两 条 分 开 的 但 互相 绕 着 的 带子 . 

用 这 样 的 带子 做 如 下 游戏 是 很 有 意思 的 : 沿 着 平行 于 边界 曲线 


而 横向 距离 为 二 ,二 等 等 的 线 ,把 它们 切 开 . 


莫 比 乌 斯 带 的 边界 是 一 条 简单 的 不 打 结 的 闭 曲线 , 它 能 变形 为 一 
条 平面 曲线 ,例如 一 个 圆 . 但 在 变形 时 可 以 允许 这 带子 自身 交叉 . 这 
时 ,所 得 到 的 这 个 自 交 而 且 单 侧 的 曲面 (如 图 140) 称 为 交叉 帽 . 自 交 的 
轨迹 可 以 看 成 是 两 条 不 同 的 线 , 各 属于 在 那里 交叉 的 曲面 的 两 部 分 之 
一 . 莫 比 乌 斯 带 的 单 侧 性 是 不 变 的 ,因为 这 是 拓扑 性 质 ; 一 个 单 侧 曲面 
不 能 连续 地 变形 为 双 侧 曲面 . 令 人 奇怪 的 是 ,甚至 存在 这 样 的 形变 , 它 
使 莫 比 乌 斯 带 的 边界 变 成 一 个 平面 曲线 ,例如 三 角形 ,而 莫 比 乌 斯 带 
本 身 却 不 交叉 . 图 141 表明 了 这 样 一 个 模型 (这 归功 于 突 克 曼 (B. 
Tuckermann)). 这 个 带 的 边界 是 一 个 三 角形 , 它 是 一 个 正八 面体 的 


140 ZXM 141 带 有 平面 曲线 边界 的 莫 比 乌 斯 带 
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对 角 正 方形 的 一 半 , 而 这 个 带 本 身 是 由 这 八 面体 的 六 个 面 和 四 个 直 
角 三 角形 组 成 的 (每 一 个 三 角形 是 这 个 对 角 平 面 的 四 分 之 一 ). 

另 一 个 有 趣 的 单 侧 曲面 是 “ 克 
莱茵 瓶 这 曲面 是 闭 的 ,但 它 没有 
里 外 之 分 , 它 拓扑 等 价 于 一 对 边界 
重合 的 交叉 帽 . 

我 们 可 以 表明 ,任意 一 个 亏 格 
为 p= 二 1, 2, … 的 封闭 单 侧 曲 面 ,都 
拓扑 等 价 于 一 个 去 掉 p 个 圆 盘 再 换 上 交叉 帽 的 球面 . 由 此 易 知 ,这 
样 的 曲面 的 欧 拉 示 性 数 V —E + F Alp 的 关系 由 下 列 等 式 给 出 : 

V—E+F=2-p. 
其 证 明 类 似 于 双 侧 曲面 . PF AG BR ATT BE BA — AZE N BR SH AY 

欧 拉 示 性 数 是 0. 为 此 我 们 注意 ,把 一 个 已 经 细 分 为 若 于 区 域 的 莫 比 乌 斯 

带 切 开 ,可 以 得 到 一 个 矩形 , 它 比 莫 比 乌 斯 带 多 两 个 顶点 和 一 条 边 , 区 域 

个 数 仍然 不 变 . 我 们 在 第 247 页 已 经 证 明 对 和 矩形 来 说 

V-E+F=1. 

因此 对 莫 比 乌 斯 带 有 V— E+ F=0. 作为 一 个 练习 ,读者 可 以 把 这 个 证 明 

做 完 . 

研究 诸如 这 样 一 些 曲面 的 拓扑 性 质 时 ,一 种 比较 简单 的 方法 是 ， 
借助 于 平面 多 边 形 ,让 它们 的 某 些 对 边 在 想象 中 合 在 一 起 (比较 第 四 
章 附录 第 三 节 ). 在 图 143 中 平行 箭头 在 位 置 上 和 方向 上 一 一 实际 上 
或 概念 上 一 一 都 是 相 重合 的 . 

这 种 等 同 的 方法 也 可 以 用 来 定义 类 似 于 二 维 闭 曲面 的 三 维 闭 流 
FE. 例如 ,如 果 我 们 把 一 个 立方 体 相对 的 面 的 对 应 点 等 同 起 来 (图 
144) ,我 们 就 得 到 一 个 闭 的 三 维 流 形 , 称 为 三 维 环 . 这 个 流 形 拓扑 等 
价 于 两 个 同心 圆 环 (一 个 在 另 一 个 里 边 ) 表 面 之 间 的 那个 空间 ,其 中 
两 个 圆 环 表 面 上 的 对 应 点 是 等 同 的 (图 145). 因为 如 果 两 对 概念 上 
等 同 的 面 合 在 一 起 的 话 , 这 后 一 个 流 形 能 够 从 立方 体 得 到 . 


142 EKAM 
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图 143 用 平面 图 形 中 所 标 出 的 边 来 定义 闭 曲面 


图 144 用 边界 的 同一 定义 图 145 三维 环 的 另 一 种 表示 ( 切 开 
三 维 曲面 图 形 是 为 了 说 明 同一 ) 
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在 欧 拉 公式 的 基础 上 ,我 们 能 证 明 在 球面 上 的 每 一 种 地 图 可 
以 用 最 多 五 种 不 同 颜色 适当 地 上 色 ( 按 第 253 页 ,所 谓 给 一 个 地 图 
适当 地 上 色 , 是 指 地 图 上 任何 有 整 段 公共 边界 的 两 个 区 域 不 能 涂 
上 同一 种 颜色 ). 我 们 将 限定 地 图 的 边界 是 由 圆 弧 组 成 的 简单 闭 多 
WÉ. 我 们 也 可 以 假设 在 每 一 顶点 恰 有 三 个 弧 相 过 ,这样 的 图 称 为 
正规 的 . 因为 如 果 我 们 把 每 一 个 有 多 于 三 个 弧 在 那里 相遇 的 项 点 
用 一 个 小 圆 来 代替 ,并 且 把 这 样 的 圆 的 内 部 和 相 会 于 该 顶点 的 某 
个 区 域 连 成 一 片 ,就 得 到 一 个 新 地 图 . 在 这 里 ,有 多 个 弧 相 遇 的 顶 
点 被 一 些 有 三 个 弧 相 遇 的 顶点 所 代替 . 新 的 地 图 和 原来 的 地 图 包 
含 同样 多 的 区 域 . 如 果 这 个 正规 的 新 地 图 能 用 五 种 颜色 适当 地 上 
色 , 那 么 把 圆 缩 成 一 个 点 ,就 能 使 原来 的 地 图 获得 我 们 所 希望 的 颜 
色 . 因此 只 须 证 明 对 球面 上 任 一 正规 地 图 能 用 五 种 颜色 适当 地 上 
色 就 可 以 了 . 
首先 我 们 证 明 , 每 一 个 正规 地 图 必须 至 少 包含 一 个 边 数 少 于 六 
的 多 边 形 . AF, 表示 一 正规 地 图 中 有 个 边 的 区 域 的 个 数 ;如 果 下 
表示 总 的 区 域 个 数 , 则 
F= Fi +P, + Fito. a) 


由 于 每 个 弧 有 两 个 端点 ,而 每 个 项 点 都 是 三 个 弧 的 端点 ,因此 如 果 E 
表示 这 地 图 中 弧 的 数目 ,而 V 表示 顶点 数 , 则 有 
2E = 3V. (2) 
其 次 ,一 个 以 个 弧 为 界 的 区 域 有 n 个 顶点 ,每 个 顶点 属于 三 个 区 
域 ,所 以 
2E = 3V = 2F,+3F3;+4F, +". (3) 
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由 欧 拉 公式 ,我 们 有 
V—E+F = 2, R 6V —6E+6F = 12. 
从 (2) 我 们 看 到 6V=4E, RL 6F—-2E=12. 因此 从 (1) 和 (3) 有 
6(F, + Fy + Fy +21) — (2F + 3F; +4Fy 十 …) = 12, 


或 
(6 —2)F, + (6 —3)F; + (6—4)F, + (6 —5)F; 
十 (6 一 6) Fe 十 (6 一 7)F ++ = 12. 

左边 至 少 有 一 项 必须 为 正 ,所 以 数 F, Fas Fu, Fs 中 至 少 有 一 个 为 
正 , 这 正 是 我 们 所 要 证 明 的 . 

现在 证 明 五 色 定理 . 设 M 是 球面 上 总 共 带 有 n 个 区 域 的 一 个 正 
规 地 图 . 我 们 知道 这 些 区 域 中 至 少 有 一 个 少 于 六 个 边 . 

情形 1、M 包含 一 个 区 域 A, 它 带 有 2, 3 或 4 个 边 . 在 这 种 情 
形 ,我 们 去 掉 A 和 其 相 邻 的 一 个 区 域 之 间 的 边界 (如 果 A 有 四 个 边 ， 
可 以 有 一 个 区 域 绕 过 来 和 A 的 两 
个 不 相 邻 的 边 相 接 . 这 时 ,由 若 当 
曲线 定理 可 知 ,与 A 的 其 他 两 个 i 
边 相 接触 的 区 域 将 是 不 同 的 ,对 这 
种 情形 我 们 将 去 掉 后 面 这 种 区 域 M Mm’ 
中 的 一 个 与 A 之 间 的 边界 ). 这 样 图 146 
得 到 的 地 图 M' 将 是 一 个 带 有 一 
1 个 区 域 的 正规 地 图 . 如 果 M 能 用 五 种 颜色 适当 地 上 色 , 则 M 也 能 
如 此 . 因为 最 多 有 M 的 四 个 区 域 和 A 相 邻 ,我 们 总 能 找 出 第 五 种 颜 
色 来 给 A. 

情形 2.M 包含 一 个 有 五 个 边 的 区 域 . 考虑 与 A 相 邻 的 五 个 区 
域 , 称 它们 为 B, C, D, E, F. 我 们 总 能 在 它们 之 中 找 出 彼此 不 相 接 
的 一 对 ,因为 如 果 比 如 说 B 和 DD 相 接 , 则 C 或 者 不 能 与 已, 或 者 不 能 
5 FRR AERA CIE RF 的 路 程 (图 MDE HS 
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图 147 


过 A, B,D 三 个 区 域 之 一 (显然 ,这 个 事实 本 质 上 也 依赖 于 那个 对 
平面 或 球面 成 立 的 若 当 曲线 定理 ,例如 在 圆 环 面 上 它 就 不 成 立 ). 
此 我 们 可 以 假设 ,比如 说 C 和 下 不 相 接 . 我们 去 掉 连 接 A 与 C 及 A 
SF 的 边 ,形成 一 个 带 有 n 一 2 个 区 域 的 新 地 图 M', 它 也 是 正规 的 . 
如 果 这 新 地 图 能 用 五 种 颜色 适当 地 上 色 , 则 原来 的 地 图 M 也 能 如 
此 . 因为 把 边 恢复 之 后 ,C 和 下 的 颜色 相同 ,A 最 多 只 能 同 四 种 不 同 
的 颜色 相 接 ,我 们 总 能 找到 第 五 种 颜色 给 A. 

因此 无 论 是 哪 种 情形 ,只 要 M 是 含有 nn 个 区 域 的 正规 地 图 ， 
我 们 就 能 造 出 一 个 新 的 正规 地 图 M', 它 含有 n 一 1 或 n 一 2 个 区 
域 , 且 使 得 如 果 M' 能 用 五 种 颜色 上 色 的 话 ,对 M 也 能 这 样 做 . 把 
这 个 过 程 再 用 于 M“ ,如 此 下 去 我 们 得 到 由 M 导出 的 一 个 地 
图 序列 : 

M, M’, M”, =. 

由 于 这 一 序列 地 图 中 所 含 的 区 域 个 数 不 断 地 减少 ,我 们 最 终 必 然 得 
到 一 个 只 含有 五 个 或 更 少 区 域 的 地 图 . 这 样 的 地 图 总 能 用 至 多 五 种 
颜色 上 色 . 因此 一 步 步 地 回 到 M, 我 们 看 出 M 本 身 也 能 用 五 种 颜色 
上 色 . 证 明 完毕 . 注意 这 个 证 明 是 构造 性 的 ,这 里 它 给 出 了 一 个 虽然 
烦琐 但 完全 实际 可 行 的 方法 ,用 它 可 以 在 有 限 步骤 之 内 对 任意 含有 
7 个 区 域 的 地 图 上 色 . 
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#2. 多 边 形 的 若 当 曲 线 定理 


若 当 曲 线 定理 断言 : 任 一 简单 闭 曲 线 C 把 平面 上 不 属于 C 的 点 
分 为 两 个 不 同 的 区 域 (没有 公共 点 ) ,它们 以 C 作为 公共 边界 . 我 们 
将 对 C 是 封闭 多 边 形 P 的 情形 ,给 出 这 定理 的 一 个 证 明 . 

我 们 要 说 明 平面 上 不 属于 PP 的 点 可 分 成 A 和 B 两 类 ,使 得 同一 类 
的 任意 两 点 能 用 不 与 相交 的 折线 相连 ,而 连接 A 的 点 与 B 的 点 的 任 
一 通路 必定 和 了 相交 . A 类 的 点 形成 多 边 形 的 “外 部 ”, 而 B 为 “内 部 ” 

作为 证 明 的 开始 ,我 们 在 平面 上 选取 一 固定 方向 , 它 和 P 的 任 
意 边 都 不 平行 . 由 于 尸 只 有 有 限 多 个 边 ,这 样 的 选择 总 是 可 能 的 . 现 
在 我 们 定义 A A BMF 

如 果 过 p 点 沿 这 个 固定 方向 的 射线 和 PP 的 交点 有 偶数 个 0, 2, 
4, 6,…, 则 属于 A. 如 果 过 尹 点 沿 这 固定 方向 的 射线 和 忆 的 交点 
有 奇数 个 1, 3,5, soe PAF B. 

如 果 射 线 交 于 P 的 顶点 , 当 顶 点 处 P 的 两 个 边 位 于 射线 的 同 
侧 ,这 样 的 顶点 我 们 不 算 作 交 点 ; 若 这 两 个 边 位 于 射线 的 两 侧 , 则 这 
种 顶点 算 作 交 点 . 两 个 点 p 和 gq, 如果 它 们 属于 同一 类 ,A 或 B, 称 它 
们 有 相同 的 “奇偶 性 ”. 

首先 我 们 注意 ,任意 一 个 与 P 
没有 交点 的 直线 段 , 它 上 面 的 所 有 
点 都 有 相同 的 “奇偶 性 ” 因为 沿 着 
这 样 的 线段 而 运动 的 点 p 的 “奇偶 
性 ", 只 有 当 经 过 p 而 与 该 固定 方 
向 同 向 的 射线 通过 PP 的 一 个 顶点 
时 才 会 有 变化 ,然而 按 上 面 的 规 MM 计算 交点 的 个 数 
定 , 不 论 是 哪 一 种 情况 , 它 的 “奇偶 
性 ?实际 上 都 不 会 有 变化 . 由 此 可 知 ,如 果 用 折线 把 4 的 任 一 点 p， 
和 B 的 一 点 p: 连接 起 来 , 则 这 条 通路 必定 和 PP 相交 . 因为 不 然 的 
话 ,这 条 通路 上 的 所 有 点 ,特别 是 p 和 p,, 将 有 相同 的 “奇偶 性 ”. 进 
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一 步 我 们 能 说 明 ,同一 类 (4 或 B) 的 任意 两 点 能 用 一 条 不 与 P 相 交 
的 折线 连接 起 来 . 把 这 两 点 记 为 p 和 9g, 如 果 连 接 p 和 g HARE pq 
不 和 尸 相交 , 它 就 是 所 要 求 的 通 
路 . 如 果 它 和 P 相交 , 设 p ER 
线段 和 PP 的 第 一 个 交点 ,而 9“ 是 
最 后 一 个 交点 (图 149). 作 一 条 
通路 以 p 为 起 点 沿 着 线段 pp 
而 行 ,然后 恰 在 p' 之 前 转向 而 沿 
149 着 P Æ, HA P ABI pa fg’ 
上 . 如 果 我 们 能 证 明 这 条 通路 在 g' 和 9g 之 间 与 pa 相交 ,而 不 是 在 p” 
Fa ZEA pa 相交 ,那么 这 条 通路 可 以 沿 着 g'g 延长 到 g 而 不 和 书 
相交 . 显然 ,任意 两 个 彼此 充分 接近 ,然而 位 于 PP 的 某 个 线段 两 侧 的 
Bir 和 s, 必 定 有 不 同 的 “奇偶 性 ,因为 过 > 的 射线 将 比 过 S 的 射线 
多 一 个 与 P 的 交点 . 因此 我 们 看 到 当 沿 着 线段 pg 横 过 9 点 时 ,“ 奇 
偶 性 ?是 有 变化 的 . 又 因为 p 和 g( 从 而 虚线 通路 上 的 每 一 个 点 ) 有 相 
同 的 “奇偶 性 ”, 由 此 可 知 虚 线 通 路 在 g 和 g 之 间 和 pq HAZE. 
这 就 完成 了 对 多 边 形 P 的 若 当 曲线 定理 的 证 明 . 现在 已 的 “外 
部 "可 以 和 A 类 等 同 起 来 ,因为 如 果 我 们 沿 着 任 一 射线 朝 着 上 述 固 
定 方向 而 行 ,我 们 将 达到 这 样 一 点 ,这 个 点 之 外 再 没有 与 已 的 交点 
了 ,从 而 所 有 这 样 的 点 的 “奇偶 性 ?是 0, 因 此 属于 A. 这 样 一 来 , 剩 下 
的 局 的 “内 部 ”就 与 B 等 同 了 . 不 论 这 简单 闭 多 边 形 P 如何 扭 转 ,只 
要 画 一 射线 ,然后 数 一 下 它 与 已 的 交点 个 数 ,我 们 总 能 确定 平面 上 
一 给 定点 p 究竟 是 属于 P 的 内 部 还 是 外 部 . 如 果 交 点 个 数 是 奇数 的 
话 , 则 点 p 在 P 的 内 部 ,倘若 不 在 某 一 处 穿 过 P 它 是 跑 不 出 来 的 . 如 
果 个 数 是 偶数 , 则 点 pE P 的 外 部 ( 试 就 图 128 验证 这 一 点 ). 
"也 可 以 用 下 述 方式 对 多 边 形 证 明 若 当 曲线 定理 ; 我 们 用 不 通过 点 
po 的 任意 闭 曲线 C 来 定义 点 po 的 阶 ,这 是 指 ,连接 p。 和 这 曲线 上 一 动 点 
p, 当 上 在 曲线 上 走 一 回 时 ,箭头 pop 旋转 的 整 圈 数 . 设 
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A= 不 在 P 上 ,对 卫 是 偶数 阶 的 所 有 点 Por 

B= 不 在 P 上 ,对 P 卫 是 奇数 阶 的 所 有 点 Po 
则 这 样 定 义 的 A 和 B 相应 地 形成 P 的 外 部 和 内 部 . 作为 一 个 练习 ,请 详 
细 证 明之 . 


号 " "3. 代数 基本 定理 


“代数 基本 定理 ”是 说 ,如 果 
f(z) = L +a, Ha, Hee Haz Hao, élj 
其 中 n21, H anis anas ts ao 为 任意 复数 , 则 存在 一 个 复数 a, 使 
f(a) =0. 换 句 话 说 ,在 复数 域 中 每 一 个 多 项 式 有 一 个 根 [在 第 116 
页 ,我们 从 这 个 结论 得 出 f(z) 能 分 解 成 n 个 线性 因子 : 
f(z) = (z 一 a)(z 一 aa)…(z 一 av)， 
其 中 mm，c，…， 0, 是 f(z) 的 零点 ]. 引 人 注 目的 是 ,利用 证 明 布 劳 
威 尔 不 动 点 定理 时 所 用 过 的 有 关 拓 扑 特性 ,能 够 证 明 这 个 定理 . 
读者 回顾 一 下 ,复数 就 是 符号 zx 十 yi, 这 里 z Ay 是 实数 ,而 i 具 
AER ?=—1. 复数 z 十 yi 可 以 用 平面 上 的 点 来 表示 , 它 关 于 直角 
坐标 轴 的 坐标 是 x 和 y. 如 果 我 们 在 这 平面 上 引进 极 坐标 , 取 原 点 和 
工 轴 的 正方 向 为 相应 的 顶点 和 极 轴 , 我 们 可 以 写 出 
z = z+ yi = r(cos 0+ isin 0), 


其 中 + 二 Vz 十. 从 棣 莫 弗 公式 得 知 
2" = r’ (cos nO + isin nf). 
( 见 第 111 页 ) 因 此 ,如 果 我 们 让 = 描 出 以 原点 为 中 心 r 为 半径 的 一 
个 圆 , 则 当 z 沿 着 圆周 运行 一 圈 时 ,zx 将 沿 着 半径 为 r" 的 圆 运行 整 
n 周 . 我 们 再 回顾 一 下 ,z 的 模 r( 记 为 |z|) 给 出 了 xz 到 0O 的 距离 ,而 
且 如 果 z Sr 十 yi, 则 |z 一 z'| 是 x 和 xz’ 之 间 的 距离 .有 了 这 些 准 备 
之 后 ,我 们 可 以 着 手 证 明 这 个 定理 了 . 
我 们 假设 多 项 式 (1) 没 有 根 ,从 而 对 任意 复数 >, 有 
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fi) #0. 

在 这 假设 的 基础 上 ,如 果 现在 令 < 在 z, y 平面 上 任意 描 出 一 条 闭 曲 
线 , 则 f(z) 将 描 出 一 条 闭 曲 线 工 , 它 决 不 会 经 过 原点 (图 150). 因此 
我 们 可 以 对 任意 闭 曲线 C 定义 原 
点 O 关于 函数 f(z) 的 阶 数 ,就 是 
说 , 当 z 沿 着 C 运行 一 周 时 ,连接 
O 点 和 (作为 f(z) 的 轨迹 的 ) 曲线 
I 上 的 点 作成 的 箭头 转 过 的 图 数 . 
我 们 取 以 O 为 中 心 ,t 为 半径 的 贺 
作为 曲线 C ,并 且 定义 函数 GC) A 
ORF F(z) 的 阶 数 , 它 是 对 以 O 

150 代数 基本 定理 的 证 明 。 为 圆心 , 为 半径 的 这 个 圆 而 言 的 . 
显然 9(0) =0, 因 为 半径 为 O 的 圆 是 一 个 点 ,而 且 曲线 PB 
FO) 340. 在 下 一 小 段 中 我 们 将 表明 PO) 一 对 充分 大 的 :成立 . 但 是 
阶 数 Xs) 连 续 地 依赖 于 ,因为 /(z) 是 z 的 连续 函数 . 于 是 我 们 导出 一 
个 矛盾 ,因为 函数 KD) 只 能 取 整数 值 , 它 不 能 连续 地 从 O 过 渡 到 n 

以 下 只 须 说 明 对 充分 大 的 上 有 9(t) =n, 我 们 考察 一 个 半径 
|z| =e 的 圆 ,: 取得 足够 大 使 得 

t>1Ht>|a |+| a, |+] ani |, 
则 我 们 有 不 等 式 
| fl z | =| aa Ha | 
< | ana [| [H an || 28 | 十 … 十 | ao | 

| do | ) 


ro 


f(z) 


= (| ani | 十 … 十 
“ts 
SOC ana | 十 | aye [0° +] ao D < 


一 | 2" |. 
由 于 左 端的 表达 式 是 和 f(z) 两 个 点 之 间 的 距离 ,而 右 端 最 后 一 
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个 表达 式 是 > 到 原点 的 距离 . 我 们 看 到 只 要 z 在 以 原点 为 中 心 ,i 为 
半径 的 圆 上 ,连接 f(z) 和 2 两 点 的 直线 段 就 不 可 能 通过 原点 . 于 是 
我 们 可 以 把 f(z) 所 描述 的 曲线 连续 地 变形 为 z 所 描述 的 曲线 而 不 
经 过 原点 ,这 只 要 把 每 个 点 f(z) 沿 着 连接 它 和 z 的 线段 压缩 就 行 
了 . 由 于 原点 的 阶 数 是 连续 变化 的 ,并 且 假定 在 这 变形 中 只 能 取 整 数 
值 ,因此 对 这 两 条 曲线 来 说 , 阶 数 必须 相等 . 由 于 e 的 阶 数 为 ”所 
以 f(z) 的 阶 数 也 必须 是 n. 证 明 完毕 . 


第 6 章 
函数 和 极限 


引 


了 


近代 数学 的 主体 ,主要 围绕 着 函数 和 极限 的 概念 . 这 一 章 我 们 将 
系统 地 分 析 这 些 概 念 . 像 


z2 十 2z 一 3 


这 样 一 个 式 子 ,在 的 值 未 给 定 以 前 , 它 没有 确定 的 数值 . 我 们 把 这 
个 式 子 的 值 称 为 r 的 值 的 函数 ,并 写 为 


z +2r—3 = f(z). 


例如 , 当 z=2 时 ,有 2 十 2X2 一 3=5, 也 就 是 f(2)==5. 同样 ,直接 把 
任意 的 整数 ,分 数 .无理 数 其 至 复数 代入 x, 我 们 可 以 求 出 相应 的 
f(z) 的 值 . 

小 于 的 素数 的 个 数 是 整数 ”的 一 个 函数 aa). 虽然 ,我 们 不 
知道 计算 r(z) 的 代数 式 ,但 当 的 值 给 定时 ,x(Cz) 的 值 随 着 就 确定 
下 来 . 三 角形 的 面积 是 它 三 边 长 度 的 函数 ;这 个 面积 随 着 边 长 的 变动 
而 变动 ,但 当 这 些 边 长 固定 下 来 以 后 , 它 的 值 就 是 完全 确定 的 . 一 个 
平面 如 果 经 过 一 个 射影 或 拓扑 变换 ,那么 平面 上 一 个 点 变换 后 的 坐 
标 ,依赖 于 这 个 点 原来 的 坐标 ,也 就 是 该 点 原来 坐标 的 函数 . 只 要 若 
干 个 量 之 间 有 一 定 的 物理 关系 ,就 会 出 现 函 数 的 概念 . 封闭 在 汽缸 中 
的 气体 的 体积 ,是 活塞 上 的 压强 及 温度 的 函数 . 气球 上 所 观测 到 的 大 
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气压 强 是 海拔 高 度 的 函数 . 所 有 的 周期 现象 一 一 潮汐 的 运动 , 弦 的 振 
动 ,从 炽热 灯丝 发 射出 的 光波 一 一 都 可 以 借助 于 简单 的 三 角 函 数 
sin zx 和 cos z KEKR. 

在 莱 布 尼 茨 (1646 一 1716)( 他 最 先 使 用 函数 这 个 词 ) 以 及 十 八 世 
纪 的 许多 数学 家 看 来 ,函数 关系 的 概念 多 少 是 指 存在 着 表示 这 些 关 
系 的 正确 性 质 的 数学 式 子 . 对 于 数学 及 物理 上 的 需要 来 说 ,这 种 观念 
已 证 明 是 太 狭 窗 了 . 经 过 了 一 个 漫长 的 时 期 ,函数 概念 以 及 和 它 密切 
相关 的 极限 概念 才 得 以 明确 和 一 般 化 . 在 这 一 章 里 ,我 们 将 对 此 加 以 
说 明 . 


81 变量 和 函数 
1. 定义 和 例子 


数学 对 象 ,常常 是 由 对 象 组 成 的 整个 集合 S 中 任意 选取 的 . 我 
们 称 这 样 的 对 象 为 变 域 或 定义 域 S 内 的 一 个 变量 . 习惯 上 ,用 英文 
字母 表 中 后 面 一 部 分 字母 表示 变量 . 这 样 ,如 果 S 表示 所 有 整数 组 
成 的 集 , 则 变 域 S 内 的 变量 X 表示 任意 一 个 整数 . 我 们 说 , “变量 X 
ERS 上 变动 ”. 其 意思 是 可 以 用 符号 X RRRS 中 的 任意 一 个 元 
K. 当 我 们 需要 叙述 一 个 有 关 整 个 集中 任意 选取 的 对 象 的 事实 的 时 
候 ,利用 变量 是 很 方便 的 . 例如 ,如 果 S 是 指 整数 集 , 而 X 和 Y 都 是 
FRS 内 的 变量 ,那么 ,用 符号 

X+Y=Y+X 


就 很 方便 地 表示 出 任意 两 个 整数 的 和 与 它们 的 次 序 无 关 这 一 事实 . 
常量 的 等 式 

2 十 3 一 3 十 2 
只 表示 了 一 个 特殊 情形 ,而 要 表示 对 于 任意 的 一 对 数 都 成 立 的 一 般 
法 则 ,就 需要 有 变量 意义 的 符号 . 
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一 个 变量 X 的 变 域 S 并 不 要 求 必须 是 数 集 . 例如 ,S 可 以 是 平 
面 上 所 有 由 圆 组 成 的 集 , 这 时 X 表示 任意 一 个 圆 . S 也 可 以 表示 平 
面 上 所 有 的 闭 多 边 形 组 成 的 集 ,X 就 是 任意 一 个 多 边 形 . 也 不 要 求 
变量 的 变 域 一 定 要 有 无 限 多 个 元 素 . 例如 ,X 可 以 表示 某 城市 一 定 
时 期 内 居民 S 中 的 任意 一 员 ; 或 X 可 以 表示 整数 被 5 除 后 可 能 出 现 
的 任意 一 个 余数 ,在 这 种 情形 , 变 域 S 由 五 个 数 0, 1, 2, 3, 4 组 成 . 

变量 的 变 域 5 为 实数 轴 上 的 一 个 区 间 (a<x<5b) 是 数值 变量 的 
最 重要 的 情形 . 在 这 种 情形 时 ,习惯 上 变量 用 小 写字 母 x 表示 ,这 时 
我 们 称 x 是 区 间 内 的 连续 变量 . 连续 变量 变动 的 范围 可 以 扩展 到 无 
穷 . 例如 ,S 可 以 是 所 有 的 正 实数 集 上 之 0, 或 者 甚至 是 全 部 实数 集 , 
类 似 地 ,我 们 可 以 认为 的 值 是 平面 上 的 点 或 平面 上 某 个 给 定 区 域 
内 的 点 ,如 一 个 矩形 或 圆 内 的 点 . 由 于 对 固定 的 一 对 坐标 轴 , 平 面 上 
的 点 可 由 它 的 两 个 坐标 x+, y 确定 ,所 以 在 这 种 情形 我 们 通常 说 有 一 
对 连续 变量 x 和 y. 

可 能 有 这 样 的 情形 : 对 于 变量 X 的 任意 一 个 值 ,都 存在 另 一 个 
变量 U 的 确定 的 值 与 它 相 联系 ,这 时 U 就 称 作 X 的 函数 .U 和 X 的 
这 个 联系 方式 可 以 用 一 个 如 

U = F(X) 


的 符号 表示 ,如 果 X 的 变动 范围 是 集 S ,那么 变量 U 的 变动 范围 将 
是 另 一 个 集 工 . 例如 ,如 果 S 是 平面 内 所 有 三 角形 X 的 集 ,那么 由 每 
个 三 角形 X 对 应 其 周 长 U, 就 可 以 定义 三 角形 X 的 一 个 函数 ,LU 一 
FX) A 工 是 整个 正 数 集 . 这 里 ,我 们 注意 到 两 个 不 同 的 三 角形 
Xi 和 Xz 可 以 周 长 相 等 ,也 就 是 虽然 X AX, (AFR FX) = 
F(X2) 可 能 成 立 .一 个 使 平面 S 变 为 另 一 个 平面 工 的 射影 变换 ,对 
于 S 内 每 一 个 点 X ,了 内 都 有 唯一 的 点 U 按 一 定 的 规律 和 它 对 应 ， 
这 个 规律 我 们 可 以 用 函数 符号 U 一 F(X) 来 表示 . 在 这 种 情形 ,只 要 
X, AX, BA F(X) AFR). 这 时 我 们 说 S 到 T 上 的 映射 是 一 一 
对 应 的 ( 见 第 91 页 ). 
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连续 变量 的 函数 常用 代数 式 来 定义 . 例如 ,函数 
2 1 1 


u=, u= —, u 


2 142° 

在 第 一 个 式 子 和 最 后 一 个 式 子 中 ,z 的 变化 范围 可 以 是 整个 实数 集 ; 
而 在 第 二 个 式 子 ,z 的 变化 范围 可 以 是 除 0 以 外 的 整个 实数 集 一 0 
被 去 掉 是 因为 1/0 不 是 一 个 数 . 

n 的 素数 因子 的 个 数 B(n) 是 n 的 函数 ,这 里 n 的 变化 范围 是 全 
部 自然 数 . 更 一 般 地 说 ,任意 一 个 数列 wm s az ，as ，… 可 以 认为 是 函 
数 x 一 Fn) 的 值 的 集合 ,这 里 自 变量 n 的 变 域 是 自然 数 集 . 只 是 为 了 
简洁 ,我 们 把 数列 的 第 ”项 写作 a,» 而 不 用 比较 明确 的 函数 记号 
Fn). 第 一 章 讨论 过 的 式 子 


Sin) = 142+ tn = 


n(n+1) 
7 


Ss(n) 一 12 +2? HeH = m= DED, 
S; (n) 一 1 十 23 十 … 十 ma = wae De 
都 是 整数 的 函数 . 
如 果 UU=F(X), 则 我 们 常 称 X 为 自 变 量 , 而 U KJAER, A 
为 它 的 值 依赖 于 X 所 取 的 值 . 


有 时 也 可 能 对 于 所 有 的 X 的 值 ,U0 都 取 同一 个 值 ,这 时 集合 工 
就 只 由 一 个 元 素 组 成 . 对 这 种 特殊 情形 ,函数 的 值 U 实际 没有 变化 . 
也 就 是 说 ,U 是 常数 . 一 般 的 函数 概念 将 包括 这 种 特殊 情形 ,虽然 对 
初学 者 来 说 ,这 似乎 是 奇怪 的 ;在 他 们 心目 中 ,自然 地 会 强调 当 X 变 
化 时 UU 是 跟着 变化 的 . 但 是 ,把 常数 看 作 是 变量 (其 "变动 范围 "只 由 
一 个 元 素 组 成 ) 的 特殊 情形 并 没什么 坏处 ,而 且 事实 上 将 是 有 用 的 . 

不 仅 在 纯 数学 上 ,而 且 在 实际 应 用 中 , 函数 概念 都 是 非常 重要 
的 . 物理 规律 不 是 别 的 ,只 是 这 样 一 些 命题 ,这 些 命题 说 明了 某 些 量 
中 有 一 些 变动 时 ,其 他 一 些 量 如 何 跟着 变动 . 例如 , 弦 的 音调 的 高 低 
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依赖 于 弦 的 长 度 , 重 量 和 张力 ,大 气压 强 依赖 于 高 度 ,枪弹 的 能 量 依 
赖 于 它 的 质量 和 速度 . 物理 学 家 的 任务 就 是 精确 或 近似 地 确定 这 些 
函数 关系 . 
函数 概念 可 以 给 运动 以 确切 的 数学 描述 . 如 果 一 个 运动 的 质点 
集中 在 空间 一 点 ,其 坐标 是 zx，y，z， 并 且 用 上 表示 时 间 , 那 么 ,质点 
的 运动 完全 由 作为 时 间 : 的 函数 的 它 的 坐标 z，y,，z 来 描述 ， 
x= f(t), y= git), z= h(t). 


这 样 ,如 果 一 个 质点 只 在 重力 的 作用 下 , 沿 垂直 的 zx 轴 自 由 下 落 ， 
那么 


z=0, y=0, z=— 4g, 


这 里 ,g 是 重力 加 速度 . 如 果 质 点 在 r, y -平面 内 的 一 个 单位 圆 上 匀 
速 转动 ,这 个 运动 就 可 用 函数 
zx = coswt, y= sinwt 

描述 ,这 里 w 是 常数 , 即 所 谓 的 运动 的 角速度 . 

数学 上 的 函数 ,只 不 过 是 变量 之 间 相 互 依赖 的 一 个 规律 . 函数 不 
意味 着 变量 之 间 存 在 着 任何 “因果 ”关系 . 虽然 在 普通 的 语言 中 “ 函 
数 "一 词 往往 带 有 后 者 的 含义 ,但 我 们 将 避免 一 切 这 类 哲学 解释 . 例 
如 ,对 在 常温 下 一 个 封闭 容器 内 的 气体 , 波 义 耳 定律 叙述 为 压强 p 
和 体积 v 的 乘积 是 一 个 常数 <( 这 个 值 和 温度 有 关 ) : 

pvu =c. 

用 这 个 关系 可 把 p 或 v 解 出 来 .使 p 和 w 中 的 任何 一 个 可 看 作 是 另 
一 个 变量 的 函数 ,如 
2 
p 


这 里 并 不 含有 体积 的 变化 是 压强 变化 的 “原因 ?的 意思 ,正如 不 含有 
压强 变化 是 体积 变化 的 “原因 ”的 意思 一 样 . 函数 只 是 数学 家 所 关心 


P 王 万 或 v= 
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的 两 个 变量 间 联 系 的 方式 . 

有 时 候 ,数学 家 和 物理 学 家 对 函数 概念 强调 的 地 方 是 有 所 不 同 的 , 前 
者 通常 强调 的 是 对 应 规律 , 即 应 用 在 自 变 量 zx 上 ,就 得 到 因 变量 "的 数学 
运算 . 就 这 个 意思 来 说 ,f( ) 是 一 个 数学 运算 的 符号 ; 值 w= (zx) 是 把 运 
BSC ) 应 用 于 工 的 结果 . 另 一 方面 ,物理 学 家 通常 更 感 兴趣 的 ,是 量 4 而 
不 是 (通过 工 能 ) 计 算出 u 的 值 的 任何 数学 程序 . 例如 ,空气 对 运动 物体 的 
阻力 w 和 速度 v 有 关 , 并 且 可 以 通过 实验 求 出 来 ,而 不 管 是 否 有 一 个 已 知 
的 可 以 计算 的 明显 的 数学 公式 u= fo). 物理 学 家 最 感 兴趣 的 是 实际 的 阻 
力 而 不 是 任何 具体 的 数学 公式 ,除非 研究 这 样 的 公式 能 够 有 助 于 分 析 量 
的 性 质 . 当 人 们 把 数学 用 到 物理 或 工程 上 的 时 候 ,通常 就 是 采用 这 种 态度 
的 .在 用 西数 作 更 高 等 的 计算 时 ,有 时 只 有 搞 清楚 人 们 究竟 指 的 是 由 x 得 
BR a= fC) WIE /( ), 还 是 量 本 身 , 才 可 以 避免 混乱 . 因为 量 本 
身 还 可 以 被 认为 是 用 别 的 方式 而 依赖 于 其 他 的 变量 z. 例如 , 圆 的 面积 可 
以 由 函数 u= f) =r 给 定 , 这 里 工 是 半径 ,但 也 可 以 由 函数 


vm gle) = 


dr 
给 定 ,这 里 = 是 圆周 长 . 
也 许 一 元 数学 函数 中 最 简单 的 类 型 就 是 多 项 式 了 ,其 形式 是 
u = f(x) 一 ao 十 QZ 十 azz2 十 … 十 avzn， 
RB WRB a, a), +, a, 是 常数 . 其 次 是 有 理 函 数 , 像 


1 
“= a “TI E“ z+3rt+5’ 
它们 是 多 项 式 的 比 . 再 就 是 三 角 函 数 cos x, sinz, H 


sin z 
cos x" 


tanz = 


定义 它们 的 最 好 方式 是 利用 8，7- 平 面 的 单位 圆 ,其 中 
E+ =L 
如 果 点 PCE, DEER ZZ, JEE x EIE E - 轴 旋 转 到 和 OP 
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重合 时 的 方向 角 , 那 么 cos x 和 sin z 就 是 P 点 的 坐标 : cos x = &, 


sinz = 9. 
2. 角 的 弧度 制 


为 了 各 种 实际 上 的 需要 , 角 的 度量 单位 是 把 直角 分 为 许多 相等 
部 分 而 得 到 的 . 如 果 分 成 的 份 数 为 90, 那 么 单位 就 是 熟知 的 “ 度 ” 分 
为 100 份 ,似乎 应 当 更 适合 于 我 们 的 十 进 制 ,但 是 仍旧 代表 的 是 同一 
个 度量 原则 . 对 于 理论 上 的 目的 来 说 ,最 好 是 应 用 一 个 本 质 上 不 同 的 
方法 来 刻 划 角 的 大 小 ,这 就 是 所 谓 的 弧度 制 . 有 关 角 的 三 角 函 数 的 许 
多 重要 公式 ,在 弧度 制 中 , 比 用 度 的 形式 简单 得 多 . 

为 了 求 一 个 角 的 弧度 ,我 们 以 角 的 顶点 为 圆心 作 一 个 半径 为 1 
的 圆 . 一 个 角 在 圆周 上 切割 出 一 段 弧 *, 我 们 就 定义 这 段 弧 的 长 度 作 
为 该 角 的 弧度 . 因为 半径 为 1 的 圆周 长 是 2r, 所 以 周 角 360" 就 有 2r 
弧度 . 由 此 可 见 若 z 表示 一 个 角 的 弧度 ,而 y 是 角 的 度数 ,那么 zx 和 
y 之 间 的 关系 是 


或 ny = 180z. 


等 等 . 男 一 方面 ,1 弧度 的 角 ( 弧 度 zx 一 1 的 角 ) 表 示 它 所 切割 的 弧 等 
于 圆 的 半径 ,这 个 角 的 度数 是 


度 . 为 了 得 到 角 的 度数 y, 我 们 必须 用 因子 180/* 乘 以 角 的 弧度 x. 
一 个 角 的 弧度 z 也 等 于 该 角 切 割 单 位 圆 所 得 到 扇形 面积 人 的 
两 倍 ,因为 这 个 面积 和 整个 圆 面积 的 比 等 于 相应 的 弧 长 与 整个 周 长 
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的 比 : 2/2n=A/n, z=2A. 

为 避免 混淆 ,今后 角 工 就 是 指 角 的 弧度 是 x, 而 一 个 度数 是 x 的 
MEEK °. 

在 解析 运算 中 ,弧度 制 是 很 方便 的 ,这 一 点 以 后 会 变 得 很 清楚 . 
但 是 ,在 实用 中 ,弧度 制 又 颇 为 不 便 , 因 为 是 无 理 数 . 所 以 如 果 我 们 
在 圆周 上 把 单位 角 , 即 1 弧度 的 角 , 一 次 一 次 地 标 出 来 它 决 不 会 回 到 
圆 上 原来 的 点 . 而 在 建立 普通 的 角度 制 时 就 是 让 它 在 1 度 继续 标 出 
360 次 后 或 90" 继 续 标 出 四 次 后 ,能 回 到 原来 的 位 置 . 


73. 函数 的 图 像 RRA 


函数 的 性 态 , 常 可 用 几何 图 像 清楚 地 显示 出 来 . 如 果 z+、u 是 关 
于 平面 上 直角 坐标 系 的 坐标 ,那么 线性 函数 
u = ax +b 
以 由 直线 表示 ;二 次 函数 


u = ax? +br +c 


Zl 


可 以 由 抛物 线 表示 ;函数 


k= 


i 
x 
By I HER Bes s ESE. 由 定义 可 知 ,任何 函数 二 f(x) 的 图 像 , 是 由 平 
面 内 其 坐标 zx, u 满足 关系 二 f(z) 的 所 有 的 点 组 成 的 . 函数 sin x, 
cosx, tan zx 表示 成 图 151 和 图 152 中 的 曲线 . 这 些 图 像 能 很 清楚 地 
显示 出 , 当 工 变化 时 函数 值 是 如 何 增加 和 减少 的 . 

下 面 是 引入 新 函数 的 一 个 重要 方法 . 由 一 个 已 知 函数 FOO 
始 ,我 们 对 于 X 可 以 试 解 方 程 U 二 F(X) ,使 X 作 为 UU 的 一 个 函数 
出 现 : 


u= 


X =G(U). 
这 时 G(U) 称 为 函数 F(X) 的 反 函 数 . 只 有 函数 U 王 F(CX) 定 义 了 一 
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cosx sinx 


151 sinz 和 cos z HAR 


pu 
3n 
o T 2 
| x 
: r 


图 152 u=tanr 


个 由 XX 的 变 域 到 UU 的 变 域 上 的 一 一 对 应 ,也 就 是 由 不 等 式 Xi 天 
X, ,总 可 得 到 不 等 式 Fa ) 天 F(zz) 的 情形 ,由 这 个 过 程 导出 的 结果 
才 是 唯一 的 ,因为 只 有 这 时 每 个 U 才 对 应 唯一 确定 的 X. 以 前 举 过 
的 XX 表示 平面 上 任 一 个 三 角形 ,而 U=F(X) 是 它 的 周 长 的 例子 ,在 
这 里 很 能 说 明 问题 . 显然 ,从 三 角形 的 集 S 到 正 实数 集 T 的 映射 不 
是 一 一 的 ,因为 可 以 有 无 穷 多 个 不 同 的 三 角形 ,它们 的 周 长 相 等 . 
此 ,在 这 种 情形 下 ,由 关系 式 U 一 F(X) 不 能 确定 一 个 唯一 的 反 函 数 . 
另 一 方面 ,函数 m= 二 2n, 其 中 的 变动 范围 是 整数 集 S, m 的 范围 是 
偶数 集 T, 在 两 个 集 之 间 是 一 一 对 应 的 ,所 以 反 函 数 n= 二 m/2 是 唯一 
确定 的 . 函数 


tSr 


是 另 一 个 一 一 对 应 的 例子 . 当 工 在 整个 实数 集 上 变动 时 ,uw 也 同样 地 
在 整个 实数 集 上 变动 , 取 每 个 值 一 次 且 仅 一 次 . 这 唯一 确定 的 反 函 
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数 是 

x= Ju. 
在 函数 
的 情形 ,不 能 唯一 地 决定 一 个 反 函 数 . 因 x 0 
Hu=2 = (一 zx)?， 
u 的 每 一 个 正 值 有 两 个 原 象 . 但 是 , 按 习 
惯 ,我 们 定义 符号 Ju E u 的 正平 方 P 
根 , 所 以 只 要 我 们 限定 x 和 都 是 正 值 ， ging sae 
那么 反 函 数 

r= 

存在 . 


对 于 一 元 函数 二 f(z) ,只 要 由 它 的 图 像 ,就 可 一 望 而 知 其 唯一 
的 反 函数 是 否 存 在 . 只 有 当 u 的 每 一 个 值 仅 和 < 的 一 个 值 对 应 时 ， 
反 函 数 才 是 唯一 确定 的 . 从 图 像 上 来 说 ,这 就 是 平行 于 - 轴 的 直线 
与 图 像 最 多 只 交 于 一 点 . 如 果 函 数 u= j(z) 是 单调 的 ( 即 当 z 增加 
时 ,函数 值 一 直 增 加 或 者 一 直 减 少 ) ,那么 就 一 定 是 这 种 情形 . 例如 ， 
如 果 u= F(z) 递 增 ,那么 对 于 2, <2, BA a, = fla) <u) = fla). 
Al SEA u H, BEAT x (Au = f(r) RO PR PE 
唯一 确定 的 . 原来 图 像 绕 虚线 旋转 180"( 图 154) ,正好 得 到 反 函 数 z 一 
g(w) 的 图 像 ,这 时 工 轴 和 w 轴 的 位 置 互 换 . 图 像 的 新 位 置 就 把 zx 描画 
A u 的 函数 . 在 图 像 的 原来 位 置 上 ,图 中 看 成 是 水 平 x- 轴 以 上 的 高 
度 ,而 旋转 以 后 的 图 像 ,图 中 xz 看 成 是 水 平 的 4- 轴 以 上 的 高 度 . 

上 一 段 的 讨论 ,可 以 用 函数 


u = tan T 


的 情况 作 说 明 . 这 个 函数 当 一 /2 二 z+ 二 x/2 时 是 单调 的 (图 152). 当 
工 增加 时 ,x 的 值 从 一 = 一 直 增加 到 十 co, 因 此 反 函 数 
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图 154 反 函 数 


x= glu) 


对 所 有 的 wu 值 有 定义 . 这 个 函数 记 为 tan-'wu 或 arctanu. 例如 
arctan (1) 一 r/4, 因 为 tan x/4=1, 它 的 图 像 如 图 155 所 示 . 


t 


O 


zt 


图 155 x=arctanu 


s4 复合 函数 


建立 新 函数 的 第 二 个 重要 方法 是 由 两 个 或 更 多 个 已 知 函数 进行 
复合 . 例如 ,函数 


u= f(x) 一 VI 十 好 
是 从 两 个 比较 简单 的 函数 
z= g(7z) =1422,u=h(e) =Vz 
“复合 ”而 成 的 ,并 可 以 写成 
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u = f(z) =h(glz)). 


同样 ， 
u = f(x) = 
是 由 三 个 函数 
z= glz) =1— r, w= hlz) = yz, 
u = k(w) = 1 
w 
复合 成 的 ,因此 
u = f(x) = kALg(z)]). 
函数 
u= f(x) = sint 
是 由 两 个 函数 


z= g(x) 一 A u=h(z) = sinz 
zx 


复合 成 的 .函数 /(z) 在 z 一 0 处 没有 定义 ,因为 x 一 0 时 ,表达 式 二 没有 意 


X. 由 正弦 函数 出 发 ,可 以 得 到 这 个 值得 注意 的 函数 的 图 像 . 我 们 知道 , 当 
z 二 kx 时 (其 中 是 任意 的 正 或 负 整 数 ),sin * 一 0, 而 且 当 上 是 任意 整数 时 


1 4z2=(4e+)D4, 


sinz = 
-1 4z=(4k-1)4. 
2 
因此 

sal 

0 žr= 

1 ET 
sin 工 一 11 当 z= oy 
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如 果 我 们 依次 令 
k=1,2,3,4,., 


则 由 于 这 些 分 数 的 分 母 无 限 增 大 ,使 得 函数 sin (È ) 取 值 1， 一 1, 0 的 那 
些 r, 将 越 来 越 接近 并 聚集 于 点 z==0. 在 任意 一 个 这 样 的 点 与 原点 之 间 ， 
函数 仍 将 振动 无 穷 多 次 . 这 函数 的 图 像 如 图 156 所 示 . 


u 


图 156 u=sin} 
x 


5. iE 续 性 


前 面 讲 过 的 函数 图 像 使 我 们 对 连续 性 有 了 一 个 直观 观念 . 等 到 
极限 概念 建立 在 严格 的 基础 上 之 后 ,我 们 还 将 在 $4 对 连续 性 概念 
作 精 确 的 分 析 . 粗略 地 说 ,如 果 函 数 的 图 像 是 不 断 开 的 曲线 ,我 们 就 
说 这 个 函数 是 连续 的 ( 见 第 320 页 ). 给 定 一 个 函数 u= f(z), A WG 
过 下 面 的 方法 试验 它 是 否 连续 ,对 任意 特定 的 值 mm , 令 自 变量 z 连 
续 的 从 右边 和 从 左边 向 它 趋 近 , 那 么 除非 函数 u= f(x) FE x, 的 邻 域 
是 常数 , 则 u= f(z) 的 值 将 是 变化 的 . 当 x* 无 论 是 从 左边 还 是 从 右边 
GT x, 时 ,如 果 f(x) 都 趋 近 函数 在 特定 点 zx 二 zi 的 值 FCzi ) ,并 且 
以 它 为 极限 , 则 说 函数 f(z) 在 x, 处 连续 . 如 果 在 某 个 区 间 内 的 每 一 
点 工 都 是 这 样 ,那么 就 说 函数 在 这 区 间 连 续 . 

虽然 不 断裂 的 图 像 表示 的 每 一 个 函数 都 是 连续 的 ,但 还 是 很 容 
易 举 出 并 非 处 处 连续 的 函数 . 例如 ,图 157 的 函数 , 令 
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f@ 一 1 十 工 zr > 0; 

fa) =—l+r 42r<0. 
f(z) 对 所 有 x (RARE MATER r=0 处 不 连续 (在 那儿 它 的 值 是 
一 1). 如 果 我 们 要 画 这 个 函数 的 图 像 ,那么 在 这 一 点 我 们 不 得 不 提起 
铅笔 让 它 离开 纸 面 . 如 果 从 右边 趋 于 值 x 二 0, 那 么 f(x) 趋 于 十 1. 
而 这 个 值 与 这 个 点 的 实际 值 一 1 不 同 . 当 x 从 左边 趋 于 零 时 ,f(x) 趋 
于 一 1. 但 这 一 事实 并 不 足以 建立 连续 性 . 如 果 对 所 有 x, 定义 函数 : 

f(x) =0 4x40, 0 =1, 


u 
D x 
图 157 跳跃 的 不 连续 图 158 无穷 的 不 连续 


它 在 点 2=0 有 另 一 种 不 连续 性 . 当 zx 趋 于 零 时 ,左右 两 边 的 极限 都 
存在 并 且 相 等 ,但 这 个 公共 极限 值 不 等 于 f(0). 
另 一 类 的 不 连续 性 可 以 看 图 158 的 函数 在 点 z=0 的 情形 . 


“一 f(z) =4, 


若 令 工 从 任意 一 边 趋 于 零 ,x 都 趋 于 无 穷 ; 函数 图 像 在 这 一 点 断 开 
了 ,并 且 在 z=0 附近 x 很 小 的 变化 都 会 引起 u 的 很 大 变化 . 严格 地 
说 ,函数 值 在 2=0 这 一 点 没有 定义 . 因为 我 们 不 承认 无 穷 大 是 一 个 
数 ,因而 不 能 说 f(z) 在 r= 是 无 穷 大 . 我 们 只 能 说 当 xz 趋 于 0 时 ， 
PRK f(z)“ 趋 于 无 穷 大 ”. 
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不 连续 性 的 一 种 更 为 不 同 的 类 型 出 现在 函数 sin 士 在 点 z=0 


处 ,其 情况 可 从 函数 的 图 像 中 显然 见 到 (图 156). 

前 面 这 些 例子 显示 出 函数 在 点 r= r 处 不 连续 的 几 种 不 同 的 
方式 : 

D 通过 适当 定义 或 重新 定义 函数 在 z=xz, 的 值 ,可 以 使 函数 在 
Z 一 Zi 连续 . 例如 ,函数 w = r/r 4x 了 关 0 时 总 等 于 1; 它 在 z= 二 0 没 


有 意义 , 因 为 9 是 没有 意义 的 符号 . 但 如 果 在 这 种 情况 下 我 们 规定 


值 w=1 对 应 于 值 zx 一 0, 那 么 这 样 延 拓 后 的 函数 就 毫 无 例外 地 在 所 
有 ~ 值 都 是 连续 的 了 . 如 果 对 前 页 中 提 到 的 函数 我 们 重新 定义 
0) 一 0, 也 会 产生 同样 的 效果 . 这 一 类 不 连续 称 为 可 去 的 . 

2) 当 工 从 右边 和 从 左边 趋 于 xz, 时 ,函数 可 以 趋 于 不 同 的 极限 ， 
如 图 157. 

3) 其 至 单 边 极限 可 以 不 存在 ,如 图 156. 

4) H r ÉF 时 ,函数 可 以 趋 于 无 穷 ,如 图 158. 

最 后 三 类 不 连续 点 称 为 是 本 性 的 ,它们 不 能 在 点 z= 二 zx! 处 通过 


适当 定义 或 重新 定义 函数 值 而 被 除去 . 
习题 : 
D gaat), gH 的 图 像 , 并且 求 它们 的 


好 十 1 证 到 TD 
不 连续 点 ， 


2) 作 函 数 zsin 士 Matsin L 的 图 像 ,并 且 验 证 如 果 在 这 两 种 情况 下 
对 xz=0 都 定义 4 二 0, 它 们 在 z=0 是 连续 的 . 
“3) 说 明 函 数 aretan 十 在 z 一 0 有 第 二 类 型 的 (跳跃 ) 不 连续 点 . 


#6. 多 元 函数 


让 我 们 回 到 函数 概念 的 系统 讨论 上 来 . 如 果 自 变量 P 是 平面 上 
华 标 为 xz, y 的 点 ,并 且 如 果 每 一 个 这 样 的 点 已 对 应 一 个 数 “一 一 例 


bh tl ia TE 
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如 ,可 以 是 从 原点 到 也 的 距离 一 一 那么 我 们 通常 写 为 
u= f(x, y). 

如 果 两 个 变量 x 和 y 开始 时 就 看 成 是 自 变量 一 一 这 是 经 常 遇 到 的 一 一 
我 们 也 可 用 这 个 记 法 . 例如 ,气体 的 压强 u 是 体积 x 和 温度 y 的 函数 ,三 
角形 的 面积 是 它 的 三 个 边 的 长 度 x, y, z 的 函数 4=f(zx， y, 2). 

正如 图 像 给 出 了 一 元 函数 的 几何 表示 一 样 ,三 维 空间 中 (坐标 为 
x，y，w) 的 曲面 给 出 了 二 元 函数 二 A(x， y) 的 几何 表示 . 对 于 zy 
平面 的 每 一 点 z+，y, 给 出 空间 中 以 r, y, uw 二 f(x,y) 为 坐标 的 一 
点 .例如 ,函数 


& 一 V1 一 天 一 多 


图 161 w= f(x, >) 的 曲面 图 162 上 图 中 相应 的 等 高 线 


* y 
图 163 u=r+y 的 等 高 线 图 164 旋转 抛物 面 
就 由 方程 是 ww 十 zx 十 y = 1 的 球面 表示 ,线性 函数 
& 一 ar 十 如 十 c 


由 一 个 平面 表示 ,函数 w= ry 由 一 个 双 曲 抛物 面 表示 ,等 等 . 

利用 zy 平面 内 的 等 高 线 ,可 以 给 出 函 

数 v= f(z，y) 的 另 一 个 不 同 的 表示 法 . 代 

替 所 考察 的 三 维 “ 景 像 "%= f(z，y) ,我 们 面 

出 函数 的 等 高 线 (如 在 绘制 地 图 情形 那样 )， 

这 些 等 高 线 表示 所 有 有 相同 高 度 u 的 点 在 

ey -平面 的 投影 . 这 些 等 高 线 就 是 曲线 

* ” f(z, y) 一 c, 其 中 对 每 条 曲线 ,c 都 保持 党 

图 165 ae ME 数 . 例如 函数 二 zx 十 y 就 用 图 163 来 描述 . 

SS 球面 等 高 线 是 一 组 同心 圆 . 函数 u= +y 

表示 旋转 抛物 面 ,同样 是 由 圆 来 描述 的 (图 165), 由 附 在 不 同 曲线 上 

的 数 可 以 指出 高 度 v 一 <. 

物理 中 描述 连续 物质 的 运动 时 ,就 会 遇 到 多 元 函数 . 例如 ,假设 

在 工 轴 上 两 点 之 间 绷 紧 一 条 弦 , 然 后 使 x 点 处 的 质点 移动 到 垂直 于 

z 轴 的 某 一 距离 上 . 接着 如 果 放 开 弦 ,那么 弦 就 将 振动 不 已 ,原来 的 

坐标 为 x 的 质点 在 时 刻 * 与 x 轴 有 一 距离 为 一 f(z, O. 当知 道 了 
函数 w= f(x, ) 时 ,这 个 运动 也 就 完全 描述 清楚 了 . 


第 6 章 函数 和 极限 + 295+ 


一 元 函数 连续 性 的 定义 ,可 以 直接 移 到 多 元 函数 中 来 . 4x, y 
不 论 从 任意 方向 ,以 任何 方式 趋 于 z y 时 ,如 果 f(x, y) 总 是 趋 近 
于 fla), 和 1) ,那么 就 说 函数 f(z, VEA =r, y= y, 是 连续 的 . 

然而 ,一 元 函数 与 多 元 函数 之 间 有 一 个 重要 的 差别 . 在 后 一 种 情 
形 , 反 函数 的 概念 是 毫 无 意义 的 . 因为 我 们 不 能 解 方程 w= 了 (zx，y)， 
例如 x 一 zx 十 y, 而 使 每 个 自 变量 z 与 y 都 由 一 个 量 x 表示 . 如 果 我 们 
把 函数 概念 强调 为 定义 了 一 个 映射 或 变换 ,那么 一 元 函数 和 多 元 函 
数 的 外 表 差 别 就 消失 了 . 

"7. 函数 和 变换 

一 条 直线 :上 (具有 坐标 z) 的 点 ,和 另 一 条 直线 /上 (具有 坐标 
并 ) 的 点 之 间 的 一 个 对 应 ,不 过 是 一 个 函数 2’ = f (2) BT. 在 一 一 对 
应 的 情况 下 ,有 一 个 反 函 数 =g). 最 简单 的 例子 是 射影 变换 ， 
Ek BAUR AEWA x= f(x) =(ax+b)/(cxt+d) 
的 函数 形式 ,其 中 a, b, c, d 是 常数 . 在 这 种 情形 下 , 反 函 数 是 

x= g(a’) = (—dx' +6)/(cx’ —a). 

从 具有 坐标 xz, yh "平面 到 具有 坐标 +，y 的 平面 的 二 
维 映射 ,是 不 能 用 一 个 函数 xz = f(x) 表示 的 ,而 需要 两 个 二 元 
函数 : 


z= f(x,y), 
y = g(r, y). 
例如 ,一 个 射影 变换 是 由 函数 组 
, _ axr+byte »_dr+eyt+f 


7 grthy+k’ ~~ grthy+k 
给 出 的 ,其 中 a, b, …, 有 是 常数 ,而 zx，> Mz’, y 分 别 是 在 两 个 平 
面 内 的 坐标 . 由 这 个 看 法 出 发 , 逆 变 换 的 想法 就 有 意义 了 . 我 们 只 需 
解 这 个 方程 组 ,用 r, y 表 出 z，? 来 .几何 上 看 ,这 相当 于 求 由 vA 
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的 道 变 换 . 只 要 两 个 平面 之 间 的 点 的 对 应 是 一 一 对 应 ,这 解 将 是 唯 
一 确定 的 . 
拓扑 中 研究 的 平面 变换 ,不 是 由 简单 的 代数 方程 组 给 出 的 ,而 是 
由 定义 了 一 个 一 一 的 、 双 方 连续 变换 的 任意 函数 组 
zx = f(z, y)» 
y =g, y) 
给 出 . 
习题 : 
“1) 说 明 单 位 圆 的 反 演变 换 ( 第 三 章 , 第 162 页 ), 可 由 方程 


人 
7 +P)” ~ Gry) 
解析 地 给 出 - 求 它 的 着 变换 , 用 解析 法 证 明 , 反 演变 换 把 所 有 的 直线 和 加 
变 为 直线 和 国 . 
D 证 明 变换 x = EED 能 将 a 轴 上 的 四 个 点 变换 为 z' 轴 上 有 同 
样 交 比 的 四 个 点 (参看 第 190 页 ). 


$2 极 mR 
1. 序列 a, 的 极限 


如 $1 中 已 看 到 的 ,连续 函数 的 描述 是 建立 在 极限 概念 基础 
上 的 . 直到 现在 为 止 ,我 们 都 或 多 或 少 地 是 以 直观 形式 来 利用 这 
个 概念 的 . 在 这 一 节 以 及 下 几 节 ,我 们 将 对 极限 概念 作 比 较 系统 
地 考察 . 由 于 序列 比 连续 变量 的 函数 简单 ,我 们 就 从 序列 开始 
讲 起 . 

在 第 二 章 ,我 们 遇 到 过 数列 ,并 且 讨 论 了 当 无 限 增加 或 “ 趋 于 
无 穷 大 ”时 它 的 极限 . 例如 ,第 n 项 是 4, 二 1/n 的 序列 


l, EA A T (1) 
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当 增加 时 极限 是 0: 
工 一 0 当 n 一 oo 时 . (2) 
n 


让 我 们 设法 确切 地 说 明 这 是 什么 意思 . 如 果 我 们 顺 着 序列 越 走 越 远 ， 
那么 序列 的 项 变 得 越 来 越 小 . 第 100 项 以 后 的 一 切 项 都 小 于 
1/100,1000 项 以 后 的 一 切 项 都 小 于 1/1000, 等 等 . 没有 一 项 真正 等 
于 0, 但 是 如 果 我 们 在 序列 (1) 中 走 得 足够 远 ,就 能 保证 序列 的 每 一 
项 和 0 之 间 的 差 ,小 到 我 们 所 愿意 的 程度 . 

这 个 解释 的 唯一 困难 是 ,上 面 黑体 字 的 意思 不 十 分 清楚 . 怎样 远 
才 是 “足够 远 ”, 多 么 小 才 是 “小 到 我 们 所 愿意 的 程度 ”? 如 果 我 们 能 
给 这 些 词句 以 确切 的 意义 ,那么 也 就 能 给 极限 关系 或 (2) 以 确切 的 
意义 . 

几何 解释 会 有 助 于 使 情况 搞 得 更 清楚 些 . 如 果 用 数 轴 上 的 点 表 
示 序 列 (1) 的 项 ,我 们 看 到 序列 的 项 聚集 在 点 0 周围 . 让 我 们 在 数 轴 
上 任意 选择 一 个 以 点 0 为 心 , 整 个 宽度 为 2e 的 区 间 了 ,在 点 0 的 每 一 
边 ,区 间 的 宽度 都 为 s. WRA e= 10, 那 么 , 当然 序列 所 有 的 项 
a, =1/n 都 在 区 间 I 内 部 . 如 果 选 择 e 二 1/10, 那 么 序列 最 前 面 几 项 
在 区 间 I 外 部 ,而 从 an 起 的 所 有 项 

二 
11° 12’ 13° 14" ”” 

将 在 内部. 即使 我 们 选择 e= 1/1000, 也 只 是 序列 的 前 一 千 项 不 在 
区 间 了 内 部 ,而 从 ao 起 所 有 无 穷 多 项 ， 
将 在 工 内 部 . 显然 ,对 任意 的 正 数 e, 这 个 推理 都 成 立 : 只 要 选 定 了 一 
个 正 的 s, 不 管 它 可 能 多 么 小 ,我 们 随即 能 够 找到 一 个 如 此 大 的 整数 
NN, 使 得 


1 
NSE 
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从 而 序列 中 所 有 使 n>N 的 项 a, 都 在 工 内 部 ,而 只 能 有 有 限 项 a, 
as，…，an_! 在 1 外 部 .要 点 是 :首先 随意 选择 e, 决 定 区 了 的 宽度 , 然 
后 可 以 找到 一 个 适当 的 整数 N. 首先 选 定 一 个 数 s, 然 后 找 出 一 个 适 
当 的 NN 的 这 个 手续 ,对 于 不 管 多 么 小 的 正 数 都 是 可 行 的 ,并 且 给 
出 了 以 下 命题 的 确切 意义 : 只 要 在 序列 (1) 中 走 得 足够 远 ,那么 序列 
(1) 的 所 有 项 与 0 的 差 就 小 到 我 们 所 愿意 的 程度 . 

总 结 一 下 : 设 是 任意 一 个 正 数 ,那么 我 们 能 找到 一 个 整数 N， 
{EBFC nN 的 所 有 项 a, 都 落 在 以 点 0 为 心 .宽度 为 2e 的 
区 间 内 . 这 就 是 极限 关系 式 (2) 的 精确 意义 . 

在 这 个 例子 的 基础 上 ,现在 我 们 准备 给 出 “实数 al，az，as，… 的 
序列 有 极限 a” 的 说 法 的 确切 定义 . 我 们 让 a 含 在 数 轴 上 一 个 区 间 了 
的 内 部 ,如 果 区 间 很 小 ,那么 某 些 数 a, 可 能 在 区 间 外 部 ,但 是 只 要 n 
变 得 足够 大 ,也 就 是 大 于 或 等 于 某 个 整数 N 时 ,那么 所 有 "之 六 的 
那些 数 o, 都 必须 在 区 间 工 内 . 当然 ,如 果 区 间 了 选 得 很 小 ,整数 N 可 
能 必须 取得 很 大 ,但 如 果 序列 是 以 a 为 它 的 极限 ,那么 不 管区 间 I 是 
多 么 小 ,这 样 的 一 个 整数 N 必然 存在 . 

序列 a, 有 极限 a 这 个 事实 ,用 符号 

lima, =a %4 n— 0 ht ® 
表示 ,或 简写 为 
a, >a 4n—-ocofff, 
( 读 作 : a, BF a 或 收敛 于 a) 序 列 a, 收敛 于 a 的 定义 可 以 更 简要 地 
阐述 如 下 :如 果 对 于 不 管 多 么 小 的 任意 正 数 ,总 可 以 找到 一 个 整数 
N( 依 赖 于 ©) ,使 得 对 于 所 有 的 
n>N, 


有 | a, —a |<e, (3) 


O ”这 种 记 法 现 已 不 常用 . 现在 常用 的 记 法 为 lima, = a. 一 一 译注 


第 6 章 函数 和 极限 + 299 


那么 就 说 , 当 n 趋 于 无 穷 大 时 序列 a ,a,， a，… 有 极限 a. 

这 是 序列 极限 概念 的 一 个 抽象 的 令 述 . 初次 遇 到 它 时 暂时 不 理 
解 是 不 足 为 怪 的 . 遗憾 的 是 某 些 课本 的 作者 故弄玄虚 ,他 们 不 作 充分 
的 准备 ,而 只 是 把 这 个 定义 直接 向 读者 列 出 ,好 像 作 些 解释 就 有 损 于 
数学 家 的 身份 似 的 . 

这 个 定义 可 以 看 作 两 个 人 A ALB 之 间 的 一 个 竞赛 . A 提出 的 要 
Ro, 趋 近 于 常量 ,其 精确 程度 应 比 选取 的 界限 二 e, 高 ;B 对 这 
要 求 的 答复 是 ,指出 存在 一 个 确定 的 整数 N=N, ,使 元 素 ay, 以 后 的 
所 有 元 素 a, 满足 si 精度 的 要 求 . 然后 A 可 以 提 得 更 精确 ,提出 一 个 
新 的 更 小 的 界限 s 一 ez. B 通过 找 出 一 个 (可 能 是 更 大 的 ) 整 数 N= 
No ,再 次 答复 这 要 求 . 如 果 不 管 4 提出 的 界限 多 么 小 ,B 都 能 满足 A 
的 要 求 ,那么 我 们 就 用 aa 表示 这 情况 . 

在 掌握 这 个 极限 的 精确 定义 时 ,有 一 定 的 心理 上 的 困难 . 我 们 直 
观 上 觉得 极限 是 一 个 “动态 ”的 观念 , 即 极限 是 一 个 “运动 过程 的 结 
果 : 我 们 顺 着 整数 列 1，2，3,…, n, … 运 动 ,然后 观察 序列 w 的 变 
动情 况 . 我 们 党 得 av, 一 a 的 趋 近 过 程 应 该 能 观察 得 到 . 但 是 ,这 个 “ 自 
然 ”的 想法 是 不 能 作出 明白 清楚 的 数学 表达 的 . 要 获得 精确 的 定义 ， 
我 们 必须 把 步骤 的 次 序 颠 倒 过 来 . 不 是 先 看 自 变量 ,然后 再 看 因 变 
量 cv, 而 是 必须 以 这 样 的 考虑 为 基础 : 我 们 必须 怎样 做 ,才能 具体 检 
I arra 是 否 正确 . 在 这 样 的 做 法 中 ,我 们 必须 首先 在 a 的 邻近 选择 
一 个 任意 小 的 界限 ,然后 决定 因 变量 ”取得 足够 大 是 否 能 满足 这 个 
条 件 . 再 后 ,对 词句 “任意 小 的 界限 ”和 “足够 大 的 n” FN 的 符号 
名 称 ,从 而 引出 极限 的 精确 定义 . 

作为 另 一 个 例子 ,我 们 考察 序列 


二 
ta a oes A 


HP a, => 二 T 我 说 : lima, = 1. 如 果 你 选择 一 个 以 点 1 为 心 ,一 
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十 的 区 间 , 那 么 我 选择 N = 10, 就 能 满足 你 的 要 求 (3), 因 为 只 要 


n> 10, 就 有 


n n+l—n 1 <i 
n+l n+l] n+1~10 


0<1 


如 果 你 用 s 一 [5 提高 你 的 要 求 ,那么 我 可 以 选择 N= 1000 来 满足 
它 ;类 似 地 ,对 于 任意 正 数 <, 不 管 你 选择 得 是 多 么 小 ,事实 上 ,我 只 
需要 选择 大 过 二 的 任意 整数 N 就 可 以 了 . 指定 关于 数 a 的 任意 小 的 


界限 e, 然 后 证 明 如 果 序列 走 到 足够 远 时 ,a, 的 所 有 项 都 是 在 以 a 为 
心 , 宽 度 为 2e 的 区 间 内 的 这 个 过 程 ,是 lim a, =a 这 个 事实 的 详细 
HR. 

如 果 序 列 c，o，%，… 的 各 个 数 用 十 进位 无 限 小 数 表示 ,那么 
lim a, =a 的 意义 是 : 对 于 任意 一 个 正 整数 mm, 人 和 倘若? 选择 得 足够 大 ， 
即 大 于 或 等 于 某 个 值 N( 依 赖 于 m), 则 a, 的 前 m 个 数码 ,和 定数 a 
的 十 进位 无 限 小 数 展开 式 的 前 m 个 数码 一 致 . 这 就 是 相当 于 选取 
为 10 形式 . 

表示 极限 概念 还 有 另 一 个 很 有 启示 性 的 方法 . 如 果 lim a, =a， 
并 且 如 果 有 一 个 含有 a 的 区 间 了 ,那么 不 管 了 可 能 如 何 小 ,对 n 大 于 
或 等 于 某 个 整数 N 的 项 a, ,都 在 了 内 , 即 序 列 至 多 有 前 面 的 有 限 项 ， 
即 N 一 1 项， 


ajs dys dv, 


是 在 工 的 外 部 . 如 果 工 很 小 ,N 可 能 很 大 ,1 千 亿 其 至 一 万 亿 等 ;但 序 
列 仍然 只 是 有 限 项 在 工 外 部 ,而 剩 下 的 无 穷 多 项 在 工 内 部 . 

如 果 无 穷 序 列 只 有 有 限 多 项 (不 管 有 多 么 多 ) 不 具有 某 种 性 质 ， 
我 们 就 说 无 穷 序 列 “ 几 乎 全 部 ”的 项 具有 某 种 性 质 . 例如 “几乎 全 部 ” 
的 正 整数 大 于 1000000000000. 利用 这 个 术语 ,lim a, =a 相当 于 下 述 
说 法 :如 果 工 是 任意 以 a 为 中 心 的 区 间 , 那 么 “几乎 全 部 ”的 a, 在 I 
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内 部 . 

我 们 在 这 里 顺便 指出 : 不 必要 求 序列 所 有 的 项 a, 都 不 同 ,可 以 
允许 某 些 项 或 无 穷 多 项 ,甚至 所 有 的 项 都 等 于 极限 值 a. 例如 ,序列 
a=0, az 一 0，…，a 一 0, … 是 一 个 合法 的 序列 ,显然 , 它 的 极限 
是 0. 

有 极限 a 的 一 个 序列 a。 称 为 收敛 的 ,没有 极限 的 序列 a, 称 为 
发 散 的 . 


习题 ; 证 明 : 


提示: a, = 一 小 于 二 且 大 于 0 
nt 要 
n 


D 序列 a, = 7 ARA O0 


二 好 十 1 
D 序列 a, 一 H BERL 0 
a 


1+4 2 
提示 : a, = a 在 0 二 之 间 
PEE 


n 


3) 序列 1, 2, 3. 4, AIREA 


1, 2, 1, 2, 1, 2, =, 
一 1], l, —1, 1, 一 1, …( 即 w 一 (一 D")， 
1 1 1 1 
Ml, Srl gel gels 
都 没有 极限 


如 果 序列 a, 的 数值 变 得 很 大 ,最 后 a, 大 过 事先 指定 的 任意 一 
个 数 K ,那么 我 们 称 a, 趋 于 无 穷 大 , 记 为 lim a, =o, K a, >00. fil 
如 ,到 - co 2" 00, 因为 co 不 认为 是 数 ,这 种 叙述 也 许 和 以 前 不 十 
分 一 致 ,但 却 是 很 有 用 的 . 一 个 趋 于 无 穷 大 的 序列 仍 称 为 是 发 散 的 . 


习题 : 证 明 序列 a, = ÉH 趋 于 无 穷 大 ;同样 对 


n 


以 及 


加 以 证 明 . 
初学 者 在 思想 上 有 时 会 陷 人 这 样 一 个 错误 ,认为 当 n->co 时 的 
极限 ,可 以 简单 地 在 a, 的 表示 式 中 代入 n= 就 行 了 . 例如 ,因为 


“ 尘 =0”, 所 以 二 0. 但 是 符号 oo 不 是 一 个 数 ,用 它 作出 表示 式 十 是 


不 合法 的 . 把 序列 的 极限 想象 成 当 "一 cc 时 ,a, 的 “最 终 ? 或 最 后 ”的 
项 的 想法 ,是 不 得 极限 的 要 领 ,并 且 使 结果 变 得 模糊 不 清 . 


2. 单调 序列 


在 第 298 页 的 一 般 定义 中 ,没有 要 求 收敛 序列 a, az, az, VA 
某 种 特殊 的 方式 趋 于 它 的 极限 a. 序列 的 最 简单 的 类 型 是 所 谓 的 单 
调 序列 . 这 样 的 序列 如 
1 2 3 


L2, ae 
这 个 序列 的 每 一 项 都 大 于 前 面 的 项 . 因为 
+1 1 1 
am = 3 = apg ayy map a 
对 a, <a, EPA KA BS He. EE, a, >an 的 序列 ,如 


1, 去 ， 却 ，…, 称 为 单调 减少 的 . 这 样 的 序列 只 能 由 一 边 趋 近 它 的 极 


限 . 与 此 相反 ,存在 振动 的 序列 ,如 序列 一 1， 十 于， 一 寺 ， 十 二，…， 


这 个 序列 是 从 两 边 趋 近 它 的 极限 0( 见 第 83 页 图 11). 
单调 序列 的 特性 是 特别 容易 确定 的 . 这 样 一 个 序列 可 以 没有 极 
限 , 且 完 全 散 开 , 如 序列 


l, 2, 3, 4, +, 
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其 中 a,=n, RFA 
2, 3，5，7，11，13，…， 


其 中 a, 是 第 个 素数 pn 在 这 种 情形 下 序列 趋 于 无 穷 大 . 但 是 ,如 
果 单 调 增加 序列 的 项 保持 有 界 一 一 即 如 果 每 一 项 都 小 于 一 个 预先 知 
道 的 上 界 B 一 一 那么 在 直观 上 很 清楚 ,序列 必 趋 于 某 个 极限 a, 这 个 
a 小 于 或 至 多 等 于 B. 我 们 把 这 一 点 表述 为 单调 序列 原理 : 任何 一 个 
有 上 界 的 单调 增加 序列 必 收 全 于 一 个 极限 (对 于 任何 一 个 有 下 界 的 
单调 减少 序列 ,类 似 的 命题 也 成 立 ). 值得 注意 的 是 极限 a 的 值 不 需 
要 预先 给 定 , 也 不 需要 预先 知道 ;定理 所 说 的 是 ,在 规定 的 条 件 下 极 
限 必 存在 . 当然 ,这 个 定理 的 成 立 有 赖 于 引进 无 理 数 ,否则 ,就 不 一 定 
总 是 对 的 . 如 在 第 二 章 已 经 见 到 的 ,任意 一 个 无 理 数 (如 V2), 是 单调 
增加 有 界 的 有 理 十 进位 小 数 序列 的 极限 ,这 序列 是 将 某 个 无 穷 小 数 
截取 前 有 限 位 数 而 得 到 的 有 理 十 进位 小 数 所 构成 的 . 


图 166 单调 有 界 序列 
“虽然 单调 序列 原理 直观 上 显然 是 对 的 ,但 给 出 一 个 近代 形式 的 严格 证 明 
仍 是 有 益 的 . 为 了 做 到 这 一 点 ,我 们 必须 说 明 , 这 个 原理 是 实数 和 极限 定 
义 的 逻辑 结论 . 
假设 数 a ,az，a;，… 组 成 一 个 单调 增加 有 和 界 序 列 . 我 们 能 把 这 个 序 
列 的 各 项 表示 成 十 进位 无 限 小 数 
a, =A). pi Peps 
az =A2. Qh» 
as =A. T1T2T3***s 
其 中 A EBRD,» 9, ,等 等 是 从 0 到 9 的 数码 . 现在 从 上 往 下 考察 整数 
4 ，4:，4:,，… 组 成 的 那 列 . 因为 序列 a, + ays as,，… 是 有 界 的 ,这 些 整数 
不 能 无 限 增 大 , 又 因为 这 序列 是 单调 增加 的 ,那么 整数 序列 AL, Ac, 
4:，… 在 达到 极 大 值 后 将 保持 不 变 . 称 这 个 极 大 值 为 A, 并 假设 它 在 第 No 
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行 达到 . 现在 从 上 往 下 考察 第 二 列 po qo rno oe. 不 过 只 需 把 注意 力 集中 
在 第 No 行 和 以 后 的 行 上 . 如 果 r 是 No 行 后 出 现在 这 列 的 最 大 数码 ,我 
们 假定 出 现在 Ni 行 ,其 中 MSN. 那么 x 在 它 初次 出 现 以 后 将 一 直 不 
变 . 这 是 因为 如 果 这 个 列 的 数码 ,在 这 以 后 任意 一 个 时 刻 减少 了 ,那么 序 
列 ci，az，a，… 就 不 单调 增加 了 . 其 次 我 们 考察 第 三 列 的 数码 pe» ae 
rar oes 同样 的 讨论 表明 ,在 某 个 整数 NSN, 后 第 三 列 的 数码 总 等 于 某 
个 数码 r. 如 果 重 复 这 个 过 程 于 第 4 列 , 第 5 列 …, 我 们 得 到 数码 zy, z» 
Zz;，"… 和 相应 的 整数 Ns, Ni ，N; , …. 很 容易 看 出 , 数 
a= A'a Tizze 
是 序列 a ,a;，as，… 的 极限 . AAIR e FEA S10 ,那么 对 所 有 的 
n> 和 Nm，as 的 整数 部 分 和 小 数 点 后 的 前 m 个 数字 与 a 的 是 一 样 的 ,因此 ， 
差 la 一 a, | 不 能 超过 10°". 因为 对 于 不 论 多 么 小 的 任意 正 数 e, 通 过 选取 足 
够 大 的 m 都 能 做 到 这 一 点 ,因而 证 明了 定理 . 
利用 第 二 章 给 出 的 实数 的 任何 一 种 定义 ,例如 ,由 区 间 套 或 戴 特 金 分 
割 的 定义 ,都 能 证 明 这 个 定理 . 这 样 的 证 明 在 绝 大 多 数 高 等 微 积 分 课本 中 
都 能 找到 . 
在 第 二 章 里 ,可 以 用 单调 序列 原理 来 定义 两 个 正 的 十 进位 无 限 小 数 

a = Å. ajara; s 

b = B. b bb 
的 和 以 及 乘积 . 对 这 两 个 表示 式 用 通常 的 办 法 一 一 即 从 右 端 终点 开始 运 
算 一 一 不 能 进行 加 法 和 乘法 运算 ,因为 它们 不 存在 这 样 的 终点 (例如 , 读 
者 可 以 试 加 两 个 无 穷 小 数 0. 3333… 和 0. 989898…). 但 是 如 果 截 取 a Ad 
的 前 个 数码 ,把 像 平 常 那样 进行 加 法 得 到 的 十 进位 有 限 小 数 设 为 xz, , 那 
么 序列 zx， ，zs，… 将 是 单调 增加 的 并 且 有 界 (例如 取 界 为 整数 4 十 了 
十 2). 因此 这 个 序列 有 极限 ,并 且 可 以 定义 

a+b= limz,. 
用 类 似 的 步骤 也 可 以 定义 乘积 a，6&. 用 普通 的 算术 法 则 ,可 以 把 这 些 定义 
推广 到 a 和 是 正 的 或 负 的 所 有 情形 . 


习题 : 按 这 个 方法 ,证 明 上 面 所 说 的 两 个 无 穷 小 数 的 和 是 实数 


1. 323232… = 一 ~。 
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在 数学 中 极限 概念 的 重要 性 在 于 这 样 一 个 事实 :很 多 数 只 能 由 极 
限 来 定义 一 一 常常 是 单调 有 界 序列 的 极限 . 这 就 是 为 什么 有 理 数 域 
(在 这 样 的 域 中 极限 可 能 不 存在 ) 对 数学 的 需要 来 说 是 太 狭 窗 了 的 缘故 . 


3. KR jù Ke 


自从 欧 拉 的 “无 穷 分 析 概要 ”在 1748 年 发 表 以 来 , 数 e 就 和 阿 基 
米 德 数 x 一 样 ,在 数学 中 有 了 确定 的 地 位 . 说 明 单 调 序列 原理 如 何 用 
来 定义 一 个 新 实数 ,e 提供 了 一 个 极 好 的 例子 . 
用 缩写 
nl =1+2+36 den 
表示 前 个 整数 的 乘积 ,我 们 来 考察 序列 a), azs aps 0°, 其 中 
1 1 


Tr ar (4) 


1 
a =1ltqtaytet 


BY a, ÈH a, LEER TR LSE a, 形 
成 一 个 单调 递增 序列 . 再 者 , a, 的 值 是 有 上 界 的 : 
a, <B=3. (5) 


` ll de, | 
这 是 因为 一"3" a i Oe a col 
从 而 
1 1 1 1 
a <I+lt+o toto t + oni 
ly 
1 一 (二 
1 一 一 
2 


=142(1-($)')<3. 
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这 里 利用 了 第 19 页 给 出 的 等 比 级 数 前 ”项 的 和 的 公式 . 所 以 由 单调 
序列 原理 , 当 n 趋 于 无 穷 时 ,a, 必 趋 近 一 个 极限 ,这 个 极限 我 们 就 叫 
做 。 要 表示 e=lima, 这 个 事实 ,我 们 可 以 把 e 写 为 "无穷 级 数 ” 


人 


这 个 尾部 带 有 一 申 点 的 “等 式 ", 只 是 以 下 两 句 话 的 内 容 的 另 一 个 简 
单 表示 方法 ， 
a= peep spe 
~ 1 2 n! 
H, a >e, 4 ~co 时 . 
级 数 (6) 可 以 把 e 计 算 到 任意 精确 的 程度 . 例如 ,6) 中 直到 包括 
南 的 那些 项 的 和 (到 小 数 点 后 九 位 ) 是 


5 = 2.71828183…. 
《读者 应 该 验证 这 个 结果 )“ 误 差 ”, 也 就 是 这 个 值 和 e 的 真正 值 的 差 ， 
很 容易 估计 出 来 . 关于 差 (e 一 3) 我 们 有 表示 式 


eel 1 
iit iat S131 


jee nea | 


(hte) 


这 已 小 到 不 能 影响 互 的 小 数 点 后 第 八 位 数字 了 . 所 以 考虑 到 上 面 给 
出 的 这 个 值 的 最 后 一 位 数 可 能 有 误差 ,那么 精确 到 小 数 点 后 第 八 位 
数字 ,我 们 得 到 e=2. 7182818. 
`e ATAN. 我 们 用 反 证 法 来 证 明 , 先 假设 
p 


e 一 一 ， 


9 


其 中 p Ag 是 整数 ,然后 导出 一 个 与 假设 矛盾 的 结果 . 因为 ,我 们 知道 
2<e<3, e 不 能 是 整数 ,所 以 9 必然 至 少 等 于 2. 现在 级 数 (6) 两 端 同 乘 以 
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q! 二 2，3…g, 得 到 
eg! = p+2+3-(q—1) 
= [gal +3 + 4-qgt4 + Seegte+(q—Dgt+qt1] 
(7) 


十 一 十 


ait@tp@rpt 


左 端 显然 是 一 个 整数 . 在 右 端 , 带 方 括号 的 那 项 同样 也 是 整数 , 然而 右 端 
其 余 的 项 ， 合 起 来 是 一 个 小 于 二 的 正 数 ,因此 不 是 整数 . 这 是 因为 对 9 之 2， 


级 数 十 了 十 … 的 项 分 别 不 超过 等 比 级 数 


的 对 应 项 ,而 后 者 的 和 是 


ao 
[ep] 
所 以 (7) 出 现 了 一 个 政 盾 : 左 端 的 整数 不 能 等 于 右 端 的 数 ;因为 后 一 个 数 ， 
是 一 个 整数 与 一 个 小 于 去 的 正 数 的 和 ,不 是 一 个 整数 . 

w4K n 
由 中 学 数学 里 知道 ,单位 圆 的 周 长 ,可 以 定义 为 当 边 数 增加 时 ， 


正 多 边 形 周 长 的 序列 的 极限 . 这 样 确定 的 
周 长 记 为 2r. 更 精确 些 说 ,如 果 p, 记 内 接 
IEn HÉA Kq, WIE n 边 形 的 边 
长 ,那么 p,<2n<q,. 并 且 , 当 nn 增加 时 , 序 
列 p,，g, 都 单调 趋 近 2r, 所 以 ,我 们 在 用 
Pn Ra, 逼近 2r 时 ,每 走 一 步 ,都 得 到 一 个 


更 小 的 误差 界限 . 


图 167 ASW ww 
在 第 142 页 ,我 们 求 得 一 个 表示 式 
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pm = 2"V2— V2+V2+ 


它 包 含 了 m 一 1 个 套 着 的 平方 根 号 . 这 个 公式 可 以 用 来 计算 2x 的 近 
似 值 . 


习题 ; 1. 分 别 用 p,，ps 和 pie 求 «的 近似 值 . 
“2. RH an 的 公式 . 
“3. 用 这 个 公式 求 g, ,gs 和 gic. HEA Pic 和 gu 的 数值 给 出 x 所 在 
的 界 . 
数 天 是 什么 ? 由 不 等 式 p, 二 2x 一 gq, 作出 的 一 个 退缩 于 点 2x 
的 区 间 套 序列 ,对 此 给 出 了 完整 的 回答 . 但 这 个 回答 仍然 留 有 某 些 
需要 解决 的 问题 ,因为 它 没有 告诉 我 们 实数 + 的 性 质 的 任何 内 容 : 
它 是 有 理 数 还 是 无 理 数 ? 代数 数 还 是 超越 数 ? 如 我 们 在 第 160 页 
已 提 及 的 ,x 事实 上 是 一 个 超越 数 ,因而 是 无 理 数 . 与 e 的 证 明 相 
Elon 的 无 理性 的 证 明 是 比较 困难 的 . 这 是 首先 由 J*H， 拉 姆 伯 特 
(Lambert) (1728 ~ 1777) 23 H HJ 3X BEANE BGR. 然而 , 有关 n HY 
另 一 些 性 质 , 则 仍 是 我 们 所 能 了 解 的 . 回想 起 整数 是 数学 的 基本 元 
素 这 一 事实 ,我 们 可 以 设想 数 x 和 整数 是 否 有 某 种 简单 的 关系 . r 的 
十 进位 小 数 的 展开 式 , 虽 然 已 经 计算 到 了 几 百 位 ,但 仍然 没有 显示 出 
丝毫 规律 性 来 . 这 是 不 足 为 奇 的 ,因为 x 和 10 之 间 不 存在 任何 关 
系 . 但 在 十 八 世纪 , 欧 拉 和 其 他 人 找到 了 利用 无 穷 级 数 和 无 穷 乘积 
建立 起 n 和 整数 之 间 奇 妙 联系 的 表达 式 . 最 简单 的 这 类 公式 
可 能 是 : 


ee 
+ 一 7 了 十 : 
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的 极限 . 我 们 将 在 第 八 章 推导 这 个 公式 . 另 一 个 关于 r 的 无 穷 级 数 是 


SA id ed 
er Etet get ety tet 


英国 数学 家 J + RTC. Wallis) (1616~ 1703), RAT A— 
个 关于 的 令 人 赞赏 的 公式 . 他 的 公式 是 : 4 nft, 
2 2n \ ,x 
1°3°3°5°5° 7 2n—l2n+1| 2 
有 时 它 可 简写 成 


右 端的 式 子 称 为 一 个 无 穷 乘积 . 
最 后 两 个 公式 的 证 明 在 任何 一 本 详尽 的 微 积分 课本 中 都 可 以 找 
到 (参看 第 503 页 ). 


ws. Ee 分数 


某 些 有 趣 的 极限 过 程 是 与 连 分 数 相 联系 的 . 一 个 有 限 连 分 数 , 如 


norr 
2 十 一 


1+4 
表示 一 个 有 理 数 . 在 第 61 页 已 经 说 明 每 一 个 有 理 数 利用 欧 几 里 得 
加 转 相 除 法 都 能 写成 这 种 形式 . 然而 ,对 于 无 理 数 ,这 个 算法 不 会 
在 有 限 步 后 终止 . 相反 , 它 导致 一 个 长 度 增加 的 连 分 数 序列 ,其 中 
每 一 个 分 数 表示 一 个 有 理 数 . 特别 是 ,所 有 的 二 次 实 代数 数 ( 见 第 
118 页 ) 都 可 用 这 个 方法 表示 出 来 . 例如 ,考察 数 z= 二 V2 一 1, 它 是 二 
次 方程 


ao 42r= 1, R= 5p 
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的 根 . 如 果 右 端的 再 次 用 z REF, 就 得 出 


1 


tT 
2 十 5 二 元 


PENES T 
—_— 


2+ 


2+7} 
如 此 继续 下 去 ,那么 在 第 n 步 以 后 我 们 得 到 方程 式 


1 
1 
1 


2 
a 


当 nn 趋 于 无 穷 时 ,得 “无 限 连 分 数 ” 


V2 = 1 十 
2 十 


这 是 一 个 把 V2 与 整数 联系 起 来 的 绝妙 公式 , 比 V2 的 十 进位 小 数 展 
式 更 好 ,因为 V2 的 小 数 展 式 其 数字 的 排列 是 没有 规律 的 . 
对 形 如 


r =a+l, wr=at4, 


的 任意 二 次 方程 的 正 根 ,我 们 有 展 式 
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z=at+ I 
a+ I 
a+ I 
are 
例如 , 令 a==1, 我 们 求 得 
2= F045) =14+ L 
1+ i 
1+ i 
ES 


(参照 第 141 页 ) 这 些 例子 是 一 个 一 般 定 理 的 特例 ,定理 是 : 整 系数 二 
次 方程 的 实 根 有 周期 性 的 连 分 数 展 式 , 恰 如 有 理 数 有 周期 性 的 小 数 
展 式 一 样 . 

对 < 和 e, 欧 拉 能 求 得 几乎 同样 简单 的 无 穷 连 分 数 展 式 . 我 们 不 
加 证 明 地 举 出 如 下 : 


e=2+ 


。312。 什么 是 数学 


$3 连续 趋 近 的 极限 
Si 引言 一 般 定义 


“序列 a,( 即 整数 变量 的 函数 a, 二 F(n)) 当 nn 趋 于 无 穷 大 时 有 
极限 a” 这 个 说 法 ,在 $2 第 一 小 节 中 我 们 已 成 功 地 给 出 了 它 的 精确 
表述 . 现在 我 们 将 给 “连续 变量 x 的 函数 = f(z) 当 xz 趋 近 于 值 z 
时 ,有 极限 a” 的 说 法 以 相应 的 定义 . 自 变量 zx 连续 趋 近 的 极限 概念 ， 
我 们 在 $1 第 五 小 节 判 定 函 数 /(z) 的 连续 性 时 , 曾 以 直观 的 形式 用 
到 过 . 

让 我 们 仍然 从 一 个 特殊 的 例子 开始 . 函数 


_ (z+) 
f(y) = ee 


定义 在 除 x= 0 外 的 所 有 zx 值 上 ,在 zx=0 时 ,分 母 为 0. 如 果 画 出 
函数 u= f(r) E z= 0 的 邻 域内 的 图 像 ,很 显然 x KIC AB 
“ 趋 近 于 ”0, 对 应 的 u= f(x) ALLER FRR 1. 为 了 给 这 个 事 
实 以 精确 的 描述 ,让 我 们 把 f(x) 的 值 和 定数 1 之 间 的 差 明确 地 表 
示 出 来 . 


pr | ae 1 tere 


zx Zz 


如 果 我 们 约定 只 考虑 靠近 0 的 z 值 ,而 不 是 z=0 本 身 ( 在 这 一 点 
SORRERA EXN) ,那么 这 个 等 式 右 端的 分 子 分 母 可 以 同 除 以 x， 
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得 到 简单 的 式 子 

f(a) -1= 2", 
显然 ,把 工 限 制 在 值 0 的 足够 小 的 邻 域 
内 ,我 们 可 以 使 这 个 差 小 到 我 们 所 愿意 的 
程度 . 这 样 对 于 


1 1 
I 二 土 志 ,，f(7) 一 1 = =>; 
10 100 
图 168 u= the 


对 于 
x El OY 
100’ 16000’ 


等 等 . 一般, 如果 是 任意 正 数 ,不 论 它 多 么 小 ,只 要 工 与 0 的 差 小 于 
数 6 二 Ye 的 话 ,那么 f(z) 和 1 之 间 的 差 将 小 于 e. 因为 如 果 
la l<ve, 
那么 
| f(z) —1 |= | 2? |<e 
这 和 我 们 关于 序列 极限 的 定义 是 完全 类 似 的 . 在 第 298 页 我 们 

下 的 定义 是 “如 果 对 于 每 个 不 论 多 么 小 的 正 数 e, 都 能 找到 整数 N 
《依赖 于 ©) ,使 得 对 满足 不 等 式 n>N 的 所 有 的 ,都 有 

la,—al<e, 
就 说 序列 a, 4n 趋 于 无 穷 时 有 极限 a. ”在 连续 变量 x 的 函数 f(x) 
42 BATARE zc, 的 情形 ,我 们 只 要 把 用 NN 给 出 “足够 大 ”的 n, 
换 成 用 一 个 数 6 给 出 “足够 接近 ”于 x 的 xz, 就 可 得 到 下 述 连续 趋 近 
时 极限 的 定义 [这 是 由 柯 西 (Cauchy) 在 1820 年 左右 首先 给 出 的 ]: 
如 果 对 于 任意 一 个 不 论 多 么 小 的 正 数 5, 都 能 找到 正 数 6( 依 赖 于 2)， 
使 得 对 于 满足 不 等 式 

| x— zr |< 
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的 所 有 不 等 于 x 的 x 有 
| fla)-a|l<e, 
那么 ,就 说 函数 f(x) x BEF, 时 有 极限 a. 
在 这 种 情形 我 们 记 为 
f(z) 一 a “rr 时. 
在 函数 /(z) = EE 的 情形 ,我 们 上 面 已经 说 明 , 当 z 趋 近 于 
值 z= 0 时 ,函数 FC) 有 极限 1, 在 此 情形 ,选择 6 = Je RBT. 


2. 极限 概念 的 评述 


极限 的 (e, 6) 定义 是 一 百 多 年 探索 和 挫折 的 总 结 ;为 使 极限 概 
念 建立 在 坚实 的 数学 基础 之 上 的 持续 努力 ,其 结果 已 包含 在 这 个 定 
义 中 十 分 精炼 的 语句 里 . 只 有 用 极限 过 程 ,才能 建立 微 积分 一 一 导数 
和 积分 一 一 的 基本 概念 . 但 由 于 一 个 表面 上 似乎 难以 克服 的 困难 , 竟 
长 期 阻碍 了 极限 的 清晰 理解 和 精确 定义 . 

十 七 世纪 和 十 八 世纪 的 数学 家 ,在 研究 运动 和 变化 中 ,把 一 个 量 
工 在 连续 流动 中 持续 的 趋向 一 个 极限 值 zx, 的 观念 视 作 当然 的 事 而 
接受 下 来 . 联系 到 原来 就 流动 的 时 间或 性 质 像 时 间 的 量 xz, 他们 考察 
随 着 工 运 动 的 第 二 个 量 “ 一 J(z). 问题 是 当 z 向 zi 运动 时 ,要 给 
f(z)"“ 趋 于 ”或 “ 趋 近 ”一 个 固定 值 a 这 个 观念 以 确切 的 数学 意义 . 

但 是 ,从 季 诺 (Zeno) 和 他 的 几 个 悖 论 而 后 ,连续 运动 的 直觉 的 
物理 观念 或 形而上学 的 观念 ,都 避 开 了 作出 精确 的 数学 表示 的 企图 . 
沿 着 一 个 离散 的 序列 a, a,» as… 一 步 一 步 走 下 去 是 没有 困难 的 ,但 
是 在 处 理 数 轴 上 整个 区 间 上 的 一 个 连续 变量 x 时 ,就 不 能 说 出 x 如 
何 按照 区 间 上 所 有 的 值 的 大 小 次 序 一 个 点 一 个 点 地 “ 趋 近 ” 固 定 值 
Zi T. 因为 直线 上 的 点 组 成 稠密 集 , 在 已 经 到 达 的 已 知 点 后 没有 “下 
一 个 ”点 . 当然 ,在 人 们 头脑 中 ,连续 的 直观 观念 ,在 心理 上 是 实在 的 . 
但 是 ,数学 上 的 不 可 能 性 并 未 因此 而 解决 ,因此 在 直观 观念 和 数学 语 
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言 ( 它 是 为 了 以 确切 的 逻辑 术语 来 描述 我 们 直觉 上 与 科学 有 关 的 特征 
的 ) 之 间 必 然 存在 着 不 一 致 的 地 方 . 季 诺 的 悖 论 尖锐 地 指出 了 这 个 差异 . 

柯 西 的 成 就 在 于 认识 到 ,只 要 涉及 数学 概念 ,任何 关于 连续 运动 
的 先 验 的 直观 观念 ,是 能 够 避免 甚至 必须 避免 的 . 如 经 常见 到 的 那 
样 ,由 于 放弃 了 形而上学 方向 上 的 努力 , 转 而 只 采用 那些 在 原则 上 相 
应 于 “可 观测 到 的 ”现象 的 观念 ,从 而 开辟 了 科学 进步 的 途径 . 如 果 我 
们 分 析 “ 连 续 趋 近 ”这 个 词 的 真正 意思 ,和 在 一 个 特定 的 情形 下 必须 
如 何 对 它 进行 检验 ,那么 就 不 得 不 接受 像 柯 西 这 样 的 定义 . 这 个 定义 
是 静态 的 , 它 没有 预先 假定 运动 的 直观 观念 ,相反 只 有 这 样 一 个 静态 
的 定义 , 才 可 能 对 时 间 上 的 连续 运动 作 精 确 的 数学 分 析 , 并 且 就 数学 
科学 来 说 ,解决 了 季 诺 的 悖 论 . 

Ele, 09) 定义 中 , 自 变 量 是 不 动 的 ; 它 不 以 任何 物理 意义 去 “ 趋 
于 ”或 “ 趋 近 ”一 个 极限 xy. 然而 这 个 词 和 符号 “一 ”仍然 保留 ,而 且 没 
有 一 个 数学 家 需要 或 者 想 忽 视 它 们 所 表示 的 具有 启示 性 的 直观 感 
觉 .但 当 打算 按 真正 科学 的 办 法 来 验证 一 个 极限 的 存在 性 时 ,必须 应 
用 这 个 (e, 9) 定 义 , 究竟 这 个 定义 是 否 令 人 满意 地 对 应 于 直观 “ 动 
态 ” 的 趋 近 的 观念 ,这 和 几何 公理 是 否 满意 地 提供 了 空间 直观 观念 的 
描述 是 同一 类 问题 . 两 方面 的 表述 都 丢掉 了 一 些 直 观 认 为 是 真实 的 
东西 ,但 是 它们 对 表示 这 些 概念 的 内 容 提供 了 一 个 合适 的 数学 结构 . 

如 同 在 序列 极限 的 情况 那样 , 柯 西 的 定义 ,关键 是 把 考察 变量 的 
“自然 "次 序 颠 倒 过 来 . 首先 我 们 把 注意 力 集中 在 因 变 量 的 界限 。 上 ， 
然后 确定 自 变量 的 一 个 合适 的 界限 8. 语句 “ 当 zz, tfaa”, 
只 是 对 每 个 正 数 。 都 能 这 样 做 的 一 个 简单 说 法 . 特别 是 ,这 句 话 的 任 
何 一 部 分 ,例如 “z 一 xz1”, 本 身 是 没有 意义 可 言 的 . 

还 有 一 点 应 该 强调 的 是 在 令 x“ 趋 近 于 ”zi 时 ,我 们 可 以 允许 x 
大 于 或 小 于 zi AMER rAr ,因而 明确 地 排除 了 它们 相等 : x 趋 
AF ,而 水 不 取 值 z. 这 样 ,这 个 定义 可 以 用 于 c=27, 上 没有 定 
XMK 2 BT 2, 时 有 确定 极限 的 函数 ,例如 第 312 页 考察 过 的 
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函数 


_xrt+z 
fl) = ao 


要 除去 x 一 z 相应 于 这 样 的 事实 , 即 当 woo 时 求 序列 a, ,例如 a, = 
二 的 极限 ,我 们 决 不 把 x 一 co 代入 这 个 式 子 里 ， 


(AE. 4 r BUF a 时 , f(z) 可 以 以 下 述 的 方式 趋 于 极限 a: 
即 存在 值 cAr ,使 f(r) =a. 例如 ,考虑 函数 


-3 
f(z) ==, 


4 r AF OR, RR z 等 于 零 , 但 对 所 有 的 240 MA (2) =1, 
所 以 按照 我 们 的 定义 ,极限 a 存在 且 等 于 1. 


3. sax 的 极限 


如 果 表示 一 个 角 的 弧度 ,那么 表达 式 浊 工 , 除 zx 一 0 外 ,对 所 


T 


H z WAEL M r= OM, REIRE ELR SE. 利用 三 角 


函数 表 ,读者 可 以 计算 当 z Wt E fe — A AA 
度 制 给 出 的 ,我 们 回忆 S 1 第 二 小 节 角度 x 和 弧度 y 的 关系 式 


x 
z= 180? = 0. 01745y 


(这 里 到 小 数 点 后 五 位 数 ) ,用 四 位 数 表 ,对 以 下 各 角 ,我 们 求 出 
10°, 2=0.1745, sinx = 0.1736, sing = 0.9948, 
5°, 0.0873, 0. 08722, 0. 9988, 
2°, 0. 0349, 0. 0349, 1. 0000, 
1°, 0.0175, 0.0175, 1. 0000. 


第 6 章 APAR + 317+ 


虽然 这 里 的 数字 只 精确 到 四 位 ,但 仍 可 以 显示 出 


sing} 当 z 一 0 时 ， qa) 


我 们 现在 对 这 个 极限 关系 作 一 个 严格 证 明 . 
由 三 角 函 数 单位 圆 的 定义 ,如 果 工 是 


角 BOC 的 弧度 , 当 & 
0<2<F é n 
时 ,我 们 有 
三 角形 OBC 的 面积 一 二 + 1+ sinz, 图 169 


BATE OBC 的 面积 一 去"z( 见 第 284 页 )， 


三 角形 OBA 的 面积 = 二 + 1+ tan z. 
所 以 
sinr < x< tanx 
除 以 sin zx, 得 到 


x 1 
7 ， 
sinz ` cosx 


1< 


或 cose < E <], (2) 


l+cosz _ 1—cos’ x 
l+cosx 1+ cosx 


1—cos z = (1—cos x) 


_ sinc 
工 十 cos 工 


因为 sin x 过 x, 可 见 


< sin’ x 


l~cosr< 2’, (3) 
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或 1-2? < cos z. 
与 (2) 合 并 ,得 出 最 后 的 不 等 式 


1-2 < MF <1, w 


虽然 我 们 作 了 0<1< > 的 假定 ,这 个 不 等 式 对 


= 0 
也 仍然 正确 ,因为 
sin(— zx) _ —sinz _ sinz 
(—x) =f g 
并 且 ( 一 z) 一刀. 


极限 关系 (1) 是 (4) 的 直接 结果 . 因为 sm 与 1 的 差 小 于 r, i 


择 |z|<6= ,就 能 使 它 小 于 任意 数 e. 
习题 : (1) 由 不 等 式 (3), 推 导 当 x->0 时 ,有 极限 关系 


l—cosx ,0. 
I 


求 下 列 函 数 当 二 >0 时 的 极限 
iia, (3) 


sinz ; (4) BZ, (5) sinar, 
wise £ x 


sinar xsin z 
(6) sin br? @ 1—cosz’ 


(8) SDE ( 如 果 工 表示 角度 ); 


1 
C9) er 总 D a tan r` 


4. 当 z~co 时 的 极限 
如 果 变 量 z 充分 大 ,那么 函数 
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fia = 4 
变 为 任意 小 ,或 “ 趋 于 0”. 事实 上 ,这 个 函数 当 工 增加 时 的 性 态 , 实 质 
上 与 序列 二 当 n 增加 时 的 性 态 相同 . 我 们 给 出 一 个 一 般 的 定义 :如 果 


对 于 不 论 多 么 小 的 正 数 £, 都 能 找到 一 个 正 数 天 (依赖 于 £), RE 
|x| >K MA 


| f()-al<e, 
那么 就 说 当 x 趋 于 无 穷 大 时 函数 (x) 有 极限 a, 记 作 
f(z) +a Yx>oco ft. 
(比较 第 313 页 相应 的 定义 . ) 
在 函数 f(x) 一 士 的 情形 (对 它 a 一 0) ,读者 可 立即 验证 ,选取 
K=L eit. 
习题 : 1) 说 明 先前 的 定义 
f(z) 一 a xr oo fit 
相当 于 
fia 当 士 一 0 时 . 


证 明 以 下 各 极限 关系 成 立 
DZH 一 1 当 xz 一 oo 时 . 3) EEEE 1 root, 


4) SRE, 9. r- cof. 5) ZEL 一 0 当 z 一 co 时 . 


eed 
6) SBE 0 xe oonf. 7) 站 二 没有 极限 , 当 z 一 oo 时 . 


x+cosxr 
8) EM: “ f(a) + co 当 工 一 co BY”, FFE BA. 
在 函数 f(x) 的 情形 和 序列 a, 的 情形 之 间 有 一 点 不 同 . 在 序列 情形 ,n 
只 能 增加 , 趋 于 无 穷 大 .但 对 于 函数 ,我 们 可 以 让 z 按 正 的 方向 或 负 的 方 


+ 320+ 什么 是 数学 


向 趋 于 无 穷 大 . 如 果 只 想 讨论 当 x 取 很 大 的 正 值 时 的 /(z) 的 趋势, 我 们 
用 条 件 >K RER >K 就 可 以 了 ,而 当 z 取 很 大 的 负 值 时 ,我 们 
用 条 件 x 二 一 K. 我 们 分 别 用 符号 HoR ~ 一 oo 表示 这 两 个 “ 单 边 ” 
趋 于 无 穷 的 情形 . 


$4 连续 性 的 精确 定义 


在 8$ 1 第 五 小 节 我 们 叙述 过 函数 的 连续 性 的 判别 准则 如 下 :如 
果 工 趋 于 zy 时 ,函数 f(x) 趋 近 于 f(z), 以 了 (zx) 为 极限 ,那么 就 说 
函数 f(x) 在 点 +=xzi 是 连续 的 . ”如 果 我 们 分 析 这 个 定义 ,我 们 知道 
它 由 两 个 不 同 的 要 求 组 成 : 

a x RF x, 时 , f(z) 的 极限 a 必须 存在 . 

b. 这 个 极限 a 必须 等 于 值 f(x). 
如 果 在 第 313 页 的 极限 定义 中 ,我 们 令 a= (zi) ,那么 连续 性 的 条 
件 取 如 下 的 形式 :如 果 对 于 任意 不 论 多 么 小 的 正 数 ,总 能 找到 一 个 
JES 6( 依 赖 于 8) ,使 得 对 满足 不 等 式 

1xz—z |< 
的 所 有 x 都 有 
| f(x) — fla) |<e, 


那么 就 说 函数 f(x) x=x, 是 连续 的 . (极限 定义 中 含有 的 限制 
Z 夫 zl 在 这 里 是 不 必要 的 ,因为 不 等 式 


| f(a) — fla) |<e 


自然 是 满足 的 . ) 
作为 一 个 例子 ,让 我 们 检验 函数 f(x) 二 x 在 点 2, =0 的 连续 
H. 我 们 有 


f(z) = 0 =0. 
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现在 任意 指定 正 值 6, 例如 := qoop 那么 必须 证 明 当 z 限制 在 充分 


接近 z, 一 0 时 ,对 应 的 FC) 的 值 和 0 的 差 不 大 于 页 5, 即 在 15 届 和 


Too 之 间 . 立即 可 以 看 到 , 如 果 我 们 限制 z 和 z， 一 0 的 差 小 于 


3, 
= ioy = 十 ,那么 它 就 不 会 超过 这 个 界限 ;因为 如 果 1z|<< 十 ， 
那么 


| f(z) [=| x I< ia 


RERE ATE TRATAT LAH e=10*, 107° BAL AT AG BEAT FER 


e=- 


1000' 
9 一 汇 将 总 能 满足 要 求 ,因为 如 果 


| z l<ve, HBA | f(x) |=] <E. 

以 连续 的 (e, 9 定义 为 基础 ,用 类 似 的 方法 能 证 明 所 有 的 多 项 
式 ,有 理 函 数 和 三 角 函 数 是 连续 的 ,但 要 除去 那些 能 使 函数 变 为 无 穷 
的 二 的 个 别 值 . 

借助 函数 u= f(x) 的 图 像 ,连续 性 的 定义 可 以 用 如 下 的 几何 方 
式 表示 出 来 . 选择 任意 正 数 e, 并 画 两 条 高 度 分 别 为 f(xi) e 
fla +e AAG x 轴 平 行 的 直线 .那么 必然 可 以 找到 一 个 正 数 6, 使 得 
位 于 以 z 为 中 心 宽度 为 28 的 竖 直 带 域内 的 那 部 分 图 像 ,也 同样 包含 
在 以 f(x) 为 中 心 宽度 为 2e 的 水 平 带 域内 . 图 170 表明 函数 在 x, 连 
续 , 而 图 171 表明 函数 在 zi 不 连续 . 在 后 一 种 情形 ,不 论 以 x 为 中 
心 的 竖 直 带 域 取 得 多 窗 , 带 内 总 含有 一 部 分 图 像 在 对 应 于 所 选 的 s 
的 水 平 带 域 之 外 . 


图 170 在 z= rn 连续 的 函数 图 171 在 z= zi 不 连续 的 函数 

如 果 我 断言 ,已 知 函 数 u= fO E =r 处 是 连续 的 ,就 是 说 我 准 
备 和 你 一 起 履行 如 下 的 约定 . 你 可 以 选择 任意 正 数 。, 小 到 你 所 要 的 程度 ， 
但 必须 是 固定 的 . 那么 我 一 定 能 找到 一 个 正 数 9, 使 得 当 | xz 一 zx | 过 6 时 ， 
有 | f(z) 一 f(x) <e 我 不 是 一 开始 先 提出 数 6, 来 满足 你 后 来 任意 选 
择 的 e, 我 所 选择 的 6 依赖 于 你 所 选择 的 e. 如 果 你 能 找到 一 个 。 使 我 不 能 
提出 一 个 适当 的 8, 那么 就 和 我 的 断言 矛盾 了 . 因此 为 了 证 明 对 一 个 函数 
4 二 f(z) 的 任何 具体 情形 都 能 履行 我 的 约定 ,通常 需要 构造 一 个 明显 的 正 
函数 

d= ge), 
它 对 每 个 正 数 都 有 定义 ,用 它 我 能 证 明 当 | x 一 zx |< 8$ 时 ,总 有 
| f(z) 一 f(z1) | 过. 对 函数 = f(x) = 2° FE 2, 一 0 的 情形 ,函数 9 一 
Ke) 就 是 3 = Je. 
习题 : 1) 证 明 sin x, cos x 是 连续 函数 . 


2) HEB Lg VIFTER. 


现在 很 清楚 ,连续 性 的 (s，9) 定 义 ,与 我 们 所 能 看 到 的 有 关 函 数 
的 事实 是 一 致 的 . 近代 科学 判别 一 个 概念 是 否 有 用 ,或 者 一 个 现象 是 
否 在 “科学 上 存在 ”, 其 标准 要 看 能 否 观测 它 ( 至 少 在 原理 上 ) ,或 能 否 
转化 为 可 观测 的 事实 . 就 这 一 方面 来 说 ,连续 性 的 定义 是 和 近代 科学 
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的 一 般 原 理 相 一 致 的 . 


85 ”有关 连续 函数 的 两 个 基本 定理 
71. 布尔 查 诺 定理 


B+ 布尔 查 诺 (B，Bolzano) (1781~1848) ,一 个 受 经 院 哲学 教育 
的 天 主教 牧师 ,是 最 早 把 严格 的 近代 概念 引 人 数 学 分 析 中 的 人 之 一 . 
他 的 重要 著作 “无 穷 的 悖 论 ” 在 1850 年 出 版 . 从 这 里 人 们 首次 认识 
到 ,许多 有 关连 续 函 数 的 表面 上 很 明显 的 命题 ,如 果 想 得 到 普遍 利 
用 ,就 必须 加 以 证 明 , 而 且 是 能 够 证 明 的 . 下 面 关于 一 元 连续 函数 的 
定理 是 一 个 例子 . 

如 果 一 元 连续 函数 在 连续 的 闭 区 间 a< 上 ,对 x 的 某 个 值 
它 是 正 的 ,而 对 另 一 个 值 它 是 负 的 ,那么 必定 有 x 的 某 个 中 间 值 使 函 
数值 为 零 . 这 样 , 若 当 xz 由 a 变 到 5b 时 f(z) 是 连续 的 , 且 f(a)<0, 
f(b)>>0, 那 么 在 a Mb 之 间 存 在 x 的 一 个 值 a, a<a<d, 
使 f(a)=0. 

布尔 查 诺 定理 完全 符合 连续 曲线 的 直观 观念 , 即 如 果 一 条 连续 
曲线 要 由 工 轴 下 面 的 一 个 点 ,到 z 轴 上 面 的 一 个 点 ,那么 这 条 连续 
曲线 必然 在 某 一 处 穿 过 z 轴 . 对 于 不 连续 函数 这 就 不 一 定 正确 ,如 
第 291 页 图 157. 


晤 "2. 布尔 查 诺 定理 的 证 明 


这 里 将 给 出 这 个 定理 的 严格 证 明 ( 我 们 可 以 像 高 斯 和 另外 一 些 伟大 


的 数学 家 那样 ,不 加 证 明 地 接受 和 利用 这 个 事实 ). 我 们 的 目的 是 把 这 个 
定理 化 为 实数 系 本 身 的 基本 性 质 . 特别 是 化 为 有 关 区 间 套 的 戴 特 金 - 康 托 
公理 (第 82 页 ). 为 此 ,我 们 考察 函数 f(x) 的 定义 区 间 1, a<r<b, Raw 


中 点 二 一 4, 平分 这 个 区 间 . 如 果 在 这 个 中 点 我 们 发 现 f(a, ) 一 ,那么 
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就 无 需 再 证 明了 . 如 果 f(z FO, BRA f(z ) 必 或 大 于 零 或 小 于 零 . 无 论 

哪 一 种 情形 , 在 1 的 两 半 中 有 

一 个 仍 有 下 述 的 性 质 : f(x) 在 

它 的 两 个 端点 符号 相反 ,我 们 

称 这 个 区 间 为 n. 继续 这 个 过 

a y by 程 ,平分 Di 那么 或 者 在 的 

中 点 ,f(zx) ==0; 或 者 我 们 可 以 

选择 一 个 区 间 k CE h 

图 172 布尔 查 诸 定 理 半 , 在 这 个 区 间 的 两 个 端点 ， 

f(x) 的 符号 相反 . 重复 这 过 程 ， 

或 者 在 有 限 次 平分 区 间 后 求 得 一 点 ri f(x) 二 0, 或 者 得 到 一 个 区 间 套 

序列 Ths b, b, 0. 在 后 一 种 情形 , 戴 特 金 - 康 托 公理 保证 在 内 有 一 点 

9 属于 所 有 这 些 区 间 . 我 们 将 断定 f(a) =0, 由 于 这 个 点 a 的 存在 就 证 明 

了 定理 . 

直到 现在 为 止 还 没有 用 到 连续 性 的 假定 . 现在 要 用 一 点 间接 推理 ,以 

确定 我 们 的 结论 . 我 们 通过 反 设 并 引出 矛盾 来 证 明 f(a) = 0. 假定 

Ca) AO, PAM 7a) 王 2e>0. 因 为 /(z) 是 连续 的 ,我 们 能 找到 (可 能 很 小 ) 

一 个 以 a 为 中 点 ,长 为 26 的 区 间 了 ,使 得 f(x) 在 区 间 J 上 的 所 有 值 与 

(a) 的 差 都 小 于 &. 因为 f(a) = 2e, 所 以 我 们 能 保证 区 间 J 内 处 处 都 有 

f(z)>e, 也 就 是 在 内 f(z) 二 0. 但 是 区 间 J 是 固定 的 ,又 因为 1, 是 收缩 

趋 于 0 的 ,所 以 如 果 FESPA DK IAT, RRB 内 . 这 就 产生 了 矛盾 

因为 由 选择 的 方法 知道 ,函数 f(z) 在 每 个 区 间 了 的 两 个 端点 符号 相 

RBA f(x) 在 区 间 了 内 的 某 些 点 必 是 负 值 . 这 样 ,由 f(a) >0 的 不 合理 
与 f(a)<0 的 不 合理 (用 同样 的 方法 证 明 ) ,就 证 明了 Fa) 一 0. 


3. 维尔 斯 特 拉 斯 极 值 定 理 


关于 连续 函数 另 一 个 重要 而 直觉 上 可 信 的 事实 ,是 由 维尔 斯 特 
拉 斯 (1815~1897) 建 立 的 ,在 使 数学 分 析 趋 于 更 加 严格 方面 ,他 的 贡 
献 或 许 比 任何 人 都 大 . 这 个 定理 叙述 如 下 :如 果 函 数 在 一 个 区 间 I, 
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ax <b 上 连续 (包括 区 间 的 端点 Mb) ,那么 在 区 间 I 内 必然 至 少 
存在 一 点 ,在 这 点 J(z) 取 得 最 大 值 M, 而 且 有 另 一 个 点 ,使 Flx) 取 
得 最 小 值 m. 说 得 直观 些 ,这 就 是 连续 函数 “一 z) 的 图 像 必 然 至 少 
有 一 个 最 高 点 和 一 个 最 低 点 . 
重要 的 是 要 了 解 到 : RRR f(z) 在 I HMR AER WAR 

个 命题 不 一 定 正确 . 例如 ,函数 
f(z) = 
在 整个 区 间 0<x<1 内 部 是 连续 的 ,但 在 此 区 间 上 f(z) 却 没有 最 大 
值 . 一 个 不 连续 函数 (即使 它 是 有 界 的 ) 也 不 一 定 有 最 大 值 或 最 小 值 . 
例如 ,在 区 间 0<z<1 上 ,定义 

fix)=x 当 工 是 无 理 数 ， 

f= + 42 BAB 
考虑 这 个 很 不 连续 的 函数 /(z). 这 个 函数 取 值 总 在 0 和 1 之 间 . 事 
实 上 ,如 果 选 择 x 为 充分 接近 0 和 1 的 无 理 数 ,那么 函数 值 可 以 任意 
接近 于 (只 要 我 们 愿意 )0 或 1. 但 是 , f(x) 不 能 等 于 1 或 0, 因 为 对 于 


有 理 数 z, 有 f= MF BD f(x) 一 x. 所 以 0 和 1 者 


不 能 达到 . 

“维尔 斯 特 拉 斯 定理 能 用 证 明 布尔 查 诺 定理 的 同样 方法 证 明 . 我 们 把 
I 分 为 两 半 , 且 都 是 闭 区 间 , 设 为 1 和 17”. 我们 集中 考虑 可 以 在 其 中 找到 
f(z) 的 最 大 值 的 区 间 了, 除非 在 内 存在 一 点 &, 使 /(0) 超 过 了 内 f(x) 
的 一 切 值 ;在 后 一 种 情形 我 们 选取 了”. 被 选取 的 区 间 叫 作 厂 . 我 们 用 分 割 I 
的 同样 方法 分 割 二 ,得 到 一 个 区 间 I ,如 此 继续 下 去 . 这 个 过 程 将 确定 一 
个 闭 区 间 套 序列 了, J，…, Les 它 包 含 一 个 点 z 我 们 将 证 明 值 f(z)= 
M 是 f(z) 在 区 间 了 上 取得 的 最 大 值 , 即 在 了 内 不 能 有 一 个 点 s, 使 FC > 
M. 假设 有 这 样 一 个 点 5, 使 f(s) 二 M+2e, 其 中 是 一 个 正 数 (可 能 很 小 ). 
由 于 f(z) 的 连续 性 ,以 z 为 心 ,在 z 的 附近 可 以 标 出 一 个 小 区 间 天, 使 
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在 它 的 外 面 ,并 且 在 K 内 使 f(z) 的 值 和 =M 的 差 小 于 e, 也 就 是 在 
K 内 一 定 有 f(x)<M+e. 但 是 当 充 分 大 时 ,1 将 进入 天 内 ,而 1, 是 这 
样 定义 的 : I, 外 部 的 x 所 对 应 的 f(z) 值 不 能 超过 1, 内 的 所 有 zx 对 应 的 
值 . 因为 ;是 在 了 的 外 面 , 且 f(s) >M+e, ite K 内 ,因而 在 六 内, 我们 
有 f(z)<M+te, 于 是 引出 了 矛盾 . 
最 小 值 m 的 存在 性 可 以 用 同样 的 方法 证 明 , 也 可 以 直接 利用 刚才 证 
明 的 结果 ,因为 f(z) 的 最 小 值 是 g(x)== 一 f(z) 的 最 大 值 . 
用 类 似 的 方法 可 以 证 明 二 元 或 多 元 r, y, … 连 续 函 数 的 维尔 斯 特 拉 
斯 定理 . 代替 带 有 端点 的 区 间 ,我 们 考察 闭 区 域 ,例如 ,在 zx，y -平面 上 的 
带 有 边界 的 矩形 . 
习题 : 在 布尔 查 诺 和 维尔 斯 特 拉 斯 定理 的 证 明 中 ,什么 地 方 用 到 了 
f(z) 在 整个 区 间 a<x<b 上 (而 不 是 在 区 间 a<x<6b 或 4a<<x<5b5 上 ) 有 定 
义 且 是 连续 的 假定 ? 
布尔 查 诺 和 维尔 斯 特 拉 斯 定理 的 证 明 有 一 个 明显 的 非 构 造 性 的 
特点 . 它们 没有 提供 一 个 方法 ,使 得 通过 有 限 步骤 能 实际 求 出 符合 指 
定 精确 程度 的 函数 零 值 点 、 函 数 最 大 值 点 或 最 小 值 点 . 证 明 的 仅 是 我 
们 所 希望 的 值 的 存在 性 ,或 者 倒 不 如 说 ,证 明了 不 存在 是 不 合理 的 . 
这 是 “直觉 主义 者 ”所 反对 的 ( 见 第 101 页 ) 另 一 个 重要 例子 ,有 些 人 
甚至 坚持 这 样 的 定理 应 当 从 数学 中 清除 掉 . 初学 数学 的 人 ,大 可 不 必 
像 批评 家 们 那样 ,把 这 些 看 得 过 于 严重 . 


号 4， 有 关 序 列 的 一 个 定理 ” 紧 致 集 


Bas tay 二 ，… 是 任意 一 个 全 部 都 包含 在 闭 区 间 1,a<z<b 
内 的 无 穷 数 列 ; 取 值 可 以 相同 或 不 相同 . 这 个 序列 可 能 有 极限 也 可 能 
没有 极限 . 但 在 任何 情况 下 ,我 们 总 可 以 从 这 样 的 序列 中 ,通过 删 掉 
某 些 项 ,而 抽出 一 个 以 区 间 I ART y 为 极限 的 无 穷 子 序列 y,，y,， 
Ys … 来 . 

要 证 明 这 个 定理 ,我 们 用 工 的 中 点 4 到 ,把 分 为 两 个 闭 子 区 


间 I' 和 1”: 
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这 两 个 区 间 中 ,至 少 有 一 个 含有 原 序列 的 无 穷 多 项 zx, ,我 们 称 它 为 
L.H 1, WEH r, 中 的 一 项 ,例如 zx。 , 称 它 为 y. 现在 以 同样 的 方 
法 来 处 理 I. 因为 在 五 内 有 无 穷 多 项 x, BA 1, 的 两 半 中 至 少 有 
一 个 有 无 穷 多 项 , 称 它 为 I, 因此 我 们 一 定 能 在 L 内 找到 n>n 的 
项 z, ,在 这 些 项 中 任 选 一 个 叫 它 为 ye. 这 样 进行 下 去 ,我 们 能 找到 一 
个 区 间 套 序列 h, b, h, os 和 一 个 原 序列 的 子 序列 y y 
8，…， 使 得 对 每 个 ”都 有 y E I, 内 . 这 个 区 间 套 最 后 退缩 到 了 的 
一 点 y, 显 然 序 列 yio yer yss ARR y. 这 就 是 所 要 证 明 的 . 
以 上 的 讨论 ,可 以 按照 近代 数学 的 典型 方法 进行 推广 . 让 我 们 考 
察 变化 范围 为 S 的 变量 X, 其 中 S 是 定义 了 某 个 “距离 ”概念 的 一 般 
R. S 可 以 是 平面 的 或 空间 的 点 集 , 但 这 不 是 必须 的 ,例如 S 可 以 是 平 
面 上 所 有 三 角形 组 成 的 集 . 如 果 XX 和 Y 是 两 个 三 角形 ,A, B, C 和 A'， 
BY, C' 分 别 是 它们 的 顶点 ,那么 我 们 可 以 定义 两 个 三 角形 的 “距离 ”是 
这 样 的 数 
d(x, y) = AA’+BB’+CC’ 
其 中 44 等 表示 点 A 和 A “之 闻 的 普通 的 距离 . REER S 上 有 这 样 一 个 
“距离 "的 概念 ,我们 就 可 以 定义 S 的 元 素 的 序列 X ，X,，X;，… 趋 于 (S 
内 的 ) 极 限 元 素 X 的 概念 . 这 就 是 指 当 mn>co 时 ,d(X，X,) 一 0. MRK S 
的 任意 一 个 元 素 序 列 X,, X; ,Xs,… 中 ,总 能 抽出 一 个 趋 于 某 个 S 内 的 极 
MER X 的 子 序列 来 ,那么 我 们 就 说 这 个 集 S 是 紧 致 的 . 在 上 一 段 我 们 已 
经 证 明 , 闭 区 间 a<x<6 在 这 个 意义 上 是 紧 致 的 . 所 以 紧 致 集 的 概念 可 以 
认为 是 数 轴 上 闭 区 间 的 推广 . 注意 整个 数 轴 不 是 紧 致 的 ,因为 整数 集 1， 
2,，3，4，5… 即 不 趋 于 任何 极限 , 它 的 任意 子 序列 也 都 没有 极限 . 不 包含 端 


点 的 开 区 间 , 像 0<x<1 也 不 是 紧 致 集 , 因 为 序列 二 二， 十 ，… 或 它 的 
任 一 个 子 序列 都 趋向 极限 0, 而 0 不 是 这 个 开 区 间 的 点 . 用 同样 的 方法 可 


+ 328° 什么 是 数学 


以 证 明 由 正方 形 或 矩形 内 部 点 组 成 的 平面 上 的 区 域 不 是 紧 致 的 ,但 是 如 
果 加 上 边界 点 就 成 为 紧 致 的 了 . 还 有 ,顶点 在 一 个 已 知 圆 的 内 部 或 圆周 上 
的 所 有 三 角形 组 成 的 集 是 紧 致 的 . 

如 果 变 量 X 的 变 域 是 在 任 一 已 定义 有 极限 概念 的 集 S 上 ,我 们 可 以 
把 连续 性 的 概念 推广 到 这 种 情形 . 函数 w 二 F(X) ,其 中 u 是 实数 ,如 果 对 
于 以 X 为 极限 的 任 一 元 素 序列 XX ，X。，X3，…， 对 应 的 数列 F(Xi)， 
下 (X:)，… 趋 于 极限 FOO ,那么 就 说 该 函数 在 元 素 X 处 是 连续 的 (也 可 
以 给 一 个 对 应 的 (e, DE. 对 一 个 定义 在 任 一 紧 致 集 上 的 一 般 连 续 函 
数 很 容易 证 明 维尔 斯 特 拉 斯 定理 也 成 立 : 

WR uw 二 F(X) 是 定义 在 紧 致 集 S 上 的 任 一 连续 函数 ,那么 在 S 中 总 
有 一 个 元 素 , 使 F(X) 取得 最 大 值 ,也 有 一 个 元 素 , 使 F(X) 取得 最 小 值 . 

掌握 住所 涉及 的 一 般 概 念 ,证 明 便 很 简单 ,但 是 我 们 将 不 进一步 讨论 
这 些 了 . 它 在 第 七 章 中 还 要 出 现 ,在 那里 ,维尔 斯 特 拉 斯 的 普遍 定理 ,在 极 
大 和 极 小 值 理 论 中 是 很 重要 的 . 


$6 布尔 查 诺 定理 的 一 些 应 用 
1. 几何 上 的 应 用 


布尔 查 诺 这 个 简单 而 普遍 的 定理 ,可 以 用 来 证 明 许多 初 看 不 很 
明显 的 事实 . 我 们 先 证 明 :如 果 A4 和 召 是 平面 内 的 任意 两 个 区 域 , 那 
么 在 平面 内 一 定 存在 一 条 直线 ,该 直线 同时 平分 A MB. 所 谓 一 个 
“区 域 ”, 是 指 平面 内 一 条 简单 闭 
a 曲线 所 包围 的 部 分 . 

让 我 们 先 在 平面 上 选择 某 


一 固定 点 ,并 且 从 PP 引出 一 条 
b 射线 PR 当 作 度量 角度 的 始 边 . 


S- =f 如 果 作 与 PR 的 夹 角 为 x 的 任 
r 一 射线 PS ,那么 在 平面 上 会 有 
图 173 同时 平分 两 个 区 域 。 “一 条 与 PS 同方 向 且 平分 区 域 4 


的 有 向 直线 . 因为 ,如 果 我 们 作 
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一 条 与 PS 同方 向 的 有 向 直线 4 ,但 它 整 个 在 A 的 一 侧 , 然 后 平行 地 
移动 这 条 直线 ,直到 直线 处 在 位 置 LOLE 173) ,那么 由 区 域 A 在 直 
线 右 侧 (如 果 直 线 指 北 , 则 东 向 是 右 侧 ) 的 面积 减 去 A 在 直线 左 侧 的 
面积 所 定义 的 函数 ,其 值 对 4 是 负 的 ,对 L 是正 的 . 因为 这 个 函数 是 
连续 的 ,由 布尔 查 诺 定理 , 必 有 某 个 中 间 位 置 /, ECAR, CRE L 
平分 了 A. 同 此 ,对 于 xz 由 zx 二 0 到 z 一 360" 的 每 个 值 rz, 平分 A 的 直 
Rl, 都 是 唯一 确定 的 . 

现在 把 函数 y= f(z) 定 义 为 BERR., 右 侧 面积 减 去 B EL 
左 侧 的 面积 . 假设 直线 lL 与 PR 同方 向 且 平 分 了 A, 并 且 B 在 l, 右 
侧 的 面积 大 于 左 侧 , 则 对 z=0",y 是 正 的 . 如 果 x 增加 到 180°, ABA 
直线 Li 和 RP FIF, CRRA L 一 样 地 分 割 A, 但 与 i, 方向 相反 ， 
右 和 左 互 换 , 因 此 y 在 +==180°" 时 和 在 z=0° 时 的 数值 相同 ,但 符号 
相反 ,所 以 是 负 的 . 当 L, 旋转 时 ,> 是 z 的 连续 函数 ,那么 在 0 和 
180 之 间 , 存 在 z 的 某 个 值 w, 使 y 等 于 零 . 因此 方向 线 1。 同时 平分 
A 和 B. 到 此 证 明 完毕 . 

注意 ,虽然 我 们 证 明了 具有 所 需要 的 性 质 的 直线 的 存在 ,但 没有 
说 明 怎样 真正 作出 这 条 直线 . 与 构造 性 定理 比较 ,这 又 一 次 显示 了 数 
学 存在 性 证 明 的 不 同 之 处 . 50 

一 个 类 似 的 问题 如 下 : 在 
平面 内 只 给 出 一 个 区 域 , 要 求 L 
用 两 条 相互 垂直 的 直线 把 它 F 
分 割 为 四 个 相等 的 部 分 . 为 了 
证 明 这 总 是 可 能 的 ,我 们 回 到 GY 
MERER x EMT Ll 的 
情形 ,但 不 再 去 管 B. 我 们 取 
lao» level. 垂直 , 且 也 平 图 174 
分 A. 如果 A 的 四 片 如 图 174 所 示 , 那 么 有 

Ay +A: = A; +Ay 
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和 Az +A; = A, +A. 
由 此 ,由 第 一 个 等 式 减 去 第 二 个 等 式 , 则 
A, — Á; = A;—Aj, 


即 A, = A, 

并 因此 有 Az = Ay. 

所 以 如 果 我 们 能 证 明 存 在 一 个 角 a, 使 得 对 !。 有 
Ai(a) = A,(a), 


那么 定理 就 得 到 证 明 , 因 为 对 这 样 的 角 , 四 个 面积 都 相等 . 为 此 ,通过 
TE l, EXTRAK y = f(x) BE 

f(z) = A (£) — A: (2). 
4 e=0°RT, f(0) =A; (0) —A: (0) FY RE FE TE AY. 在 这 种 情况 下 , 当 
Z 一 90" 时 ， 

A, (90) 一 A:(90) = A2(0) — A3(0) = A;,(0) 一 Al(0) 
就 将 是 负 的 . 因为 当 z 由 0" 增 加 到 90 时 f(z) 是 连续 变动 的 ,所 以 在 
0" 和 90" 之 间 存 在 某 个 值 ,使 

f(a) = Ai(a)— Az (a) = 0. 
直线 L 和 ,ow 就 把 这 个 区 域 分 成 了 四 个 相等 的 部 分 . 
有 趣 的 是 这 些 问 题 可 以 推广 到 三 维和 更 高 维 空间 去 . 在 三 维 情 
形 ,第 一 个 问题 变 为 : 已 知 空间 的 三 个 立体 , 求 同 时 平分 三 个 立体 的 平 
面 . 找 出 这 个 平面 ,永远 是 可 能 的 , 它 的 证 明 要 再 次 利用 布尔 查 诺 定 
H. 高 于 三 维 的 情形 ,定理 也 是 正确 的 ,但 其 证 明 需 要 更 高 深 的 方法 . 


号 "2. 力学 问题 上 的 一 个 应 用 


作为 本 节 的 结束 ,我 们 将 讨论 一 个 表面 看 来 很 困难 的 力学 问题 ， 
但 在 连续 性 概念 的 基础 上 加 以 讨论 , 它 却 很 容易 解决 (这 是 囊 特 尼 
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(H. Whitney) 提 出 的 ). 

设 列车 由 A 站 沿 直 线 轨 道行 驶 到 B 站 . 上 且 其 行程 不 一 定 是 匀速 
或 匀 加 速 的 . 列车 在 到 达 B 以 前 能 以 任意 方式 行驶 ,或 加 速 ,或 减 
慢 , 或 暂时 停止 ,甚至 倒退 一 会 儿 . 但 是 列车 的 确切 的 运动 情况 ,假定 
事先 已 经 知道 , 即 函数 ;二 f(z) 是 已 知 的 ,其 中 ;是 列车 与 A 站 的 距 
离 ,t 是 时 间 , 它 由 起 动 的 瞬间 开始 计算 . 在 一 车 月 的 底板 上 ,用 枢 轴 
装置 一 竿 ,假定 在 倒 在 底板 上 以 前 它 可 以 在 无 摩擦 力 的 情况 下 或 前 
或 后 地 转动 (如 果 竿 一 碰 到 底板 ,就 假定 以 后 它 总 停留 在 底板 上 ;也 
就 是 假定 笔 不 会 弹跳 起 来 ). 试问 能 否 把 竿 置 于 某 一 位 置 ,在 列车 开 
动 的 瞬间 把 竿 放 开 , 让 它 只 在 重力 和 列车 运动 的 影响 下 移动 ,使 在 由 
4 到 有 的 整个 行程 中 ,这 竿 不 倒 落 在 底板 上 ? 


图 175 


对 任 一 已 知 的 运动 过 程 ,在 重力 和 反作用 力 的 作用 下 ,只 靠 适当 
选择 竿 的 初始 位 置 这 一 条 件 , 就 能 使 竿 保持 这 种 平衡 ,这 一 点 似乎 是 
不 可 能 的 . 但 我 们 马上 将 说 明 这 样 一 个 位 置 总 是 存在 的 . 

这 个 论断 初 看 起 来 似乎 是 荒 雇 的 ,但 只 要 集中 在 事情 的 主要 拓 
扑 性 质 上 就 容易 证 明了 . 不 需要 很 多 动力 学 定律 的 知识 ;只 需要 承认 
如 下 一 个 物理 性 质 的 简单 假定 : 竿 的 运动 连续 依赖 于 它 的 初始 位 置 . 
设 用 竿 与 底面 的 初始 夹 角 工 来 刻画 竿 的 初始 位 置 , 且 用 y 表示 在 行 
程 终了 时 , 即 列车 到 达 BANE SRM. 假如 竿 落 在 底面 上 ， 
则 y=0 或 y= 对 一 个 已 知 初始 位 置 =, 那 么 根据 我 们 的 假设 , 终 
点 位 置 y 由 一 个 函数 > 一 gE(z) 唯 一 确定 ,这 个 函数 是 连续 的 并 且 当 
ZX 二 0 时,y 二 0; 当 xz 二 x 时 ,y 一 x. (这 后 面 的 断言 ,简单 的 表示 为 如 
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果 竿 一 开始 就 在 底面 上 ,那么 就 保持 平 放 在 底面 上 . ) 现 在 作为 区 间 
Orn 的 连续 函数 g(z), 它 的 全 部 取 值 在 g(0) 一 0 MeO =a Zz 


间 ; 结 果 是 对 任意 y 值 ,例如 > 一半, 必 有 工 的 特定 的 值 ,使 得 E(z) 一 


y, 特 别 是 , 必 存 在 一 个 初始 位 置 ,使 到 也 站 时 竿 的 终点 位 置 垂直 于 
底面 . (注意 : 在 这 个 论证 中 ,不 要 忘记 列车 的 运动 一 经 确定 就 不 再 
改变 . ) 
当然 ,推理 完全 是 理论 性 的 . 如 果 行 程 是 很 长 的 过 程 ,或 列车 运 
行 (表示 为 *=./(z)) 是 很 不 规律 的 ,那么 对 于 那些 使 最 终 位 置 g(x) 
与 0,7 不 同 的 初始 位 置 = 来 说 其 范围 是 很 小 的 ,任何 试图 使 针 在 可 
以 感觉 到 的 时 间 内 ,保持 和 板 垂直 的 人 们 是 都 会 明白 这 一 点 的 . 我 们 
的 推理 即使 对 讲 实 用 的 人 来 说 仍然 有 价值 ,因为 它 说 明了 如 何 无 需 
技巧 性 的 处 理 ,只 是 用 简单 推理 ,就 能 得 到 动力 学 中 定性 的 结果 ， 
习题 : D 利用 第 326 页 的 定理 ,说 明 上 面 的 推理 可 以 推广 到 行程 时 
间 是 无 限 的 情形 . 
D 推广 到 列车 沿 平面 上 任 一 曲线 运动 , 竿 可 以 向 任何 方向 下 落 的 情 
形 (提示 : 使 圆周 上 每 一 点 都 不 动 的 映射 把 一 圆 盘 连 续 映射 到 它 的 圆周 上 
是 不 可 能 的 ( 见 第 261 页 )). 
D 证 明 当 车 是 平稳 的 ,而 且 竿 是 在 与 垂直 位 置 的 夹 角 为 。 时 放 开 的 
条 件 下 , 当 e 趋 于 零 时 , 竿 落 在 底面 上 所 需要 的 时 间 趋 于 无 穷 . 
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$1 极限 的 例题 
1. 一 般 说 明 
在 很 多 情形 中 ,序列 a, 的 收敛 性 能 用 下 面 一 类 推理 证 明 . 我 们 
找 另外 两 个 序列 bn Alc, ,它们 的 项 的 结构 比 原来 的 序列 简单 , 且 对 
每 个 n 有 
by S an Sn a) 


这 时 ,如 果 我 们 能 证 明 序列 b, 和 c, ,都 收敛 于 同一 个 极限 a, BH a, 
也 就 收敛 于 极限 & ,我 们 把 这 个 命题 的 证 明 留 给 读者 . 

很 清楚 ,车 要 运用 这 个 方法 ,就 要 用 到 不 等 式 . 所 以 最 好 复习 一 
下 不 等 式 的 算术 运算 应 遵循 的 几 个 基本 法 则 . 

1. MR a >b, IRA a+c >be (不 等 式 两 边 可 以 同时 加 上 任 
意 一 个 数 ). 

2. 如 果 a > b ARK HIER IBA ac > be (一 个 不 等 式 可 以 同 
乘 以 任意 一 个 正 数 ). 

3. WR a< b, 那么 一 5 二 一 a (两 端 同 乘 以 一 1, 则 不 等 式 反 
号 ). 例 如 2 二 3, 但 一 3 一 一 2. 

4. 如 果 a 和 2 有 同样 的 符号 ,并 且 a <b, 那么 


sa 
a 


+ 334. ”什么 是 数学 


5. Ja+b|</a|+| èl. 
2. 9 的 极限 


如 果 g 是 大 于 1 的 数 ,那么 9 将 无 限 增 大 , 即 能 超过 任意 大 的 
界限 , 像 4 = 2 的 序列 2, 2*, 2,… 就 是 这 样 . 这 样 的 序列 “ 趋 于 无 穷 
大 ”( 见 301 页 ). 一 般 情 况 下 的 证 明 是 根据 一 个 重要 的 不 等 式 ( 第 22 
页 已 证 过 ) 

(1+A)">1+nh>nh, (2) 
其 中 是 任意 正 数 .我们 令 g 二 1 +h Hh > 0; BA 
g =(+h)" > nh 


如 果 是 任意 一 个 正 数 ,不 论 它 多 么 大 ,那么 对 所 有 n> E, RA 


¢>nh>k, 


所 以 9 一 ee, 

如 果 4 = 1, 那么 序列 g 的 项 都 等 于 1, 因 此 1 是 这 个 序列 的 极 
限 .如 果 9 是 负 的 ,那么 g 将 交错 变 为 正 值 和 负 值 , 并 且 如 果 
4 过 一 1, 它 没有 极限 ， 


习题 : 对 最 后 的 一 句 话 给 出 严格 证 明 . 


在 第 78 页 我 们 已 说 明 如 果 一 1 二 g 二 1, 那 么 gq' +0. 我 们 可 以 
对 这 个 事实 给 出 另 一 个 非常 简单 的 证 明 . 首先 考察 0 <q <1 的 情 
FB. 这 时 数 g, q,，q… 组 成 一 个 以 0 为 下 界 的 单调 减少 的 序列 . 所 
以 ,按照 第 303 页 ,这 个 序列 必 趋 于 一 个 极限 : g'a 这 个 关系 式 的 
两 端 同 乘 以 q, 得 到 w — aq. 

但 q+ 和 g 应 有 同一 个 极限 ,因为 增加 的 指数 用 nn 或 n 十 1 表 
示 是 没有 关系 的 .所 以 ag = a, 或 a(g 一 1) = 0. 因 为 1 一 g 关 0, 这 
就 推出 a = 0. 

如 果 g = 0, HM r -> 0 是 显然 的 . 如 果 一 1 二 g 二 0, 那么 
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0<|q|<1; 所 以 由 前 面 的 讨论 ,有 | gq" |==|1q1" 一 0. 由 此 可 见 当 
lal<1, 总 有 9 一 0. 至 此 证 明 完毕 . 


习题 : 证 明 当 nook}: 


a) (3) 0; 


(2) (rz) 0; 


O (Ge) Mx > 2 时 趋 于 无 穷 , 当 | x |< 2 BEF 0. 


3. yp 的 极限 


对 任意 固定 的 正 数 p, 序 列 a, = Jp, 即 序列 p, Vp, Vd, 
VPs … 有 极限 1; 
Vp +1, n>, (3) 


符号 Vp 是 指正 n 次 根 .对 于 负数 p, 当 是 偶数 时 ,没有 实 的 次 根 . 
要 证 明 关系 式 (3) ,我 们 首先 设 p> 1: 那么 Vp 也 将 大 于 1. 这 样 
我 们 可 以 令 
Vp = 1 十 hh， 
其 中 心 是 依赖 于 的 正 量 . 由 不 等 式 (2) 知 
p= (++h,)" > nh,. 
两 边 除 以 ”得 
o<h <E. 


又 因为 序列 = 0 Alc, = © 都 以 0 为 极限 ,由 第 一 小 节 的 讨论 知 


n 
i 4 n HEMT A, 也 以 0 为 极限 . 因此 , 当 p > 1 时 ,就 证 明了 我 们 
的 论断 . 这 里 我 们 得 到 这 样 一 个 典型 的 例子 , 即 : 要 了 解 一 个 极限 关 
系 ,这 里 是 hh,>0, 就 把 h, 夹 在 两 个 界限 之 间 , 而 这 两 个 界限 比 h, 更 
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容易 求 得 极限 . 
附带 地 ,我 们 已 经 导出 了 Yp 和 1 之 间 的 差 h, 的 一 个 估计 值 ,这 


pei BES, 
WRO< Pp <1, 那么 Vp <1, 我 们 可 以 令 


oe 
P= 


其 中 心 仍 是 依赖 于 的 正 数 . 由 上 面 得 到 
1 aty 
P= Gh Sah,’ 


从 而 0 一 六 去 工 . 
np 


从 这 里 我 们 断定 当 增加 时 ,各 RAF O. 所 以 ,由 


sees E 
aa ar 


求 得 Yp 一 1. 

开 n 次 方 有 等 值 化 的 效果 . 当 n 增加 时 , 任 一 个 正 数 开 n 次 方 趋 
于 1, 它 的 效果 甚至 更 强 , 即 如 果 被 开 方 数 不 是 一 个 常数 ,在 某 些 情 
况 下 也 能 使 极限 是 1. 我 们 将 证 明 序列 


1, V2, Y3, V4, WB, = 
趋 于 1, 即 当 n 增 加 时 
Vn—1. 
用 一 点 技巧 ,利用 不 等 式 (2) 就 可 以 证 明 这 个 事实 . 代替 的 次 方 
根 ,我 们 来 讨论 Vn 的 次 方 根 . 如 果 我 们 令 
Vn = 1 thy 
其 中 如 是 依赖 于 的 正 数 ,那么 由 不 等 式 得 出 
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vn = (1+k,)" > nk,, 
mol 
n 


dn 
PLL <In = +k)? = 142,48 <1¢ 444 
Vn n 


从 而 Rn < 


’ 


不 等 式 右 端 当 nn 增加 时 趋 于 1, 从 而 Yn 也 必 趋 于 1. 
4. 不 连续 函数 当 作 连续 函数 的 极限 
我 们 可 以 考察 这 样 一 种 序列 a, 的 极限 ,其 中 a, 不 是 固定 数 ,而 
是 依赖 于 变量 并 的 函数 : a, = f(z). 如 果 当 ”~ co 时 ,这 个 序列 收 
敛 ,那么 它 的 极限 也 是 zx 的 函数 ， ~X 
f(x) = lim fa (2). 
这 种 把 函数 F(z) 当 作 另 一 些 函数 的 极限 的 表示 方法 ,在 把 “高 等 " 函 


数 A(z) 化 为 初等 函数 广 (z) 时 ,常常 是 有 用 的 . 
eid eae Rl ra 例如 ,让 我 们 考察 


序列 万 (z) = hog. 当 | = 1 时, 我们 有 ze = 1, 因此 对 每 个 
ne 

f=4, 
从 而 

fiz) >, 


2 


当 | z |< 1, 我 人 有 zz — 0, 因 此 fae) > 1, 而 当 | z |> 1, 我 们 
有 x" > co, 因 此 f(z) > 0. 总 的 概括 为 : 
ï ]r|<1, 


1 
1 
z7 Alzl=1, 
0 


4\a|>1. 


f(z) = lim 


1 = 
14+2* 
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这 里 ,不 连续 函数 f(x) 被 表示 为 一 列 连续 的 有 理 函 数 的 极限 了 . 
fee er ene 点 的 例子 由 序列 


ae 
‘dhe 


fila) = 24-754 ate 


oe cee 
给 出 . 当 x = 二 0 时 ,f(z) 的 值 都 是 零 , 因 此 
f(0) = lim f,(0) = 0. 


Bax A OM, RAR 
wen ay 
IFz =@q 
是 正 的 且 小 于 1; 利 用 等 比 级 数 的 结果 可 以 保证 当 mco 时 (x) 是 
收敛 的 . 它 的 极限 , 即 无 穷 等 比 级 数 的 和 ,是 


od zt 


1 一 9 


ene le 


l+ 


等 于 1 十 xz. RITER, A0, fF RM Sa) = 1+ 
x, x = ON, f) = 0. 这 个 函数 在 x = 0 有 一 个 可 去 的 不 连 
续 点 . 


号 " 5。 极限 的 又 代 求法 


有 的 序列 的 项 常常 是 以 这 样 的 方式 得 到 的 : 由 w 得 到 av 和 
由 ani 得 到 an 的 法 则 是 一 样 的 ; 按 同 样 的 法 则 ,无 限 次 的 重复 作 下 
去 ,可 从 一 个 已 知 的 首 项 开始 ,产生 一 个 序列 . RT BRAT OH E 
代 ” 求 法 . 

例如 ,序列 


1,V1+1,V1+V2,.V14+V71+4V2, +, 


有 这 样 一 个 形成 的 法 则 ,第 一 次 以 后 的 每 一 项 ,都 是 1 加 上 前 一 项 后 
的 平方 根 . 这 样 ,公式 
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a 一 1 any 一 V1 十 an 
确定 了 整个 序列 . 让 我 们 求 它 的 极限 ,显然 对 nn 二 1, Aa, > 1, 并且 
a, 是 单调 增加 序列 ,因为 
az, —a = (14+a,) — (l Hani) = a —ar, 
所 以 只 要 a, > ani ,就 有 an > an 但 我 们 知道 
a,—a, =/2—1>0, 
因此 利用 数学 归纳 法 ,可 知 对 所 有 n, 都 有 ami > on, 即 序列 是 单调 
增加 的 . 再 者 , 它 是 有 界 的 ,因为 由 前 面 的 结果 我 们 有 


ap = HEt < lta pt ee 
a Any 


nH Amy 


由 单调 序列 原理 , 知 当 n->co 时 ,a,->a, 其 中 a 是 1 与 2 之 间 的 某 个 
数 . 我们 易 知 这 个 a 是 二 次 方程 , 字 一 1 十 z 的 正 根 . BY noo ff, 
方程 w+ = 1 十 a RA a 二 1 十 a. 解 这 个 方程 ,我 们 求 得 正 根 是 


a= its 
= 144. 


ROPER AT AFA PER EA TU BE, SE 
足够 长 , 它 就 能 够 以 任意 接近 的 程度 给 出 根 的 值 . 
用 类 似 的 方法 ,通过 释 代 法 可 以 解 很 多 其 他 的 代数 方程 . 例如 ， 
我 们 可 以 把 三 次 方程 xz? 一 3x 十 1 = 0 改写 为 如 下 形式 
1 
3-27 


我 们 现在 任意 选择 a 的 值 例如 wa = 0, 并 且 定 义 


r= 


ant = 
得 到 序列 


ag 4 = 0.3333, a; = 2 = 0.3461, 
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076. -= i 
a = 1947 = 0.3472, 


等 等 . 可 以 证 明 这 种 方式 得 到 的 序列 a, 收敛 于 极限 
Q@ 一 0.3473…， 
这 就 是 给 定 的 这 个 三 次 方程 的 一 个 解 . 像 这 样 的 释 代 法 在 纯 数学 和 
应 用 数学 中 都 很 重要 ,在 纯 数学 中 , 它 能 给 出 “存在 性 的 证 明 ”, 而 在 
应 用 数学 中 , 它 对 许多 类 型 问题 的 求解 提供 了 近似 方法 . 
习题 : 4 noot} 
D 证 明 Val 一 Vn 一 0. 


a re 
[ER 把 差 改写 为 如 下 形式 Vet. at tin | 


2) R Vn? Fa- Vn Fo 的 极限 . 
3) R Vn Fan Fb—n WRR. 


r Loe 
4) 求 ET j 的 极限 


5) 证 明 Yn 十 了 的 极限 是 1. 

6) MRa>b>0, Va +h 的 极限 是 什么 ? 

D WRa>b>c>0, Va FEFE 的 极限 是 什么 ? 

8) MRa>b>c>0, Yao Fare" FO" 的 极限 是 什么 ? 
D 我 们 在 以 后 将 见 到 ( 见 第 464 JD e = lim(1 十 工 ) ,那么 


im(1+ 4) 是 什么 ? 


$ 2 连续 性 的 例题 


为 了 对 函数 的 连续 性 作 严 格 的 证 明 需 要 对 第 320 页 的 定义 作 确 
切 的 验证 . 有 时 这 是 一 个 很 元 长 的 手续 ,然而 幸运 的 是 (我 们 在 第 八 
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章 中 将 见 到 ) ,连续 性 是 可 微 性 的 必然 结果 . 因为 以 后 我 们 将 对 所 有 
的 初等 函数 系统 地 证 明 其 可 微 性 ,所 以 我 们 可 以 按 通常 的 进程 省 去 
连续 性 的 乏味 的 证 明 . 但 为 进一步 解释 一 般 定 义 , 我 们 将 再 分 析 一 个 
例子 ,函数 

f(x) = eee 
我 们 可 以 限制 r 在 一 个 固定 区 间 | x| <M 内 ,其 中 M 是 任意 选择 
的 一 个 数 . 写 下 


| 1 eos 
Sad —f@ 一 车 下 一 证 到 一 人 Za) 
(ans (x+2,) 
METTET DN 


对 |z1<M, |z, |< M, 我 们 有 
| fa) — f@ |<] z= z || z+ [<| z= |+ 2M 
因此 ,很 清楚 ,只 要 | x 一 x | <0 = zipp 左 端的 差 将 小 于 任意 正 数 < 


应 当 指出 ,我 们 所 作 的 估计 是 很 宽裕 的 . 对 于 zx 和 zi 的 较 大 的 
值 ,读者 很 容易 看 到 取 一 个 更 大 的 9 就 行 了 . 


第 7 章 
极 大 与 极 小 


引 


m} 


直线 段 是 它 的 端点 间 的 最 短 连 线 . 球面 上 大 圆 的 一 段 弧 是 球 
面 上 连接 两 点 的 最 短 曲 线 . 在 所 有 等 长 的 平面 闭 曲线 中 , 圆 所 包 
围 的 面积 最 大 ,在 所 有 等 面积 的 闭 曲面 中 ,球面 所 包围 的 体 
积 最 大 . 

这 一 类 的 极 大 与 极 小 性 质 , 希 腊 人 已 经 发 现 了 ,不 过 他 们 常常 只 
是 提 到 这 些 结果 ,而 并 未 真正 证 明 过 . 希腊 的 一 个 最 有 意义 的 发 现 ， 
要 归功 于 公元 一 世纪 亚历山大 的 科学 家 赫 伦 (Heron). 人 们 很 早 就 
知道 ,由 点 已 发 出 的 一 条 光线 , 磁 到 平面 镜 世 上 的 点 尺 , 会 朝 Q 点 的 
方向 射 去 ,使 得 PR 和 QR 对 此 镜面 成 等 角 . 赫 伦 发 现 ,如 果 R' 是 镜 
面 上 任意 其 他 的 一 点 ,那么 距离 PR’ 十 RQ 必 大 于 距离 PR + RQ. 
我 们 目前 要 证 明 的 定理 就 是 : 光线 所 走 的 实际 路 径 PRQ, 是 由 了 经 
镜面 再 到 Q 的 所 有 可 能 路 径 中 的 最 短路 径 . 这 一 发 现 可 以 看 作 是 几 
何 光 学 理论 的 萌芽 . 

很 自然 地 ,数学 家 对 这 一 类 的 问题 将 会 感到 兴趣 . 在 日 常生 活 
中 ,常常 会 发 生 极 大 与 极 小 “最 好 ”与 “最 坏 ” 的 问题 . 很 多 重要 的 实 
际 问 题 都 是 以 这 种 形式 表现 出 来 的 . 例如 : 小 船 应 怎样 造形 ,才能 使 
其 在 水 中 遇 到 的 阻力 最 小 ? 数量 一 定 的 材料 作成 怎样 的 圆柱 形容 器 
才能 获得 最 大 容积 ? 

从 十 七 世纪 以 来 , 极 值 的 一 般 理论 一 一 极 大 与 极 小 一 一 已 成 为 
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科学 上 系统 的 完整 的 原理 之 一 . 费 马 微分 法 的 第 一 步 就 是 希望 能 用 
一 般 的 方法 研究 极 大 和 极 小 问题 . 十 七 世纪 以 后 ,由 于 “ 变 分 法 ”的 发 
明 ,使 这 些 方法 的 范围 大 大 扩展 了 ,同时 逐渐 了 解 到 自然 界 的 物理 规 
律 很 适 于 用 极 小 原理 来 表示 ;这 个 极 小 原理 提供 了 一 个 很 自然 的 
方法 ,使 我 们 差不多 能 完全 解决 各 种 特殊 问题 . 近代 数学 最 显著 的 
成 就 之 一 就 是 平稳 值 理论 ,一 这 是 极 值 概念 的 一 种 推广 , 它 把 分 
析 和 拓扑 结合 在 一 起 了 . 不 过 我 们 要 讨论 的 全 部 内 容 都 是 很 初 
等 的 . 


$1 初等 几何 中 的 问题 
号 1， 两边 给 定 求 面 积极 大 的 三 角形 


给 定 两 条 线段 a 和 45, 要 找 出 一 个 以 a Ab 为 边 的 面积 极 大 的 三 
角形 . 解答 很 简单 ,就 是 以 a Alb 为 直角 边 的 直角 三 角形 . 考虑 任意 
一 个 以 a 和 为 边 的 三 角形 , 如 图 


176. ME h 是 底 边 a 上 的 高 ,那么 三 
角形 的 面积 是 2 


A= Fah, 
图 176 


很 明显 , 当 h BRKI ah BK RAM h tb 重合 时 才能 
发 生 , 而 这 时 就 是 一 个 直角 三 角形 . MERKER ab. 


2. 赫 伦 定理 ”光线 的 极 值 性 质 


给 定 一 条 直线 工 , 以 及 工 同 侧 的 两 点 P 和 QQ, 试问 L 上 的 哪 一 
点 尺 能 使 PR 十 RQ EH P AL 再 到 Q 的 最 短路 径 ? 这 就 是 赫 伦 的 
光线 问题 . (如 果 工 是 小 溪 的 河岸 ,有 一 个 人 要 到 工 打 一 桶 水 从 P R 
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可 能 快 地 走 到 Q, 那 么 他 要 解决 的 恰好 是 这 个 问题 ). 为 了 解决 这 个 
问题 ,我 们 把 工 当 作 一 面 镜子 ,然后 求 出 PEL 中 的 反 影 点 P ,这 
样 就 使 垂直 平分 PP“ ,直线 P'Q SL 的 交点 R 就 是 所 求 的 点 , 对 
L 上 的 其 他 任意 点 R', 要 证 明 PR + RQ 小 于 PR’ 十 RQ 是 很 简单 
的 . 因为 PR = PR, 以 及 PR’ = P'R', 所 以 ， 
PR+RQ= PR+RQ= PQ, 

并 且 PR 十 RQ = PR' 十 R'Q, 但 是 PR’ 十 RQ 比 PQ 大 (因为 三 
角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ), 因 此 , PR“ 十 R'Q 比 PR 十 RQ 大 ,这 就 

是 所 要 证 的 . 在 下 面 的 讨论 中 我 们 假设 P 和 Q 都 不 在 直线 L 上 . 


" 9 : 
i f A 
i 1 i Re | 
i= 27 R R L NIO 0 
| ae p 
P M 0 
者 
图 177 蔡伦 定理 图 178 ”两 镜面 之 间 的 反射 


由 图 177 可 以 看 出 , 3 = 一 2 ,并且 2 = 人 1 所 以 人 3= L1. 
换 句 话说 ,R 是 使 PR QR SL 成 等 角 的 点 . 由 此 可 见 ,光线 在 工 反 
射 的 时 候 ( 由 实验 知 ,人 射 角 与 反射 角 相 等 ), 实 际 上 要 走 由 PAL 
到 QQ 的 最 短路 径 . 这 和 引言 中 所 提 过 的 一 样 . 

这 个 问题 可 以 推广 到 包含 若干 条 直线 L、M、… 的 情形 上 去 . 例 
如 ,假设 有 两 条 直线 L、M 和 两 个 点 己 .Q, 如 图 178 MR RRHH P 
经 二 ,然后 经 M, 最 后 到 达 Q 的 最 短路 径 . 设 Q 是 Q 对 于 M 的 反 影 
点 ,Q' 是 Q 对 于 工 的 反 影 点 . 画 PQ' 交 工 于 R, 画 RQ' 交 M 于 S; 那 

GRAS 就 是 所 求 的 点 ,它们 使 PR 十 RS 十 SQ 是 由 P 经 L, 再 经 
M, 最 后 到 Q 的 最 短路 径 . 这 个 事实 的 证 明 , 和 前 一 个 问题 的 证 明 很 
相似 ,我 们 把 它 留 给 读者 作 练 习 . 如 果 LAM 是 两 面 镜子 ,由 PR 
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HAL 反射 到 M 再 经 M 反射 到 Q 的 光线 ,将 和 工交 在 R, 和 MM 交 
在 S; 因 此 ,光线 仍然 是 最 短路 径 . 

人 们 或 许 要 找 出 由 已 先 经 
M, 再 经 ,到 Q 的 最 短路 径 . 这 
也 给 出 一 条 路 径 PRSQ( 见 图 
179) ,确定 它 和 确定 前 一 条 路 径 Se 
的 方法 类 似 . 第 一 条 路 径 的 长 度 wA 
可 以 大 于 、 等 于 或 小 于 第 二 Hih 
条 路 径 . 


“ 习题 : EAR OMR 在 直线 PQ 的 同一 侧 , 那 么 第 一 条 路 径 的 
长 度 小 于 第 二 条 路 径 . 又 在 什么 条 件 下 ,两 条 路 径 的 长 度 相等 ? 


3. 三 角形 问题 上 的 应 用 


利用 赫 伦 定理 ,下 面 两 个 问题 很 容易 解决. 
a) 给 定 三 角形 的 面积 A 和 一 边 < = PQ: 在 所 有 这 样 的 三 角形 


中 , 试 求 其 他 两 边 a、 b 的 和 为 最 小 的 三 角形 . 因为 A = Lhe, 所 以 


给 定 三 角形 的 边 c 和 面积 A, 与 给 定 边 c 以 及 < 上 的 高 h 是 一 样 的 . 

看 一 下 图 180 就 能 知道 ,问题 是 求 一 个 点 R ER 到 直线 PQ 的 距离 

等 于 已 知 的 ,并且 要 使 总 和 a 十 6 为 最 小 . 由 第 一 个 条 件 , 可 知 R 

必 在 与 PQ 距离 为 h 的 平行 直线 上 . 把 赫 伦 定理 应 用 于 P 和 QQ 与 

g 工 等 距 的 这 种 特殊 情形 就 得 出 了 

答案 : 所 求 的 三 角形 PRQ 是 等 腰 
三 角形 . 

b) 在 三 角形 中 , 设 给 定 一 边 c 

以 及 其 他 两 边 的 和 a 十 b; 在 所 有 这 

样 的 三 角形 里 , 求 面积 为 最 大 的 三 


图 180 给 定 底 和 面积 , 周 长 
最 短 的 三 角形 角形 . 这 刚好 是 a) 的 逆 问 题 ,这 个 
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问题 的 答案 仍然 是 a = b 的 等 腰 三 角形 . 因为 刚才 已 经 证 明 , 在 等 面 
积 三 角形 中 ,这 个 等 腰 三 角形 使 a 十 6 为 最 小 ;也 就 是 说 ,任何 其 他 
以 c 为 底 具 有 同样 面积 的 三 角形 , a 十 6 都 较 大 . 并 且 由 a) 显 然 知 
道 ,任意 以 c 为 底 的 三 角形 ,面积 若 大 于 这 个 等 腰 三 角形 的 话 , a 十 
6 的 值 也 较 大 . 因此 ,任何 其 他 具有 相同 的 a 十 6 和 < 的 三 角形 , 必 
然 面积 较 小 ,所 以 在 给 定 c 以 及 a 十 6 的 条 件 下 ,这 个 等 腰 三 角形 
是 具有 最 大 面积 的 三 角形 . 


晤 4 椭圆 和 双 曲线 的 切线 性 质 ”相应 的 极 值 性 质 


赫 伦 问题 和 某 些 重要 的 几何 定理 有 着 密切 的 关系 . 我 们 已 经 证 
明 过 ,车 尺 是 L 上 使 PR 十 RQ 为 极 小 的 点 ,那么 PR 和 RQ 5L 成 
等 角 . 下 面 我 们 把 这 个 极 小 总 距离 记 作 20. 设 p Ag 分 别 表示 平面 
上 任 一 点 到 P 和 Q 两 点 的 距离 ,我 们 考虑 平面 上 所 有 使 p 十 g = 2a 
的 点 的 轨迹 . 这 个 轨迹 是 一 个 椭圆 , 它 以 P 和 Q 为 焦点 ,并 且 过 直线 

R > L ERR 点 .另外 忆 还 必须 在 尺 点 

和 椭圆 相 切 . WR L BRR 外 ,还 交 

椭圆 于 另 一 点 R', 那 么 L 有 一 段 应 

在 椭圆 内 部 ;因为 容易 知道 ,对 于 椭 

圆 内 部 的 点 , 之 十 9 小 于 2a, 外 部 的 

点 ,大 于 2a, 所 以 这 段 上 的 每 一 点 

H p +a, 要 小 于 2a. 又 因为 我 们 已 

知 L 上 的 点 有 十 9 宇 2a, Alt L 与 椭圆 男 有 交点 是 不 可 能 的 . 所 以 

工 必 在 R SWAI. 但 我 们 知道 ,PR、RQ SL 的 夹 角 是 相等 的 ; 

因此 我 们 附带 的 证 明了 一 个 重要 的 定理 : 椭圆 的 切线 与 切 点 和 焦点 
的 两 条 连 线 成 等 角 . 

下 面 一 个 问题 和 上 面 的 讨论 密切 有 关 : 给 定 一 条 直线 LAME 
两 侧 的 两 点 P 和 Q( 见 图 182), 求 二 上 的 一 点 RR, 使 量 |p 一 g| 即 
由 了 ,Q 到 尺 的 距离 之 差 的 绝对 值 为 极 大 (我 们 将 假定 工 不 是 PQ 的 
垂直 平分 线 ;因为 这 时 对 上 的 任意 点 R 都 使 一 9 等 于 0, 问题 没 


图 181 椭圆 的 切线 性 质 
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有 意义 ). 要 解决 这 个 问题 ,首先 求 
PHL 的 反 影 点 ,得 到 与 Q@ 同 一 侧 
的 点 P .对 于 工 上 任意 点 尺 ,我 们 
A p=RP=RP’,q=RQ.B 
为 R',Q 和 PP’ 可 以 看 作 一 个 三 角形 
的 顶点 ,所 以 量 |1p 一 g |= | R'P' 
一 R'Q | 决 不 会 比 PQ 大 ,这 是 由 于 图 182 | PR 一 QR |= RA 
三 角形 两 边 之 差 不 大 于 第 三 边 的 缘 
故 . 如 果 R',P' 和 Q 都 在 一 条 直线 上 ,如 图 所 示 , | p 一 g | 应 等 于 
P'Q, 所 以 所 要 求 的 点 RR 是 过 P' 与 Q 的 直线 和 工 的 交点 . 和 前 面 的 
情况 一 样 ,很 容易 知道 RP、RQ 5L 成 等 角 , 因 为 三 角形 RPR 和 
RPR "是 全 等 的 . 

这 个 问题 还 和 双 曲 线 的 切线 性 质 有 关 , 正 如 上 一 问题 和 椭圆 有 
关 一 样 . 如 果 差 的 极 大 值 | PR 一 QR | 是 24, 我 们 可 以 考察 平面 上 所 
有 使 | p 一 q | 为 2a 的 点 的 轨迹 . 这 是 以 P 和 Q 为 焦点 ,通过 R 点 的 
双 曲 线 . 容易 知道 ,就 双 曲 线 两 支 之 间 的 区 域内 的 点 来 说 , p 一 q 的 绝 
对 值 是 小 于 2a 的 ,而 对 焦点 所 在 的 双 曲 线 两 侧 的 区 域内 的 点 来 说 ， 
一 9 的 绝对 值 是 大 于 20 的 . 用 与 椭圆 情形 相同 的 论证 ,可 知 工 一 定 
AU HAE R 点 相 切 . 究竟 工 与 两 支 中 的 哪 一 支 相 切 ,要 看 PP 和 Q 
哪 一 点 更 接近 工 而 定 ; 如 果 P BOE, P 附近 的 那 一 支 将 与 L 相 切 , 同 

样 ,对 Q 也 是 如 此 ( 见 图 183). 如 果 

P PHQ SL 的 距离 相等 ,那么 了 上 与 
双 曲 线 的 任 一 支 都 不 相 切 , 取 而 代 
之 的 情形 是 工 成 为 双 曲 线 的 一 个 渐 
近 线 . 只 要 我 们 注意 到 在 这 种 情况 
下 ,前 面 的 作 图 中 因为 直线 P'Q 将 
平行 于 工 , 所 以 不 会 产生 (有 限 ) 点 


图 183 ” 双 曲 线 的 切线 性 质 
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及 ,就 会 觉得 这 个 结果 是 有 道理 的 了 . 

和 前 面 一 样 ,以 上 讨论 已 证 明了 如 下 的 熟知 的 定理 : 双 曲 线 任 
一 点 的 切线 ,平分 这 个 切 点 和 双 曲 线 两 焦点 连 线 所 张 成 的 角 . 

使 人 们 有 点 奇怪 的 是 ,如 果 PH TEL 的 同 侧 ,我 们 要 解决 的 
是 一 个 极 小 问题 ,而 如 果 P 和 Q EL 的 异 侧 , 却 要 考虑 极 大 问题 .但 
是 立刻 可 以 看 到 这 是 很 自然 的 . 在 第 一 个 问题 里 ,如 果 工 向 两 端 (不 
论 哪个 方向 ) 无 限 延 伸 的 话 , 那 么 每 一 个 距离 p 和 4g, 因 而 十 q, 将 
无 限制 地 增 大 . 因此 无 法 求 p 十 q 的 极 大 值 ,而 只 可 能 讨论 极 小 问题 . 
第 二 种 情形 就 大 不 相同 了 ,这 里 已 和 Q EL 的 两 侧 ,在 这 里 为 了 避 
免 混 淆 ,我 们 把 差 靖 一 9 它 的 负 值 9 一 p, 以 及 绝对 值 | p—q | 区 分 
开 来 ;对 于 绝对 值 ,可 以 有 极 大 问题 . 这 种 情形 最 好 这 样 理解 : 如 果 
BUNS R WAR L 运动 ,并 通过 不 同 的 位 置 ,Ri ，R: R ，…. 于 是 
必 有 一 点 使 差 p 一 g 是 零 . 这 就 是 P,Q 的 垂直 平分 线 与 的 交点 . 这 
个 点 就 给 出 了 绝对 值 | p 一 q | 的 极 小 值 . 但 是 ,在 这 个 点 的 一 边 ,pp 
Hg 大 ,而 在 这 个 点 的 男 一 边 ,p 比 g 小 ;因此 , 量 p — 9 在 这 个 点 的 
一 边 , 是 正 的 ,而 在 男 一 边 则 是 负 的 . 所 以 在 | p 一 q |= 0 的 这 个 点 ， 
既 不 是 之 一 4 的 极 大 值 也 不 是 p 一 q 的 极 小 值 . 可 是 ,使 | p 一 g | 取得 
极 大 值 的 点 实际 上 是 p—q 的 极 值 . 如 果 p> 9, 得 到 的 是 p 一 q 的 极 
大 值 ;如 果 q> p, 得 到 的 是 gq 一 p 的 极 大 值 ,因而 是 p 一 g 的 极 小 值 . 
一 9 的 极 大 值 或 极 小 值 能 否 求 得 ,要 看 两 个 给 定点 PQ 对 直线 也 
的 位 置 而 定 . 

我 们 已 经 知道 ,如 果 P QSL 等 距离 ,上 述 的 极 大 问题 是 无 解 
的 ,因为 那 时 图 182 中 的 直线 P'Q 将 平行 于 L. 这 相当 于 尺 无 论 沿 L 
的 哪个 方向 趋 于 无 穷 远 时 ,数量 | p 一 q | 趋 于 一 个 极限 值 . 这 个 极限 
值 等 于 PQ 在 L 上 的 垂直 投影 的 长 度 ( 读 者 可 以 作为 练习 来 证 ). 
MR P QAL 等 距离 ,那么 | p—q | 总 小 于 这 个 极限 ,而 不 存在 极 
大 值 ,这 是 因为 对 每 一 点 R, 我 们 总 能 找到 更 远 的 点 ,使 | 之 一 4 | 更 
大 ,但 它 仍然 不 等 于 s. 
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w5. 到 给 定 曲线 的 距离 的 极 什 


首先 ,我 们 来 确定 由 定点 P 到 给 定 曲线 C 的 最 短 和 最 长 距离 . 
为 了 简单 起 见 ,我 们 假设 C 是 每 一 点 都 有 切线 的 简单 闭 曲 线 , 如 图 
184 所 示 ( 这 里 在 直观 基础 上 承 
认 了 曲线 的 切线 概念 ,这 个 概念 
将 在 下 一 章 进行 分 析 ). 答案 是 
很 简单 的 : 如 果 曲 线 C 上 的 一 点 
RIER PR 是 极 小 值 或 极 大 
值 , 则 必然 使 得 直线 PR 垂直 于 
CHER 点 的 切线 ; 换 句 话说 , PR 
垂直 于 C. 证明 如 下 : 以 P 为 贺 
OFAR 点 的 圆 必 与 曲线 相 切 . 因为 如 果 R 是 具有 最 短 距离 的 点 ,C 
必然 全 部 在 圆 外 ,那么 曲线 不 能 在 R 点 穿 过 圆 ,而 如 果 R 是 具有 最 
长 距离 的 点 ,C 必然 全 部 在 圆 内 ,曲线 也 不 能 在 R 点 穿 过 (这 是 由 于 
下 面 明显 的 事实 : 任意 在 圆 内 部 的 点 ,到 P 的 距离 小 于 RP ,而 如 果 
点 在 圆 的 外 部 , 它 到 卫 的 距离 一 定 大 于 RP). 因此 圆 和 C RFR 
FER 有 同一 切线 . 现在 直线 PR 是 圆 的 半径 , 它 垂直 于 圆 在 尺 点 
的 切线 ,所 以 必 在 R 点 垂直 于 曲线 C. 

附带 指出 ,这 样 一 个 闭 曲线 的 直径 , 即 它 最 长 的 弦 , 必 然 在 它 的 
两 个 端点 垂直 于 C 这 个 证 明 留 给 读者 作 练 习 . 在 三 维 空间 中 有 类 似 
的 命题 和 证 明 . 


习题 : 证 明 连 接 两 个 不 相交 的 闭 曲线 的 最 短 和 最 长 线段 在 其 端点 
处 垂直 于 这 两 条 曲线 . 


第 四 小 节 中 有 关 距 离 的 和 或 差 的 问题 现在 可 以 作 推广 了 . 代替 
直线 工 ,现在 考虑 一 条 每 点 都 有 切线 的 简单 闭 曲线 C, 并 且 给 出 两 个 
不 在 C 上 的 点 P、.Q. 设 请 和 9 分 别 表 示 曲 线 C 上 任意 点 到 P 和 Q 
的 距离 ,我 们 打算 在 C 上 求 出 使 和 pp 十 q 以 及 差 p 一 9 具有 极 值 的 特 


184 ”到 曲线 的 极 值 距离 
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定点 . 为 解决 现在 的 问题 ,用 在 C 是 直线 时 所 用 过 的 反射 作 图 的 简 
单方 法 就 不 行 了 . 但 是 我 们 可 以 用 椭圆 和 双 曲 线 的 性 质 来 解决 现在 
的 问题 . 因为 C 是 闭 曲 线 ,不 再 是 延伸 到 无 穷 远 的 直线 ,所 以 极 大 和 
极 小 问题 在 这 里 都 有 意义 . 这 是 因为 我 们 把 下 面 事实 看 作 是 当然 的 : 
在 一 条 曲线 的 任意 有 限 曲 线段 上 ,特别 是 在 闭 曲 线 上 , 量 p 十 g 和 
p 一 9 有 最 大 值 和 最 小 值 ( 见 87). 

对 于 和 p 十 9 的 情形 , 设 R 是 C 上 使 p 十 gq 为 极 大 值 的 点 ,并 
且 记 2a 为 R 点 的 p 十 g 的 值 . 考虑 焦点 在 P.Q 处 的 椭圆 , 它 是 满 
足 p 十 9 = 2a 的 点 的 轨迹 . 这 个 椭圆 在 R 必 与 C 相 切 ( 这 个 证 明 
留 给 读者 作 练习 ). 但 我 们 已 知 直线 PR、QR 在 R 处 与 椭圆 成 等 
角 ; 因 为 椭圆 与 C 切 于 R, 所 以 直线 PR 和 QR 在 R 处 与 C 也 必 
REM WMR p 十 gq 在 R 是 极 小 值 ,同样 的 方法 可 知 PR.QR 在 R 
处 与 C 成 等 角 . 因此 我 们 得 到 定理 : 给 定 一 条 闭 曲线 C, 以 及 C 
同 侧 的 两 点 P 和 Q; 那 么 车 尺 是 C 上 使 和 pp 十 q 取得 最 大 值 或 最 
小 值 的 点 , 则 直线 PR 和 QR 在 RR 处 与 曲线 C( 即 与 它 的 切线 ) 成 
等 角 . 


图 185 ”PR 十 QR 的 最 大 值 和 最 小 值 图 186 ”PR 一 QR 的 最 小 值 


如 果 己 在 C 的 内 部 而 Q 在 外 部 ,这 个 定理 对 之 +q 的 最 大 值 
也 是 成 立 的 ,但 对 最 小 值 不 成 立 , 因为 这 时 椭圆 退化 为 一 条 
直线 了 . 

以 双 曲 线 的 性 质 代替 椭圆 ,那么 用 完全 类 似 的 方法 ,读者 可 以 证 
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明 下 面 的 定理 : 给 定 闭 曲 线 C 以 及 C 异 侧 的 两 点 已 和 Q; 若 C 上 的 
AR 是 使 p 一 g 取得 最 大 值 或 最 小 值 的 点 ,那么 直线 PR QR 与 C 成 
FA. 我 们 再 一 次 强调 , 闭 曲 线 的 问题 和 无 限 长 的 直线 不 同 , 后 一 个 
问题 要 找 的 是 绝对 值 | p—q | 的 最 大 值 , 而 前 一 个 问题 中 p 一 q 的 最 
大 值 (以 及 最 小 值 ) 是 存在 的 . 


$2 基本 极 值 问 题 的 一 般 原则 
SLR M 
前 面 所 讲 的 那些 问题 ,是 那 种 能 用 分 析 语 言 很 好 地 描述 的 一 
般 问题 的 特例 . 在 求 p+ a 的 极 值 问题 中 ,如 果 我 们 用 z、y 表示 


ARBER o y RREA P HEER, a y 是 Q 点 的 坐标 ， 
那么 


户 一 VC 一石 三 十 (7 一 5 
q=V@—2Y FO). 
于 是 问题 就 变 成 求 函 数 
fla, y) = p+q 


的 极 值 了 . 这 是 平面 内 处 处 连续 的 函数 ,但 具有 坐标 x, y 的 点 是 限 
制 在 给 定 曲线 C 上 的 . 这 条 曲线 可 由 一 个 方程 g(x, y) = 0 来 表示 ; 
例如 ,如 果 曲 线 是 一 个 单位 圆 , 则 方程 是 x 十 y 一 1 = 0. FERN 
的 问题 是 ,在 zx, y BARE g(a, y) = 0 所 限制 的 情况 下 , 求 f(z， y) 
的 极 值 ,我 们 将 考虑 这 种 一 般 形 式 的 问题 . 

为 了 了 解 解 的 特性 ,我 们 考虑 方程 为 a, y) = c 的 一 族 曲 线 ; 
也 就 是 对 任意 的 常数 c, 所 有 以 这 种 方程 所 定义 的 曲线 ,而 对 于 族 中 
任意 一 条 曲线 的 所 有 点 来 说 ,c 是 相同 的 . 我 们 假设 对 平面 上 每 一 
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点 ,曲线 族 fa, y) = < 中 有 一 条 且 仅 有 一 条 曲线 通过 它 (至 少 在 曲 
RC 的 邻近 是 这 样 的 ) ,那么 当 c 变动 时 ,曲线 f(z, y) = ¢ HAR 
平面 的 一 部 分 ,并 且 这 部 分 中 没有 一 个 点 在 扫 的 过 程 中 被 扫 过 两 次 
(曲线 ry =e, 二 y 一 c, 和 工 一 < 都 是 这 样 的 曲线 族 ). 特别 , 族 
中 有 一 条 曲线 会 通过 R 点 ,这 里 R ARERR CEE, y) 取 
到 最 大 值 的 地 方 , 同 时 另 一 条 曲线 将 通过 C 上 使 A(z，?y) 取 到 最 小 
值 的 点 Ro. 设 最 大 值 记 为 a, 最 小 值 记 为 5b. 在 曲线 f(x, y) =a 的 同 
fe y=b 一 侧 , f(z，y) 的 值 将 小 于 a, 而 

在 另 一 侧 则 大 于 a. 因为 在 C 上 
各 点 f(x, y) 过 a,C 必 全 部 在 曲 

R: 线 fr, y) = a 的 一 侧 ; 因 此 它 


A 必 和 曲 线 在 R 处 相 切 . 类 似 ,C 
必 和 曲 线 f y) 二 5 在 Rs 处 
相 切 . 这 样 我 们 就 得 到 一 个 一 般 


图 187 鹃 数 在 曲线 上 的 极 值 性 的 定理 : 如 果 曲 线 C 上 的 一 点 
及 ,使 函数 Se VAAR a ANR f y) = a WRR C 
FR. 


xD 人 = 


2. hl B 


容易 看 出 ,前 一 节 所 述 的 那些 结果 ,是 这 个 一 般 性 定理 的 特殊 情 
形 .假若 p +a 要 有 极 值 ,函数 f(x, DH p+ a 并 且 曲 线 族 
Slay y) = c EA PQ 为 焦点 的 共 焦点 椭圆 . 由 这 个 一 般 性 定理 可 
知 , 过 在 C 上 使 f(z,，?) 取 得 极 值 的 点 的 椭圆 ,要 在 这 些 点 与 曲线 C 
相 切 . 而 在 求 p -a 的 极 值 的 情形 , 函数 (x, y) 是 p 一 g, 曲线 族 
fla, =cBUP.Q 为 焦点 的 共 焦 点 双 曲 线 ,并 且 过 flr, y) 的 极 
值 点 的 双 曲 线 是 和 C 相 切 的 . 

另 一 个 例子 如 下 : 给 定 直线 段 PQ ,和 另 一 条 与 它 不 相交 的 直线 
L. 试问 对 着 L 上 的 哪 一 点 ,PQ 所 张 的 角 最 大 ? 
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CIO I 


图 188 共 焦 点 椭圆 图 189 共 焦 点 双 曲 线 


这 里 要 找 极 大 值 的 函数 是 PQ 对 工 上 各 点 所 张 的 角 0. 对 于 顶 
点 为 平面 上 的 任 一 点 R，PQ 所 张 的 角 是 点 R 的 坐标 的 函数 0 = 
flay y). 由 初等 几何 学 ,我 们 知道 曲线 族 6 = f(z, y) =c 是 过 P、 
Q 的 圆 族 . 这 是 因为 在 弦 同 一 侧 的 所 有 圆周 角 都 相等 的 缘故 . 在 一 般 
情况 下 ,如 图 190 所 示 , 这 些 贺 
中 有 两 个 圆 与 相 切 ,它们 的 
圆心 在 PQ 的 两 侧 . 其 中 一 个 
切 点 给 出 O 的 绝对 最 大 值 ,而 
另 一 个 切 点 产生 “相对 ”最 大 值 
( 即 在 这 点 的 某 个 邻 域内 , 任 一 
点 的 值 小 于 该 点 的 9 值 ). 给 出 -= 
两 个 最 大 值 中 较 大 的 一 个 , 即 190 L EPQ 所 张 的 
绝对 最 大 值 的 切 点 位 于 PQ 延 角 为 最 大 的 点 
KRSER L 组 成 的 锐角 内 ;而 给 定 另 一 个 较 小 最 大 值 的 切 点 ,位 
于 这 两 条 直线 组 成 的 钝 角 内 (线段 PQ 的 延长 线 与 志 的 交点 给 出 9 
的 极 小 值 ,等 于 零 ). 

作为 这 个 问题 的 推广 ,我 们 可 以 用 曲线 C 代替 工 ,并 且 求 C 
上 的 点 R, 使 对 着 这 一 点 ,给 定 与 C 不 相交 的 直线 段 PQ 所 张 的 
角 最 大 或 最 小 . 跟 以 前 一 样 ,过 P、.Q 以 及 尺 的 圆 必 和 CHD 
FR. 
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§3 了 驻 点 与 微分 学 
1. 极 值 和 驻 点 


在 前 面 的 讨论 中 ,没有 用 到 微分 学 的 方法 . 事实 上 ,我 们 的 初等 
方法 比 起 微 积分 来 更 为 简单 而 直接 . 就 科学 思维 的 法 则 来 说 ,尽管 直 
接 考虑 问题 的 各 自 特征 比 只 依靠 一 般 方法 要 更 好 些 , 但 是 每 一 个 问 
题 都 应 以 能 说 明 其 所 用 的 特殊 方法 的 含义 的 一 般 原理 为 指导 . 这 就 
是 微分 学 在 极 值 问题 上 的 真正 作用 . 追求 一 般 化 的 近代 研究 只 表示 
事情 的 一 个 方面 ,因为 数学 的 活力 主要 来 自 各 个 问题 的 特色 及 
其 方法 . 
在 微分 学 的 历史 演变 中 ,有 一 些 极 大 、 极 小 问题 曾 给 它 以 很 大 影 
响 . 极 值 和 微分 学 的 联系 是 这 样 引起 的 . 第 八 章 我 们 将 详细 研究 函数 
FORF PCz) 及 其 几何 意义 . 简单 地 说 ,导数 aE y= f(x) 
在 点 (z，y) 处 的 切线 的 斜率 . 从 几何 上 看 ,光滑 曲线 y = f(z) 在 极 
大 或 极 小 值 处 的 切线 必 是 水 平 的 ,也 就 是 说 ,其 斜率 必 等 于 0. 这 样 ， 
f(z) 的 极 值 必 具 有 条 件 f(x) = 0. 
为 摘 清 广 (z) 等 于 零 的 定 
义 , 让 我 们 来 考察 图 191 中 的 曲 
线 . 这 里 有 五 个 点 ,A, B, C, DD， 
E, 曲 线 在 这 些 点 的 切线 都 是 水 
平 的 ; 设 f(x) 在 这 些 点 的 值 分 别 
a, b, c, d, e. 在 所 画 的 区 间 
内 ,f(z) 的 极 大 值 在 D, 极 小 值 
在 A. 虽然 靠近 DD 的 那些 点 的 
图 191 函数 的 驻 点 f(z) 的 值 要 比 5 来 得 大 ,但 5 却 
比 B 的 邻 域内 其 他 所 有 点 的 
f(x) 值 要 大 ,在 这 个 意义 下 ,点 B 也 是 极 大 点 . 由 此 ,我 们 称 B 为 相 
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对 极 大 ,DD 表示 绝对 极 大 ,类 似 地 ,C 表示 相对 极 小 ,A 表示 绝对 极 
小 . 最 后 ,我 们 观察 EE E ARR f œ = 0, 但 f(x) 既 不 是 极 大 
值 ,也 不 是 极 小 值 . 由 此 可 见 ,f'(z) 等 于 零 是 光滑 函数 f(z) 有 极 值 
的 必要 条 件 , 而 不 是 充分 条 件 ; 换 句 话 说 ,任何 一 个 极 值 ,不 论 是 相对 
极 值 或 绝对 极 值 ,都 有 f O = 0, 但 不 是 任何 使 "(x) = 0 的 点 定 
有 极 值 . 导数 等 于 零 的 点 ,不 论 它 有 极 值 还 是 没有 ,都 叫做 驻 点 . 通过 
更 精密 的 分 析 , 用 比较 复杂 的 以 f(x) 的 高 阶 导 数 表示 的 条 件 , 可 以 
完全 显示 出 极 大 、 极 小 以 及 驻 点 的 其 他 特征 来 . 


喇 2、 多 元 函数 的 极 大 和 极 小 ” 贰 点 


有 一 些 极 值 问题 是 不 能 用 一 元 函数 /(z) 来 表述 的 . 其 中 最 简单 
的 情形 就 是 求 二 元 函数 z= flax, y) 的 极 值 . 

我 们 可 以 把 f(z，y) 解 释 成 一 个 曲面 在 zy 平面 上 的 高 度 z. 比 
方 说 我 们 可 以 把 它 解释 成 像 一 座 山 那样 . f(x+，y) 的 极 大 对 应 山顶 ; 
极 小 对 应 谷底 或 湖底 . 在 这 两 种 情形 下 ,只 要 曲面 是 光滑 的 ,其 切 平 
面 就 是 水 平 的 . 但 除了 山顶 和 谷底 外 ;还 有 另外 的 点 ,其 切 平面 也 是 
水 平 的 : 这 就 是 两 山峰 中 间 的 隘口 对 应 的 点 . 让 我 们 更 详细 的 考察 
这 些 点 . 考察 如 图 192 所 示 的 两 座 山 A 和 B AURAR A RNK 
两 点 C AD BERTA AH CER D. 首先 让 我 们 考察 过 C MD 
的 平面 截 此 曲面 而 得 到 那些 由 C 到 的 路 径 . 每 一 条 这 样 的 路 径 都 
有 一 个 最 高 点 . 若 改变 截 平面 的 位 置 ,路 径 也 就 随 之 改变 . 这 些 路 径 
中 有 一 条 路 径 ,其 最 高 点 在 所 有 路 径 的 最 高 点 中 是 最 低 的 . 这 条 路 径 
的 最 高 点 下 是 山 的 一 个 隘口 ,数学 上 叫做 鞍点 . 显然 ,FE 既 不 是 极 大 
值 也 不 是 极 小 值 ,因为 我 们 可 随意 在 EE 的 邻近 的 地 方 找 到 比 E 高 以 
及 比 低 的 点 .刚才 我 们 把 路 径 限 制 在 平面 内 ,去 掉 这 个 限制 我 们 
可 以 同样 的 去 考虑 任意 路 径 ,鞍点 的 性 质 仍 是 相同 的 . 

类 似 地 ,如 果 我 们 要 由 山顶 A 到 山顶 B, 那 么 任意 一 条 特殊 的 
路 径 都 有 一 个 最 低 点 ;如 果 我 们 仍 只 考虑 截 平面 ,那么 存在 一 条 AB 
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路 径 ,其 最 低 点 在 所 有 路 径 的 最 低 点 中 是 最 高 的 . 这 条 路 径 的 极 小 值 
处 仍 是 上 面 所 找到 的 巨 点 . 这 样 ,鞍点 王 具 有 最 高 极 小 或 最 低 极 大 
的 性 质 ; 也 就 是 一 个 极 大 极 小 值 或 极 小 极 大 值 . 在 EE 处 的 切 平面 是 
水 平 的 ;因为 EE 是 AB 的 极 小 点 ,那么 AB E E 点 的 切线 一 定 是 水 
平 的 ,类 似 的 ,因为 下 是 CD 的 极 大 点 ,CD E E 处 的 切线 也 必 是 水 
平 的 . 所 以 由 这 些 切 线 所 确定 的 切 平面 也 是 水 平 的 . 这 样 ,我 们 找到 
了 有 水 平 切 平面 的 三 种 不 同类 型 的 点 : 极 大 点 , 极 小 点 和 鞍点 ,相应 
这 些 点 ,我 们 有 f(x, y) 的 不 同类 型 的 平稳 值 . 


图 192 山 的 隘口 图 193 相应 的 等 高 线 地 图 


表示 函数 f(x, y) 的 另 一 个 方法 是 画 等 值 线 , 就 像 地 图 中 用 以 
表示 高 度 的 等 高 线 一 样 ( 见 第 293 页 ). 等 值 线 是 x，y -平面 内 使 函 
数 具 有 一 定 值 的 曲线 ;这 样 ,这 些 等 值 线 与 曲线 族 f(x, y) 一 “是 一 
样 的 ,平面 上 任 一 寻常 点 恰 有 一 条 等 值 线 通 过 , 极 大 点 或 极 小 点 是 由 
很 多 的 闭 等 值 线 围绕 着 ,而 在 鞍点 则 有 若干 条 等 值 线 在 此 交叉 . 图 
193 的 等 值 线 表示 了 图 192 的 图 像 ,这 里 明显 看 出 EE 的 极 大 - 极 小 性 
质 : 联结 A 和 B 且 不 经 过 E 的 任意 一 条 路 径 , 必 须 通过 f(x, y) < 
SCE) 的 区 域 ,而 图 192 的 路 径 AEB E E 点 为 极 小 . 同样 可 以 看 出 ， 
f(a, 》) 在 玉 点 的 值 是 所 有 联结 C, D 路 径 中 的 最 小 的 极 大 . 


3. NRA RRS 


驻 点 的 一 般 理 论 和 拓扑 概念 之 间 有 着 密切 的 联系 . 我 们 这 里 只 
能 举 一 个 简单 的 例子 对 这 种 思想 作 一 简短 的 介绍 . 
让 我 们 考虑 在 边界 为 C 和 C ”的 一 个 环形 岛 B 上 的 山脉 . 如 果 我 
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们 仍 用 w 二 fr, y) 表示 海拔 高 度 ,在 C 和 C 上 f(zx, y) = 0, 而 
在 B 的 内 部 f(x, y) >0, 那么 这 个 孤岛 上 必须 至 少 存在 一 个 山 
的 队 口 ,如 由 图 194 中 等 值 线 的 交点 所 表示 . 从 直观 上 看 ,这 好 像 
一 个 人 试图 从 C 走 到 C 而 尽 可 能 
的 不 去 忠 高 所 必须 经 过 的 点 . 由 C 
到 C' 的 每 一 条 路 径 必 有 一 个 最 高 
点 ,如 果 我 们 选择 的 是 使 其 最 高 点 
尽量 低 的 路 径 ,那么 这 条 路 径 的 最 
高 点 就 是 二 flr, y) 的 一 个 鞍点 
(一 座 环绕 此 岛 的 山脉 的 山顶 有 一 
水 平 切 平面 的 情形 ,是 一 个 简单 的 aiii 

例外 ). 一 般 来 说 ,以 条 曲线 为 界 的 区 域 必定 至 少 存在 p 一 1 个 极 
小 极 大 型 的 驻 点 . 莫 尔 斯 C(M. Morse) 发 现 ,在 更 高 维 空间 内 也 成 立 
着 类 似 的 关系 ,在 高 维 空间 内 有 更 多 的 拓扑 可 能 性 以 及 更 多 种 类 
型 的 驻 点 . 这 些 关系 形成 了 近代 驻 点 理论 的 基础 


4, 点 到 曲面 的 距离 


对 一 点 了 到 一 条 闭 曲 线 的 距离 来 说 , (至 少 ) 有 两 个 平稳 值 : 
极 小 值 和 极 大 值 . 如 果 我 们 考虑 的 只 是 与 球 拓扑 等 价 的 曲面 C, 例 
如 一 个 椭 球 面 ,把 这 个 结果 推广 到 三 维 空间 就 不 会 出 现 什 么 新 现 
象 .但 如 果 是 有 较 高 亏 格 的 曲面 ,例如 环 面 ,就 会 产生 新 的 现象 . 由 
己 到 环 面 C 仍然 有 最 短 距 离 和 最 长 距离 ,而 且 这 两 条 线段 垂直 于 
C. 现在 增加 的 是 ,我 们 找 出 不 同类 型 的 极 值 表示 极 小 极 大 或 极 大 
极 小 . 为 了 找到 它们 (如 图 195 所 示 ) ,我 们 在 环 面 上 画 一 条 闭 “ 子 
午 线 ”, 即 加 上 ,并且 我 们 找 出 L 上 最 接近 PP 的 点 Q. 然后 ,我 们 移动 
,使 距离 PQ 成 为 : a) 最 小 . 这 个 Q 就 是 C 上 最 接近 P 的 点 ;b) 最 
K. 这 就 得 到 了 另 一 个 驻 点 . 我 们 可 以 像 刚 才 那 样 ,在 工 上 找到 距 书 
最 远 的 点 ,然后 移动 工 使 这 个 最 大 距离 成 为 : c) 最 大 ,这 就 得 到 C 
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EE P 最 远 的 点 . d) 最 小 . 这 样 我 们 就 得 到 了 距离 函数 的 四 个 不 同 
的 平稳 值 . 


图 196 
“ 习题: 如 图 196 所 示 , 用 C 上 另 一 类 不 能 收缩 为 一 个 点 的 线 L', 重 
复 上 文 的 推理 . 


$4 施 瓦 茨 的 三 角形 问题 
嗓 1， 施 瓦 茨 的 证 明 


施 瓦 蒋 (H. A. Schwarz) (1843~1921) 是 柏林 大 学 的 杰出 数学 
家 ,是 一 位 在 近代 函数 论 和 分 析 方 面 有 巨大 贡献 的 学 者 . 但 他 并 不 轻 
视 初 等 的 题目 ,他 有 一 篇 论文 讨论 过 下 面 的 问题 : 给 定 一 个 锐角 三 
角形 , 求 内 接 于 它 且 周 长 最 短 的 三 角形 (内 接 三 角形 的 意思 是 指 它 的 
顶点 分 别 在 原 三 角形 的 每 一 边 上 ). 我 们 将 看 到 ,确实 只 存在 一 个 这 
样 的 三 角形 ,并 且 它 的 顶点 是 给 定 三 角形 的 高 线 在 边 上 的 垂 足 . 我 们 
叫 这 个 三 角形 为 垂 足 三 角形 . 

施 瓦 芯 利用 反射 法 和 初等 几何 学 中 的 下 述 定理 证 明了 垂 足 
三 角形 的 极 小 性 质 ( 见 图 19): 在 每 个 顶点 ,P,Q,R 处 , 垂 足 三 
角形 两 条 边 和 原 三 角形 的 那 条 边 的 两 个 夹 角 相等 , 且 等 于 原 三 
角形 中 这 个 边 所 对 的 顶 角 . 例如 , 角 ARQ 和 和 角 BRP 都 等 于 角 C, 
等 等 . 
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为 了 证 明 这 个 预备 定理 . RINE 
意 人 OPB # ZORB 都 是 直角 ,所 以 
四 边 形 OPBR 可 以 内 接 于 一 个 圆 . 于 
Æ ZPBO = ZPRO, 这 是 因为 它们 
对 着 外 接 圆 的 同一 弧 PO 的 缘故 . A 
为 CQB 是 直角 ,因此 人 PBO 是 人 人 C 
的 余 角 ,又 人 PRO 是 人 PRB 的 余 角 ， 
所 以 人 PRB 等 于 人 C. 用 同样 的 方法 ， 
利用 四 边 形 QORA ,可 知 人 QRA = 
ZC; 等 等 . 


B 


图 197 ”标明 了 等 角 的 垂 足 
三 角形 ABC 


这 个 结果 使 我 们 能 够 说 明 垂 足 三 角形 的 反射 性 质 如 下 : 例如 ， 
因为 ZAQR = ZCQP, 则 RQ 对 AC 边 的 反射 映像 是 PQ 的 延长 


线 , 反 过 来 也 对 ;而 其 他 的 边 也 是 如 此 . 


我 们 现在 来 证 明 垂 足 三 角形 的 极 小 性 质 . 设 在 三 角形 ABC 中 ， 
除了 垂 足 三 角形 之 外 ,还 有 任意 另 一 个 内 接 三 角形 UVW. 整个 图 形 


图 198 施 瓦 蒋 对 垂 足 三 角形 具有 


首先 对 ABC 的 AC 边 进行 反射 ,所 
得 到 的 三 角形 再 对 它 的 AB 边 反射 ， 
然后 同样 对 BC 反射 ,再 对 AC, 最 后 
对 AB 反射 . 用 这 个 方法 ,我 们 总 共 
得 到 了 六 个 全 等 三 角形 , 且 每 个 三 角 
形 中 都 有 垂 足 三 角形 和 另外 那个 内 
接 三 角形 . 最 后 那个 三 角形 的 BC 边 
平行 于 原 三 角形 的 BC 边 . 因为 在 第 
一 次 反射 中 , BC 顺 时 针 旋 转 了 一 个 
f 2C. 然后 再 顺 时 针 转 一 个 角 2B; 
第 三 次 反射 对 它 没有 作用 ,在 第 四 次 
中 它 反 时 针 旋 转 一 个 角 2C, 在 第 五 
次 中 它 反 时 针 旋 转 一 个 角 2B. 这 样 
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总 起 来 转 过 的 角 是 零 . 

由 垂 足 三 角形 的 反射 性 质 可 知 , 线 段 PP' 等 于 垂 足 三 角形 周 长 
的 两 倍 ; 因为 PP' 是 六 条 线段 组 成 的 ,它们 依次 是 这 个 三 角形 的 第 一 
个 边 ,第 二 个 边 和 第 三 个 边 , 且 每 一 边 出 现 两 次 类 似 地 由 UU 到 U' 的 
折线 是 另 一 个 内 接 三 角形 周 长 的 两 倍 , 这 条 折线 不 短 于 UU’ 间 的 直 
RE. 因为 直线 UU ATF PP’ ,UU' 间 的 折线 不 短 于 PP’, 所 以 垂 
足 三 角形 是 任意 内 接 三 角形 中 周 长 最 短 的 . 这 就 是 我 们 要 证 明 的 . 这 
样 我们 同时 证 明了 存在 一 个 极 小 值 , 且 它 由 垂 足 三 角形 给 出 . 我 们 将 
马上 看 到 再 没有 其 他 的 (内 接 ) 三 角形 其 周 长 等 于 垂 足 三 角形 了 . 


"2. 另 一 种 证 法 


也 许 施 瓦 茨 问题 的 最 简单 的 解法 是 下 面 这 种 方法 . 方法 的 基础 
是 本 章 早先 证 明 过 的 一 个 定理 : 设 P, Q 为 不 在 直线 L 上 目 在 L 的 
同 侧 的 两 点 ,在 L 上 使 P 经 L 到 Q 的 距离 为 最 短 的 点 尺 , 必 在 该 处 
使 PR、RL AGL 成 等 角 . 我 们 假定 三 角形 POR 内 接 于 三 角形 ABC， 
且 是 这 个 极 小 问题 的 解 . 那么 R 必 是 AB 边 上 使 p +a 为 极 小 值 的 
点 ,因而 ARQ 和 人 BRP 必 相 等 ;类似 ,， 人 AQR = ZCQP, 
ZBPR 二 人 CPQ. 这 样 ,最 小 的 三 角形 如 果 存 在 的 话 , 必 具 有 施 瓦 
蒋 证 法 中 所 用 到 的 等 角 性 质 . 剩 下 需要 证 明 的 是 ,只 有 垂 足 三 角形 具 
有 这 个 性 质 . 此 外 ,因为 证 明 依据 的 定理 是 假定 P.Q ARE AB 上 的 ， 
所 以 当 PQR 中 有 一 点 是 原 三 角形 的 一 个 顶点 时 ,证 明 不 能 成 立 . 
(在 这 种 情形 ,最 小 三 角形 将 退化 为 对 应 高 线 的 二 倍 . ) 所 以 为 了 得 到 
完整 的 证 明 , 我 们 还 必须 证 明 垂 足 三 角形 的 周 长 小 于 任意 一 条 高 线 
的 二 售 . 

为 了 解决 第 一 点 ,我 们 注意 ,一 个 内 接 三 角形 如 果 具 有 上 面 指 出 
的 等 角 性 质 的 话 ,那么 在 P,Q FIR 处 的 这 些 等 角 将 分 别 等 于 人 A， 
LB AZC. 不 然 的 话 ,比如 假设 ， 

ZARQ = ZC +ò. 


第 7 章 极 大 与 极 小 。361 。 


那么 ,因为 三 角形 内 角 和 等 于 180", 为 了 使 三 角形 ARQ 和 BRP 
的 三 个 内 角 和 都 等 于 180", 则 在 Q AEN iy BS, 在 书 处 的 角 为 
A 一 6. 于 是 ,三 角形 CPQ 的 内 角 和 是 
A—8+B—8+C = 180°—26; 


另 一 方面 ,这 个 和 又 必须 是 180°. 因此 $ 应 该 等 于 0. 我 们 已 经 知道 
垂 足 三 角形 有 这 个 等 角 性 质 . 因此 任意 一 个 具有 这 种 性 质 的 三 角形 
的 边 应 当 平 行 于 垂 足 三 角形 的 对 应 边 ; 换 名 话说 ,两 个 三 角形 相似 ， 
且 取 向 相同 . 读者 可 以 自己 证 明 : 没有 其 他 这 样 的 三 角形 能 够 内 接 
于 原来 给 定 的 三 角形 ( 见 图 200). 

最 后 ,我 们 将 证 明 , 假 若 原 三 角形 的 内 角 都 是 锐角 的 话 , 垂 足 三 
角形 的 周 长 小 于 任意 高 线 的 二 倍 . 我 们 延长 QP 和 QR ,并 且 由 B 向 
QP, QR 和 PR 作 垂 线 , 这 样 得 到 点 
L.MAN. ix Bt QL 和 QM 分 别 是 
高 线 QB 在 直线 QP 和 QR 上 的 投 
影 . 所 以 QL 十 QM 一 2QB. 现在 
QL +QM 等 于 p, 这 里 p 是 垂 足 三 
角形 的 周 长 . 因为 角 MRB 和 NRB 
相等 , 且 在 M 和 NN 处 的 角 是 直角 ， 
所 以 三 角形 MRB 和 NRB 全 等 .于 
是 RM = RN, 所 以 QM = QR 十 图 201 
RN. 同 理 , 可知 PN = PL, 因此 
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QL =QP 十 PN. 所 以 我 们 有 
QL +QM = QP+QR+PN+NR 
=QP +QR +PR =p, 
但 我 们 已 经 证 明了 2QB>QL+QM. 所 以 小 于 高 线 QB 的 二 倍 ， 
由 完全 同样 的 方法 可 以 证 明 p 小 于 任意 高 线 的 二 倍 . 这 就 是 所 要 证 
明 的 . 于 是 , 垂 足 三 角形 的 极 小 性 质 就 完全 证 明了 . 
附带 指出 ,前 面 的 作 图 使 我 们 可 以 直接 计算 p. 我 们 已 知人 PQC 和 
RQA 等 于 人 B, 所 以 人 PQB = ZRQB = 90° — ZB, 因而 
cos(PQB) = sinB. 
| 根据 初等 三 角 学 , QM = QL = QBsinB, }# AA p= 2QBsinB. 按 同 样 方 
法 ,可 以 证 明 p = 2PAsin A = 2RCsin C. 由 三 角 学 ,我 们 知道 
RC = asinB =bsinA, 等 等 ,由 此 得 到 
p = 2asinBsinC = 2bsinCsinA = 2csinA sin B. 
最 后 ,因为 a 二 2rsinA, b= 2rsinB, c= 2rsinC, 其 中 ~ 是 外 接 圆 的 半径 ， 


我 们 得 到 对 称 表达 式 ， 
p = 4rsinA sin BsinC. 
3. 钝 角 三 角形 


前 面 的 两 个 证 明 都 是 假定 角 A fa B 和 和 角 C 全 是 锐角 . 如 果 如 

图 202 所 示 , 设 C 是 钝 角 , 则 点 P 了 和 Q 将 落 在 三 角形 的 外 部 . 严格 地 
说 , 垂 足 三 角形 将 不 是 原 三 角形 的 内 接 三 角形 ,除非 我 们 将 内 接 三 角 
形 的 含义 推广 为 ; 一 个 三 角形 的 顶 
点 在 原 三 角形 的 边 或 边 的 延长 线 上 . 
不 管 怎样 ,现在 垂 足 三 角形 不 能 给 出 
最 小 的 周 长 ,这 是 因为 PR > CR, H 
$ QR > CR; 所 以 p = PR 十 QR 十 
图 202 钝 角 三 角形 的 垂 足 三 角形 了 Q >2CR 的 缘故 , 由 第 二 个 证 明 的 
第 一 部 分 中 的 推理 知道 ,如 果 最 短 周 
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长 不 由 垂 足 三 角形 给 出 , 必 是 某 条 高 线 的 二 倍 ,于 是 我 们 得 出 结论 ， 
就 钝 角 三 角形 来 说 . 具有 最 短 周 长 的 “内 接 三 角形 ”是 最 短 高 线 的 二 
倍 ,虽然 这 并 不 是 真正 的 三 角形 . 不 过 ,人 们 可 以 找到 真正 的 三 角形 ， 
其 周 长 与 最 短 高 线 的 二 倍 之 差 可 以 任意 的 小 . 对 于 锐角 三 角形 和 钝 
角 三 角形 的 分 界 , 即 直角 三 角形 的 情形 ,这 两 个 解 ( 二 倍 最 短 高 线 和 
垂 足 三 角形 ) 是 一 致 的 . 

关于 钝 角 三 角形 的 垂 足 三 角形 是 否 有 某 种 类 型 极 值 性 质 这 个 有 
趣 的 问题 ,我 们 这 里 不 能 讨论 了 ,而 仅 能 指出 : 垂 足 三 角形 不 给 出 边 
之 和 (z 十 4 十 7) 的 最 小 值 ,但 却 给 出 表达 式 Har) 的 极 小 极 大 
型 的 平稳 值 ,这 里 r 表示 内 接 三 角形 中 对 着 钝 角 的 边 . 

晤 4. 由 光线 形成 的 三 角形 

如 果 三 角形 ABC 代表 一 间 三 面 墙壁 都 能 反射 光线 的 房子 , 那 
么 垂 足 三 角形 是 房 内 光线 行进 的 唯一 可 能 的 三 角形 路 径 . 当然 可 能 
有 另外 闭 的 多 边 形 路 径 ,如 图 203 所 示 , 但 垂 足 三 角形 是 唯一 有 三 个 
边 的 这 种 多 边 形 . 

我 们 可 以 把 这 个 问题 推广 为 : 在 由 
一 条 或 几 条 光滑 曲线 所 围 成 的 任意 区 域 
内 , 求 可 能 的 “光线 三 角形 ;也 就 是 ,所 求 
的 三 角形 的 顶点 都 在 边界 曲线 上 ,并 且 它 
的 相 邻 两 边 分 别 与 曲线 的 夹 角 相 等 ,在 
$1 中 ,我 们 已 知 , 角 的 相等 性 是 两 边 之 
和 为 极 大 或 极 小 的 条 件 , 由 此 我 们 可 以 根 ”图 203 二 角形 镜 内 的 
据 不 同情 况 , 找 出 不 同类 型 的 光线 三 角 封闭 光线 路 径 
形 . 例如 ,如 果 我 们 考察 的 是 一 简单 光滑 
曲线 C 的 内 部 ,那么 极 小 周 长 的 内 接 三 角形 必 是 光线 三 角形 . 或 者 
像 M' 莫 尔 斯 (M. Morse) 建 议 作者 的 那样 ,我 们 可 以 考察 三 条 光滑 
闭 曲 线 的 外 部 . 一 个 光线 三 角形 ABC 的 特点 是 它 的 长 度 有 平稳 值 ; 
这 个 值 可 以 对 于 所 有 三 点 A.B、C 都 是 最 小 ;也 可 以 对 任意 一 组 点 ， 
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图 204 一 207 三 圆 之 间 光 线 三 角形 的 四 种 类 型 
例如 A 和 B 是 最 小 ,而 对 于 第 三 点 C 是 最 大 ;也 可 以 是 对 于 一 个 点 
是 最 小 ,而 对 于 其 他 两 个 点 是 最 大 ;最 后 也 可 以 对 于 所 有 的 三 个 点 都 


是 最 大 . 因为 这 三 个 点 中 每 一 点 都 可 以 独立 的 取 最 大 或 最 小 ,所 以 总 
起 来 至 少 保证 存在 2° = 8 种 光线 三 角形 . 


嗓 " 5. 有 关 反 射 和 人 遍历 运动 的 说 明 


描述 在 无 限 长 的 时 间 里 质点 在 空间 的 “ 轨 线 ?或 光线 的 运动 路 
径 ,这 是 动力 学 和 光学 中 比较 感 兴趣 的 一 个 问题 . 如 果 用 某 种 物理 装 
置 使 质点 或 光线 限制 在 空间 的 有 限 范围 内 ,一 个 特别 有 趣 的 问题 是 
要 知道 ,在 极限 的 时 候 , 轨 线 能 否 以 几乎 是 相等 的 分 布 来 充满 这 一 范 
围 , 这 样 一 种 轨 线 叫做 遍历 的 . 遍历 线 存在 的 假定 ,是 近代 力学 和 原 
子 论 中 统计 方法 的 基础 . 但 是 ,能 给 出 “遍历 假设 ”以 严格 数学 证 明 的 
有 关 例 子 ,现在 还 知道 得 很 少 . 

最 简单 的 例子 ,是 关于 平面 曲线 C 的 内 部 的 运动 . 这 里 C 假设 
为 能 起 完全 反射 作用 的 一 面 墙 ,而 自由 质点 碰 到 它 的 表面 时 ,以 等 角 
反射 出 去 . 例如 ,一 个 长 方形 箱子 (一 个 理想 化 的 能 够 完全 反射 的 台 
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球 桌子 ,质点 就 像 台球 . ) 一 般 都 能 引出 一 条 遍历 线 ;除了 对 某 些 特殊 
的 初始 位 置 的 方向 外 ,这 个 理想 化 的 永远 继续 运动 的 台球 ,将 到 达 每 
一 点 的 附近 . 虽然 从 原则 上 讲 证 明 并 不 困难 ,但 是 我 们 还 是 略 
ETE. 

特别 有 趣 的 是 ,以 Fi 和 Fe 为 焦点 的 椭圆 桌面 的 情况 . 因为 椭 
圆 的 切线 和 切 点 与 两 焦点 的 连 线 成 等 角 , 每 一 条 过 一 个 焦点 的 轨 
线 反射 后 将 经 过 另 一 焦点 ,如 此 继续 不 停 . 不 难看 出 ,不 管 初始 方 
向 怎样 ,反射 几 次 后 的 轨 线 , 随 n 的 增加 , 必 逐 渐 接近 于 长 轴 
F Fe 如 果 初 始 射线 不 通过 焦点 , 则 将 有 两 种 可 能 . 如 果 它 穿 过 焦 
点 之 间 , 则 所 有 的 反射 线 也 将 穿 过 焦点 之 间 ,而 且 全 都 和 以 F, F 
为 焦点 的 某 个 双 曲 线 相 切 . 如 果 初 始 射线 不 分 隔 Fl 和 F;, 则 没有 
RARR FF 分开, 它们 将 全 和 以 FF 、F; 为 焦点 的 另 一 个 椭 
圆 相 切 . 因此 就 椭圆 整体 而 论 , 没 有 任何 一 种 情况 使 运动 是 
遍历 的 . 

“习题 : 1) 证 明 : 如 果 初 始 射线 通过 椭圆 的 一 个 焦点 , 则 当 增加 
时 初始 光线 经 次 反射 后 将 趋 近 于 主轴 . 
2) 证 明 : 如 果 初 始 光线 通过 两 个 焦点 之 间 , 则 所 有 的 反射 线 也 都 如 

此 ,并 且 它们 全 将 和 以 F, Fo 为 焦点 的 某 个 双 曲 线 相 切 , 类 似 地 ,如 果 初 

始 光 线 不 通过 焦点 之 间 , 则 所 有 的 反射 线 也 将 如 此 , 且 它 们 全 将 和 以 已 ， 

Fy 为 焦点 的 某 个 椭圆 相 切 (提示 : 先 证 明 在 RR 点 ,反射 前 和 反射 后 的 光线 

分 别 与 直线 RE, ARF: 成 等 角 , 然 后 证 明 共 焦 点 的 二 次 曲线 的 切线 具有 

这 种 特性 ). 


$5 施 泰 纳 问题 
1. 问题 及 解答 


十 九 世纪 初叶 ,柏林 大 学 几何 方面 的 著名 学 者 施 泰 纳 ,研究 了 一 
个 非常 简单 但 却 很 有 启示 性 的 问题 : 将 三 个 村 庄 用 总 长 为 极 小 的 道 
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路 连接 起 来 . 从 数学 上 来 说 ,就 是 在 平面 内 给 定 三 个 点 A、.B.C 找 出 
平面 内 第 四 个 点 也, 使 得 和 数 a 十 2 十 < 为 最 短 ,这 里 a、b、c 分 别 表示 
P 到 A、B.C 的 距离 .问题 的 答案 是 : 如 果 三 角形 ABC 的 每 个 内 角 
都 小 于 120", 那 么 P REH AB, BC, CA 对 该 点 所 张 的 角 都 是 
120° 的 点 .但 是 如 果 ABC 有 一 个 角 ,例如 C 角 , 大 于 或 等 于 120°, HK 
么 点 也 和 顶点 C 重合 . 
B 如 果 我 们 利用 前 面 有 关 极 值 的 那些 
结果 ,这 个 解 是 很 容易 得 到 的 . 假设 已 是 
P ”所 求 的 最 小 点 , 则 只 能 有 两 种 可 供 选 择 的 
不 同情 况 , 或 者 与 顶点 A、B、C 中 的 某 
一 个 重合 ,或 者 P 与 这 些 顶 点 都 不 同 . 在 
C 第 一 种 情形 ,显然 P 必 是 ABC 的 最 大 角 
图 208 到 三 点 的 距离 C 的 顶点 ,因为 CA 十 CB 比 三 角形 ABC 
之 和 最 小 。 的 任意 其 他 两 边 的 和 都 小 . 这 样 ,要 完成 
我 们 命题 的 证 明 ,就 必须 分 析 第 二 种 情形 . 设 K 是 一 个 以 C 为 圆心 
为 半径 的 圆 . 那么 已 必须 是 K 上 使 PA 十 PB 为 最 小 的 点 . 如 果 A 和 
了 在 天 外 ,如 图 209 所 示 , 那 么 ,根据 。 
8$ 1 的 结果 ,PA 和 PB 与 圆 K 的 夹 角 应 
该 相等 ,因此 与 半径 PC 所 夹 的 角 相等 ， 
这 里 半径 PC 是 垂直 于 K 的 . 用 以 a 为 
半径 A 为 圆心 的 圆 ,对 已 作 同样 的 推 
理 , 就 得 到 , PA, PB, PC 所 成 的 三 个 角 
都 相等 且 等 于 120", 正 如 前 面 所 述 的 一 
FE. 这 个 论证 基于 A AB 同时 在 天 外 的 
假设 ,而 这 一 点 还 需要 证 明 . 现在 ,如 果 AB 中 至 少 有 一 点 ,比如 A, 
是 在 天 EREK 内 ,那么 因为 假设 P 不 与 A 或 B 相 重 合 ,我 们 应 
该 有 a 十 5 宇 AB. 但 A 不 在 K 外 , 知 AC <c. 因此 


> 


图 209 
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a+b+c>AB+AC 


RRB, 4 PSA 重合 时 ,我 们 才 得 到 最 短 的 距离 和 ,而 这 与 假设 
矛盾 . 这 就 说 明 A 与 B 是 同时 在 圆 K 外 的 . 用 其 他 组 合 (B,C 对 于 
以 a 为 半径 A 为 圆心 的 圆 , 以 及 A,C 对 于 以 65 为 半径 B 为 圆心 的 
圆 ) 同 样 地 可 以 证 出 其 他 的 相应 结果 . 


号 2， 两 种 不 同情 况 的 分 析 


要 想 知道 已 实际 在 两 种 情形 中 的 哪 一 种 情形 出 现 ,就 必须 考 
E P KERR. 为 了 找到 P, 我 们 只 和 需 画 两 个 圆 Ki, K ,使 两 个 边 
(比如 AC 和 BC) 对 着 120 的 弧 . 这 时 ,AC 把 Ki 分 割 成 两 部 分 ,对 
Ki 短 弧 上 任意 一 点 ,AC 所 张 的 角 都 是 120", 但 对 长 统 上 任 一 点 ， 
AC 所 张 的 角 都 是 60`. Ki, Ke 的 两 个 短 弧 的 交点 如 果 存 在 ,那么 
它 就 是 所 求 的 点 已 ,因为 这 时 不 只 是 AC 和 BC 对 尸 所 张 的 角 是 
120 ,而 且 AB 所 张 的 角 也 是 120°. 这 是 因为 这 三 个 角 的 总 和 等 于 
360° 的 缘故 . 

如 图 210 所 示 , 若 三 角形 ABC 中 没有 一 个 角 大 过 120", 则 两 个 
短 弧 的 交点 在 三 角形 内 部 . 另 一 方面 ,如 果 三 角形 ABC 中 的 一 角 ， 
例如 C, 大 于 120 ,那么 K 和 K: 的 两 个 短 弧 将 不 相交 ,如 图 211 所 
示 . 在 这 种 情形 ,不 存在 使 三 个 边 所 对 的 角 都 是 120" 的 点 P. 然而 ， 
Ki 和 K 确定 一 个 交点 已 ,对 于 该 点 ,AC 和 BC 所 张 的 角 各 都 是 
60 ,而 钝 角 的 对 边 AB 所 张 的 角 却 是 120°. 


211 
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三 角形 车 有 一 角 大 于 120°, 那么 就 没有 使 每 个 边 所 张 的 角 都 是 
120 的 点 . 因此 具有 最 小 值 的 点 P 必 和 一 个 顶点 重合 ,由 于 这 是 仅 能 
有 的 另 一 种 情形 ,所 以 它 必定 是 钝 角 的 顶点 . 从 另 一 方面 来 看 , 若 三 
角形 所 有 的 角 都 小 于 120 ,我 们 能 够 作出 点 了 而 使 每 边 对 P 所 张 之 
RH 120°. 但 是 为 了 完成 我 们 定理 的 证 明 , 还 必须 证 明 这 个 a 十 b 十 c 
确实 比 P 与 任意 一 个 顶点 重合 时 要 小 ,因为 我 们 以 前 只 证 明了 如 果 
不 能 从 顶点 之 一 得 到 最 短 总 长 的 话 , 则 了 P 给 出 最 小 值 . 因此 ,我 们 必 
须 证 明 a 十 6 十 c 小 于 任意 两 边 的 和 ,比如 AB + AC. 为 了 做 到 这 一 - 
点 ,我 们 延长 BP, 并 且 把 A 投影 在 这 条 直线 上 ,得 到 点 D( 图 212). 


因为 ZAPD = 60°, 射影 PD WK BEE a. 现在 BD 是 AB Hrt B 
MP 的 直线 上 的 射影 ,所 以 BD < AB. {E BD = 5 十 去 ,所 以 6 十 


Fa <AB. 同 理 ,投影 A 于 PC 延长 线 上 ,我 们 知道 c 十 二 a < AC, 


加 起 来 ,我 们 得 到 不 等 式 a 十 6 十 c 二 AB 十 AC. 因为 我 们 已 经 知道 ， 
如 果 最 小 点 不 是 一 个 顶点 , 它 必定 是 P, 所 以 最 后 看 出 这 个 P 确实 
是 使 a -teb 十 c 为 最 小 值 的 点 . 


3， 一 个 补充 问题 


数学 上 的 形式 方法 往往 会 使 人 得 到 出 乎 意料 的 结果 . 例如 , 角 

C 如 果 大 于 120", 上 述 的 几何 作 图 作出 的 不 是 解 P( 在 此 情况 , 解 
就 是 点 C 本 身 ) 而 是 另 一 点 P. 对 着 
P ,三 角形 ABC 的 大 边 AB 所 张 的 角 
为 120" ,并 且 两 个 较 小 的 边 所 张 的 角 为 
60°. 已 当然 不 解决 我 们 的 极 小 问题 ,但 
我 们 可 以 猜想 它 和 这 个 问题 有 某 种 联 
系 . 其 实 已 是 下 述 问题 的 解 : 求 使 表达 
图 212 式 a 十 0 一 < 为 最 小 的 点 . 这 个 证 明和 上 
面 对 于 a 十 6 十 c 所 给 出 的 证 明 完全 类 
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似 ,这 里 要 用 到 S. 第 五 小 节 的 结果 ,我 们 把 它 作为 练习 留 给 读者 . 
结合 前 面 的 结果 ,我 们 得 到 一 个 定理 : 
如 果 三 角形 ABC 的 角 都 小 p 
于 120", 那 么 使 分 别 到 A,B,C 的 ETN, 
距离 a,6,c 之 和 为 最 小 的 点 是 在 
使 得 三 角形 的 每 一 边 所 张 的 角 是 疙 
120° 的 地 方 ,而 a 十 6 一 c 在 顶点 C 
处 最 小 . 如 果 三 角形 有 一 个 角 , 设 
为 C, 大 于 120°, ABA ETI C Ab, a 十 b 十 c 最 小 ,而 使 4 十 b 一 c 为 最 
小 的 点 使 三 角形 的 两 个 短 边 所 张 的 角 是 60" ,长 边 所 张 的 角 是 120°. 
这 样 ,这 两 个 极 小 问题 ,一 个 总 是 可 以 由 圆 的 作 图 解决 , 另 一 个 ， 
顶点 就 是 解 . 当 ZC = 120° 时 ,每 一 个 问题 的 两 个 解 和 这 两 个 问题 
的 解 是 一 致 的 ,因为 那 时 由 作 图 法 所 得 到 的 点 恰好 是 顶点 C. 


号 4. 说 明 与 习题 


如 果 在 等 边 三 角形 UVW 内 ,由 点 卫 作 三 条 垂 线 P4,PB ,PC， 
如 图 214 所 示 , 于 是 A、.B.C AP 就 组 成 
上 面 所 讨论 的 图 形 . 这 个 说 明 能 用 于 解决 
施 泰 纳 问 题 : 先 由 点 A, B,C 开始 ,然后 
找 UVW. 


图 213 a 十 6 一 c= 极 小 值 


Ww 


习题 : 1) 等 边 三 角形 内 任 一 点 到 三 边 的 
RAE RR FR HAIDER, i 
m exe) | 照 上 面 说 明 的 方案 ,作出 问题 的 解答 
另 一 种 证 法 2) 利用 点 已 在 UVW 之 外 时 相应 的 事实 ， 
讨论 补充 问题 
在 三 维 情形 ,我 们 可 以 研究 类 似 的 问题 : AEA A, B. C, DD 求 第 
五 个 点 P, 使 得 a 十 5 十 c 十 d 是 极 小 值 . 
"习题: 利用 $ 1 中 的 方法 ,或 利用 正四 面体 ,研究 这 个 问题 以 及 它 
的 补充 问题 
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5. 推广 到 道路 网 问题 


施 泰 纳 问题 中 ,给 定 了 三 个 固定 点 A, B,C. 很 自然 地 可 以 把 
这 个 问题 推广 到 给 定 ”个 点 Ai ，A:，…，A, 的 情形 ;我 们 要 求 
a, ”出 平面 内 的 点 P, 使 距离 和 
Ai ai +a: 十 … +a, 为 极 小 ,其 中 a; 
是 距离 PA,( 对 如 图 215 中 所 排 
Ar x 4， 定 的 四 个 点 ,点 P 就 是 四 边 形 
图 215 列 四 个 点 的 距离 AAAA, 对 角 线 的 交点 ;读者 
eee ODE Seat et vt 
处 理 过 这 个 问题 . 但 这 个 问题 没有 导出 什么 有 趣 的 结果 . 这 是 在 数学 
文献 中 不 难 见 到 的 一 种 肤浅 的 推广 . 为 了 求 得 施 泰 纳 问题 真正 有 价 
值 的 推广 . 我 们 必须 放弃 寻找 一 个 单独 的 点 已 ,而 代 之 以 具有 最 短 总 
长 的 “道路 网 ” 数学 上 表述 成 : 给 定 MAL. Ady oo An BORE 
接 此 个 点 ,总 长 最 短 的 直线 段 连接 系统 ,并 且 任 意 两 点 都 可 由 系统 
中 的 直线 段 组 成 的 折线 连接 起 来 . 
显然 ,问题 的 解 与 给 定点 的 排列 位 置 有 关 , 读 者 可 以 在 施 泰 纳 问 
题 的 解 的 基础 上 ,对 这 问题 作 有 益 的 研究 . 我 们 在 这 里 将 只 指出 图 
216 一 218 中 的 典型 情况 的 解答 . 在 第 一 种 情形 , 解 是 由 五 条 线段 组 
成 的 ,其 中 有 两 个 复 接点 ,在 那里 有 三 条 线段 相交 且 相 互 间 的 交角 都 
为 120". 第 二 种 情形 的 解 含有 三 个 复 接点 ,如 果 点 按 另 外 的 方式 排 
列 , 像 这 样 的 解 也 许 是 不 可 能 的 . 如 第 三 种 情形 ,一 个 或 几 个 复 接点 
可 能 退化 ,或 被 一 个 或 几 个 给 定 的 点 所 代替 . 
在 给 定 个 点 的 情形 ,最 多 将 有 一 2 个 复 接点 ,在 每 个 交点 处 
都 有 三 条 相互 夹 角 为 120" 的 线段 相交 . 
这 类 问题 的 解 并 不 总 是 唯一 确定 的 . 对 于 形成 正方 形 的 四 个 点 
A, B, C, D, 如 图 219~220 所 示 , 我 们 有 两 个 等 价 的 解 . 如 果 点 A, 
Ar, A, 是 简单 多 边 形 的 顶点 ,多 边 形 的 内 角 又 是 足够 大 的 , 那 
么 多 边 形 本 身 就 给 出 极 小 . 
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Aa Az 
As 


As 


图 216~218 ”连接 三 个 以 上 的 点 的 最 短 网 络 


a 


图 219~220 ”连接 四 点 的 两 个 最 短 网 络 


$6 BESTEA 


不 等 式 起 着 重要 的 作用 是 高 等 数学 的 特色 之 一 . 从 原则 上 说 , 极 
大 问题 的 解 总 能 导出 一 个 不 等 式 ,这 个 不 等 式 表示 出 所 考虑 的 变量 
小 于 或 最 多 等 于 解 所 给 出 的 极 大 值 . 在 许多 情况 下 ,这 样 的 不 等 式 具 
有 独立 的 意义 . 作为 一 个 例子 ,我 们 将 考虑 算术 平均 和 几何 平均 之 间 
的 一 个 重要 的 不 等 式 . 
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1. 两 个 正 量 的 算术 平均 和 几何 平均 


我 们 由 一 个 在 纯 数 学 及 其 应 用 中 常见 的 简单 极 大 问题 开始 . 这 
个 问题 用 几何 语言 写 出 来 是 : 在 指定 周 长 的 所 有 和 矩形 中 , 求 具有 面 
积 最 大 的 一 个 . 人 们 可 能 想到 这 个 解 是 正方 形 . 证 明 这 问题 的 推理 如 
下 . 设 2a 是 矩形 的 指定 周 长 . 那么 ,两 个 相 邻 边 的 长 x 与 y 的 和 工 十 
> 是 固定 的 ,同时 要 使 面积 变量 zy 尽 可 能 地 大 . zx Aly 的 “算术 平 
均 ” 就 是 指 


m= =ty 


2 
我 们 再 引进 一 个 量 


则 
xzr=m+d,y=m—d, 
因此 
ry = (m+d)(m—d) = m — d 


_ aty? -e 
Gtt g, 
因为 除 d = 0 外 , 心 大 于 零 ,我 们 立即 得 到 不 等 式 
Vay <7, a) 


其 中 的 等 号 仅 当 4d = 0, zx = y= m HRS. 
因为 z 十 y 是 固定 的 ,可 见 Vzy( 因 此 面积 xy), 当 zz == y 时 为 
极 大 . 表达 式 
8 一 VZy 
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(这 里 表示 的 是 正平 方 根 ) 就 叫做 两 个 正 数 xz 和 y 的 “几何 平均 ”, 不 
等 式 (1) 表 示 了 算术 平均 和 几何 平均 之 间 的 基本 关系 . 
不 等 式 (1) 也 可 以 由 
(Jax —Vy)? 一 工 十 ?一 2VZy 
必须 是 非 负 的 这 一 事实 直接 得 到 (这 式 
子 左 端 是 一 个 平方 ) ,并 且 仅 当 xz = 二 y 时 
是 零 . 
用 几何 方法 也 可 以 导出 这 个 不 等 
A 在 一 个 平面 内 我 们 考察 固定 直线 x 
+y = 2m 和 曲线 族 zy =c, 其 中 c 对 于 
这 些 曲线 的 每 一 条 , 即 双 曲线 ,都 是 常 
x+y=2m ” 数 ,但 要 随 曲 线 不 同 而 变 . 从 图 221 中 ， 
图 221 A r+ yit, 明显 地 看 出 ,和 给 定 直线 有 公共 点 且 使 
xy 的 极 大 值 < 为 最 大 值 的 曲线 ,是 和 直线 在 工 一 y 
三 m 相 切 的 那 条 双 曲 线 ; 对 于 这 条 双 曲 


RA c= m. 所 以 
x 2 
zy (=) à 
应 该 注意 的 是 ,对 于 任意 一 个 不 等 式 
fla, yy Sez, y), 
能 够 从 两 方面 看 ,因此 它 既 给 出 一 个 极 大 ,也 同样 地 给 出 一 个 极 
小 .例如 ,(1) 也 可 以 表示 在 面积 给 定 的 所 有 和 矩 形 中 ,正方 形 的 周 长 
最 小 . 
2. 推广 到 个 变 


二 个 正 量 的 算术 平均 和 几何 平均 之 间 的 不 等 式 (1) 可 以 推广 到 
任意 区 个 正 量 . Bn PEEK T, 2, zx, ,我 们 称 
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m=2 trti tt, 
n 


为 它们 的 算术 平均 值 ,而 
g =V E12 En 
是 它们 的 几何 平均 值 ,这 里 g 是 正 的 n 次 方 根 . 一 般 定理 令 述 为 
gm, (2) 
并 且 仅 当 所 有 z; 相等 时 才 有 g =m. 
这 个 一 般 结果 已 经 有 各 种 巧妙 的 证 明 方法 . 最 简单 的 方法 是 把 
它 归 结 为 解决 下 面 提 出 的 极 大 问题 ,然后 对 它 应 用 第 一 小 节 已 用 过 
的 同样 的 推理 ,该 问题 是 : 把 给 定 的 正 量 C 分 为 ”个 正 部 分 ， 
C= zi 十 zz 十 … 十 zy 要 使 乘积 
P = titrat, 


尽 可 能 的 大 . 我 们 开始 可 假设 P 的 极 大 值 存在 一 一 这 是 显然 的 ,但 
在 后 面 8 7, 仍 将 作 分 析 一 一 并 且 是 在 一 组 数值 


Ti = ais y Ly = ay 
处 取得 . 我 们 需要 证 明 的 只 是 : ai = as = … = a， 因为 在 这 种 情况 
下 就 有 g= m. 假设 这 是 不 对 的 . 例如 , al A az. 我 们 考虑 个 量 
Ti = Sy Xz = S, T3 = zy Tn = Any 
其 中 
sata, 


换 句 话说 ,我 们 用 另 一 组 数值 来 代替 a; ,这 组 数值 只 有 前 两 个 改变 而 
使 之 相等 ,同时 总 和 仍然 不 变 . 我 们 可 令 

a =s+d,a,=s—d, 
其 中 
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_ai—as 
i 2 


这 个 新 乘积 是 
P=s5。 aa an 
而 原来 的 乘积 是 
P = (s+d)(s—d) » asa = (° — d°) + azan, 


显然 ,除非 4 二 0, 我 们 有 
PZP 

这 与 是 极 大 值 的 假设 矛盾 . 因此 只 能 4 一 0; a = ar. 用 同样 的 方 

法 ,我 们 可 以 证 明 a = a, 其 中 a 是 这 些 a 中 的 任何 一 个 ;可 见 所 

有 这 些 a 都 是 相等 的 . 因为 当 所 有 的 x, 都 相等 时 , g= m, 并 且 我 们 

已 证 明 过 仅 只 在 这 时 g 取得 极 大 ,可 见 在 其 他 情形 g < m. 这 正如 

定理 中 所 述 的 那样 


3, 最 小 二 乘法 


个 数 z，…，z,( 在 本 小 节 中 不 需要 假定 都 是 正 的 ) 的 算术 平 
均 有 一 个 重要 的 极 小 性 质 . 假设 "是 一 个 未 知 量 ,我 们 需要 用 某 种 测 
量 仪器 尽 可 能 精确 地 测定 它 . 为 了 这 个 目的 ,我 们 测量 ”次 ,由 于 各 
种 实验 误差 ,这 个 读数 可 能 略 有 不 同 , 设 为 nx ，…，z, 这 时 间 是 
RET: u 取 什么 值 才 最 可 信 ? 习惯 上 是 采用 算术 平均 m= 
EEE Ee yu 的 “ 真 " 值 或 “最 佳 " 值 . 若 要 真正 地 去 证 明 这 个 真 


实 , 我 们 必须 要 先 对 概率 论 加 以 详细 研究 . 但 是 ,我 们 至 少 能 够 指出 
m 具 有 极 小 性 质 , 从 而 是 一 种 合理 的 选择 . 令 u 是 测量 中 的 任 一 个 可 
能 数值 . 那么 差 u 一 zl ,…, u— ay 是 这 个 值 和 不 同 读数 间 的 偏差 . 这 
些 偏差 可 能 一 部 分 是 正 的 ,一 部 分 是 负 的 ,自然 的 想法 是 ,就 某 种 意 
义 说 使 总 偏差 最 小 的 值 为 的 最 佳 值 . 按 高 斯 的 想法 ,习惯 上 把 偏差 
的 平方 u~ r) (不 是 偏差 本 身 ) 作 为 不 精确 性 的 适当 的 度量 ,并 和 且 
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在 的 所 有 可 能 值 中 ,选取 使 偏差 平方 和 
(u~ a)? +u ar) +e u ar)’ 
尽 可 能 小 的 “作为 最 佳 值 . 这 个 u ORE EAR EH m, FE 
这 个 事实 构成 了 高 斯 重要 的 “最 小 二 乘法 ?的 出 发 点 . 我 们 可 以 用 一 
个 巧妙 的 方法 来 证 明 加 着 重点 的 命题 . 把 u 一 z; 写成 
(u—2;) = (m—2;) + (u— m), 
FRA 
(u—2;)? = (m—2;)? +(u—m)* 
+2¢m— x;)(u— m). 
现在 对 所 有 i = 1, 2, =, n 把 这 些 等 式 加 起 来 . 最 后 一 项 加 起 来 的 
结果 是 204 一 m) (nm — ar- e—a), 由 m 的 定义 ,知道 它 是 零 . 最 
后 我 们 有 
lu> a) fo + (u—2,)? 
= (m=z) +e +m- x,)? +n(m—u)’. 
这 就 说 明 
(u= r) +++ (Cu—a,)? > (m— 2)? +" 
十 (mm 一 ze)2， 
并 且 等 号 只 有 当 = m 时 才 成 立 , 这 恰 是 我 们 所 要 证 明 的 . 

在 比较 复杂 的 情况 , 当 要 在 相差 很 少 的 不 相 容 的 测量 值 中 确定 
比较 合理 的 结果 时 ,最 小 二 乘法 就 以 这 个 结果 为 其 指导 原则 . 例如 ， 
假定 我 们 测 得 一 条 理论 直线 上 的 n 个 点 ,坐标 为 z;，y;, 并 且 假 设 这 
些 测 得 的 点 不 正好 在 一 条 直线 上 . 我 们 怎样 画 一 条 直线 使 它 最 适合 
于 7 个 观测 点 呢 ? 前 面 的 结果 提示 我 们 应 按 如 下 的 步骤 (用 同样 合 
理 的 变量 来 代替 ,这 步骤 也 是 对 的 ). 设 y = az 十 6 表示 这 直线 方程 ， 
那么 问题 就 是 求 系数 a Mo. 这 条 直线 沿 y 方向 到 点 ri，y 的 
距离 是 
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yi — (ax; +b) = yi — ari —b, 


其 正 负 号 要 由 点 是 在 直线 上 方 或 下 方 而 定 . 因此 这 个 距离 的 平方 是 
(yi 一 axi 一 b)*，, 而 这 个 方法 仅仅 就 是 确定 a, 5, 使 表达 式 


(yi ax, — bY? + 二 (yn — atn — bY? 
取 最 小 值 . 这 里 我 们 有 一 个 含 两 个 未 知 量 a 和 6 的 极 小 问题 . 这 个 解 
的 详细 讨论 虽然 很 简单 ,但 这 里 从 略 . 


$7 ， 极 值 的 存在 性 ” 狄 里 赫 莱 原理 
ezl. 一 般 说 明 


在 前 面 的 某 一 些 极 值 问题 中 ,我 们 是 直接 去 证 实 问题 的 “ 解 ” 比 
其 他 情形 给 出 的 结果 更 好 . 一 个 明显 的 例子 是 施 瓦 蒋 三 角形 问题 的 
解 ,在 那里 我 们 能 立刻 看 出 不 存在 周 长 比 垂 足 三 角形 短 的 内 接 三 角 
FE. 另外 ,其 解 依赖 于 一 个 明显 的 不 等 式 (例如 算术 平均 和 几何 平均 
之 间 的 关系 ) 的 极 小 或 极 大 问题 也 是 这 种 情形 . 但 是 在 其 他 一 些 问题 
中 ,我 们 采用 另 一 种 办 法 首先 假定 解 已 经 找到 ,然后 分 析 这 个 假定 ， 
并 且 引 出 结论 ,从 而 最 终 得 到 解 的 性 质 和 构造 . 例如 , 施 泰 纳 问题 的 
解 以 及 施 瓦 区 问题 的 第 二 种 处 理 方法 ,就 是 这 种 情形 . 这 两 种 方法 在 
逻辑 上 是 不 同 的 . 第 一 种 方法 从 方式 上 来 说 比较 完备 ,因为 它 或 多 或 
少 地 给 出 了 解 的 构造 性 的 证 明 . 第 二 种 方法 好 像 更 简单 些 ( 如 我 们 在 
三 角形 问题 中 所 见 ). 但 是 它 不 那么 直接 ,并 且 最 主要 的 是 在 其 构造 
上 是 有 条 件 的 ,因为 一 开始 就 假定 了 问题 的 解 是 存在 的 . 只 有 当 存在 
性 被 承认 或 被 证 明了 时 ,才能 得 到 这 个 解 . 没有 这 个 假定 , 它 仅 只 是 
BE WR MATE BA EDA REO. 


O ”如 下 的 错误 命题 ,说 明了 在 逻辑 上 确定 极 值 存在 的 必要 性 . 证 明 1 是 最 大 的 整 
数 . 证 : 设 z 为 最 大 整数 ,如 果 工 汪 1 BAL >r, 因此 z 不 可 能 是 最 大 整数 ,所 以 上 必 等 
Fi 
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因为 在 某 些 问题 中 解 的 存在 是 很 显然 的 ,所 以 直到 十 九 世纪 末 ， 
数学 家 仍然 把 极 值 问 题 中 解 的 存在 性 的 假定 视 作 当然 的 事 , 而 没有 注 
意 其 中 所 涉及 的 逻辑 问题 . 十 九 世 纪 一 些 最 伟大 的 数学 家 一 一 高 斯 、 
狄 里 赫 莱 和 黎 曼 一 一 把 这 个 假定 不 加 考虑 地 当 作 数 学 物理 和 函数 论 
中 某 些 深奥 、 难 懂 的 定理 的 基础 . 1849 年 , 当 黎 曼 发 表 他 的 复 变 函数 论 
基础 的 博士 论文 的 时 候 , 问 题 达 到 了 高 潮 . 这 篇 写 得 简洁 的 论文 一 一 
近代 数学 伟大 的 开拓 性 成 就 之 一 一 一 在 处 理 问题 时 采取 了 完全 不 合 
传统 的 方法 ,以 至 于 很 多 人 都 容易 忽略 它 . 维尔 斯 特 拉 斯 ,是 当时 柏林 
大 学 最 著名 的 数学 家 ,并 且 是 建立 严格 的 函数 论 方面 的 公认 的 权威 . 
他 对 这 篇 文章 印象 很 深 ,但 也 有 某 些 疑 问 . 不 久 他 发 现 论文 中 有 一 个 
逻辑 上 的 漏洞 而 作者 却 没有 去 加 以 补 全 . 维尔 斯 特 拉 斯 的 严厉 批评 虽 
然 并 没有 使 黎 曼 动摇 ,但 却 使 人 们 普遍 地 忽视 了 黎 曼 的 理论 . 几 年 后 
黎 曼 因 肺 病死 去 ,突然 地 结束 了 他 彗星 般 的 一 生 . 但 他 的 理论 却 一 直 
有 一 些 热心 的 追随 者 . 在 他 的 文章 发 表 50 年 后 , 希 尔 伯 特 终于 成 功 地 
为 完全 解答 黎 曼 所 遗留 的 未 解决 的 问题 开辟 了 一 条 道路 . 数学 和 数学 
物理 中 的 这 整个 进展 ,是 近代 数学 分 析 史 中 的 一 个 伟大 胜利 . 

在 黎 曼 的 论文 中 , 遭 到 批评 和 攻击 的 地 方 , 是 极 小 值 的 存在 性 问 
题 . 黎 曼 把 他 的 理论 的 大 部 分 建立 在 他 所 谓 的 狄 里 赫 莱 原理 的 基础 
上 ( 犹 里 赫 莱 是 黎 曼 在 哥 廷 根 时 的 老师 ,他 讲述 过 这 个 原理 ,但 从 来 
没有 写 过 有 关 这 原理 的 文章 ). 例如 ,我 们 假设 ,平面 或 任意 曲面 的 一 
部 分 铺 上 锡 销 ,并 且 在 锡 销 上 的 某 两 点 接 上 电池 的 两 极 , 使 得 在 锡 销 
层 上 有 稳定 电流 . 毫 无 疑问 ,这 个 物理 实验 可 以 得 出 确定 的 结果 . 但 
与 此 对 应 的 数学 问题 又 如 何 呢 ? 这 个 问题 在 函数 论 和 另 一 些 领域 中 
极为 重要 . 根据 电学 理论 ,这 个 物理 现象 可 以 用 “ 偏 微分 方程 的 边 值 
问题 "来 描述 . 与 我 们 有 关 的 就 是 这 个 数学 问题 ;由 于 假想 它 和 一 个 
物理 现象 一 样 , 它 的 可 解 性 好 像 是 合理 的 . 但 这 决 不 是 数学 证 明 . 黎 
曼 分 两 步 来 处 理 这 个 数学 问题 . 首先 他 证 明 这 个 问题 等 价 于 一 个 极 
小 问题 : 表示 电流 的 能 量 的 某 个 量 , 在 给 定 条 件 下 , 比 起 其 他 的 电流 
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来 ,实际 通过 的 电流 使 该 量 为 极 小 . 然后 作为 “ 犹 里 赫 莱 ”原理 ,他 说 
这 样 的 极 小 问题 有 解 . 对 第 二 个 论断 , 黎 曼 一 点 没 作 证 明 . 而 这 正 是 
维尔 斯 特 拉 斯 所 攻击 的 地 方 . 不 仅 极 小 的 存在 性 完全 不 是 显然 的 ,而 
且 它 的 提出 就 是 一 个 极其 微妙 的 问题 ,这 种 问题 因为 当时 的 数学 还 
未 具备 条 件 , 所 以 只 有 在 几 十 年 的 努力 研究 后 ,最 后 才 得 以 解决 . 


2. 例 题 


我 们 用 两 个 例子 来 解释 所 涉及 的 这 种 困难 . 

D 我 们 在 一 条 直线 L 上 标 出 距离 为 4 的 A、B 两 点 ,要 找 由 A 
点 开始 , 始 边 垂直 工 ,而 最 后 到 达 B 的 最 短 的 折线 . 直线 段 AB 是 联 
结 A、B 之 间 所 有 路 径 中 的 最 短路 程 ;因此 长 为 d 的 路 径 只 有 直线 段 
AB ,而 它 不 符合 在 A 点 的 方向 的 条 件 , 所 以 它 不 在 问题 所 要 求 的 范 
围 之 内 . 这 样 我 们 可 以 肯定 ,能 


Q 
进行 比较 的 任意 一 条 路 径 的 长 
度 必 大 于 d. 另 一 方面 ,考察 图 o' 
222 所 示 的 一 条 合乎 条 件 的 路 L 


径 AOB. 如 果 我 们 用 离 A 足够 

近 的 点 O' 代 替 O, 我 们 可 以 得 到 

另 一 条 合 于 条 件 的 路 径 , 其 长 度 与 d 相差 可 以 任意 的 小 ;因此 ,如 果 
最 短 合 于 条 件 的 路 径 存在 的 话 ,其 全 长 不 能 超过 4 ,而 必须 恰好 为 
d. 但 我 们 已 知 长 为 @ 的 只 有 路 径 AB, 它 又 是 不 合 条 件 的 . 所 以 , 符 
合 条 件 的 路 径 中 不 可 能 存在 最 短 的 . 上述 的 极 小 问题 没有 解 . 

2) 如 图 223, 设 C 是 一 个 圆 ,并 且 S 是 在 圆心 上 方 距 圆心 为 1 
的 一 个 点 . 考虑 所 有 以 C 为 下 边界 的 一 类 曲面 : 过 点 S, E C 的 上 
方 , 且 曲面 上 任意 不 同 的 两 点 在 C 所 在 的 平面 上 有 不 同 的 垂直 投 
影 . 试问 这 类 曲面 中 哪个 表面 积 最 小 ? 这 个 问题 看 来 自然 是 没有 解 
的 : 不 存在 具有 最 小 面积 的 这 种 曲面 . 如 果 不 指定 曲面 必须 过 S 这 
个 条 件 ,那么 这 个 解 显然 是 以 C 为 边界 的 平面 圆 盘 . 设 我 们 用 A K 


图 222 
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P 示 圆 盘面 积 . 任何 其 他 以 C 为 边界 的 曲面 面积 

一 定 比 A 大 . 但 是 我 们 可 以 找到 一 个 面积 和 A 

相差 任意 小 的 合 于 条 件 的 曲面 . 为 了 做 到 这 一 

点 ,我 们 取 一 个 高 为 1 的 圆锥 形 曲面 ,使 它 很 细 

以 至 于 它 的 面积 小 于 任意 事先 指定 的 界限 . 我 

们 把 这 个 圆锥 放 在 圆 盘 上 ,使 其 顶点 在 S, 并 且 

考察 由 圆锥 面 和 圆 盘 在 圆锥 底 外 的 部 分 组 成 的 

全 曲面 . 显然 立即 可 以 看 出 ,这 个 曲面 和 圆 盘 平 

图 223 面 的 差 仅 是 靠近 中 心 的 那 一 部 分 ,超过 A 的 那 

部 分 面积 的 值 小 于 事先 给 定 的 界限 . 又 这 个 界限 可 以 按 我 们 的 愿望 ， 

选取 得 任意 的 小 ,可 见 符合 条 件 的 曲面 面积 的 最 小 值 如 果 存在 的 话 只 

能 是 圆 盘 的 面积 A. 但 在 所 有 以 C 为 界 的 曲面 中 ,只 有 圆 盘 本 身 的 面 
积 为 A, 而 圆 盘 不 通过 S, 不 符合 所 要 求 的 条 件 . 所 以 问题 没有 解 . 

我 们 不 用 再 举 出 维尔 斯 特 拉 斯 给 出 的 那些 复杂 例子 了 . 刚才 所 

举 的 两 个 例子 已 经 足够 说 明 ,最 小 值 的 存在 性 不 是 数学 证 明 中 无 关 

紧要 的 部 分 . 让 我 们 再 用 更 一 般 化 和 更 抽象 化 的 术语 解释 一 下 . 考察 

确定 的 一 类 对 象 ,例如 一 族 曲线 或 曲面 ,对 其 中 的 每 一 个 对 象 都 赋予 

一 个 确定 的 数值 ,例如 长 度 或 面积 , 它 成 为 这 类 对 象 的 一 个 函数 . 如 

果 这 类 对 象 中 只 有 有 限 个 ,显然 在 对 应 的 数值 中 必 有 一 个 最 大 的 和 

一 个 最 小 的 . 但 如 果 在 这 类 对 象 中 有 无 穷 多 个 ,那么 即使 所 有 这 些 数 

都 包含 在 一 定 的 上 下 界限 之 间 , 也 可 能 既 没有 最 大 的 数 , 也 没有 最 小 

的 数 . 一 般 地 说 ,这 些 数 将 组 成 数 轴 上 的 一 个 无 限 点 集 . 为 简单 起 见 ， 

我 们 假设 所 有 这 些 数 都 是 正 的 . 那么 这 个 集 有 一 个 “最 大 的 下 界 ”( 下 

确 界 ), 即 有 一 点 4, 集合 中 的 数 没 有 比 它 小 的 , 它 或 者 本 身 是 集合 的 

元 素 ,或 者 不 属于 该 集 , 但 可 以 由 集合 中 的 数 以 任意 的 精确 度 去 通 

近 . 如 果 “属于 这 个 集 , 它 就 是 该 集 的 最 小 元 素 ;否则 该 集 显然 不 含 


有 最 小 元 素 . 例如 , 数 集 1, 直 ,二 ，… 不 含 最 小 元 素 , 因 为 下 界 0 不 
属于 这 个 集 . 这 些 例子 以 抽象 的 方式 解释 了 有 关 存在 性 问题 的 逻辑 
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困难 . 所 以 ,在 明确 地 或 暗含 地 给 出 与 问题 有 关 的 数 集 包 含有 最 小 元 
素 这 一 证 明 以 前 , 极 小 问题 的 解 是 不 完整 的 . 


3. 初等 极 值 问题 


在 初等 问题 研究 中 ,只 需要 对 解 的 存在 性 问题 所 包含 的 基本 概 
念 作 认真 的 分 析 就 可 以 了 . 在 第 六 章 $ 5 中 讨论 过 紧 致 集 的 一 般 概 
念 ;定义 在 紧 致 集 上 的 连续 函数 ,总 可 以 在 集合 内 的 某 处 取得 最 大 值 
与 最 小 值 . 在 以 前 讨论 过 的 每 一 个 初等 问题 中 , 进行 比较 的 值 都 可 以 
被 看 作 是 在 某 个 区 域 上 定义 的 一 元 或 多 元 函数 的 值 ,而 这 个 区 域 或 
者 是 紧 致 集 ,或 者 能 很 容易 地 使 它 成 为 紧 致 集 而 不 使 问题 有 实质 的 
变化 . 在 这 种 情形 ,可 以 保证 最 大 值 与 最 小 值 的 存在 . 例如 ,在 施 泰 纳 
问题 中 ,所 考察 的 量 是 三 个 距离 之 和 , 它 是 连续 地 依赖 于 动 点 的 位 置 
的 . 由 于 动 点 的 区 域 是 整个 平面 ,我 们 若 用 一 个 大 圆 把 图 形 围 起 来 ， 
并 限制 这 点 只 在 圆 的 内 部 和 边界 上 的 话 , 对 问题 的 解 不 会 有 什么 影 
响 . 因为 只 要 动 点 离 这 三 个 给 定点 足够 远 ,那么 它 到 这 些 点 的 距离 的 
和 一 定 会 超过 AB + AC, 而 AB 十 AC 是 原 函 数 中 的 一 个 容许 值 . 所 
以 如 果 点 限制 在 大 圆 域 上 有 一 个 最 小 值 ,那么 没有 这 个 限制 时 ,也 一 
定 是 这 个 最 小 值 . 但 很 容易 知道 ,由 圆 以 及 它 的 内 点 组 成 的 区 域 是 紧 
致 集 ;因此 施 泰 纳 问 题 的 最 小 值 是 存在 的 . 

自 变 量 的 变 域 是 紧 致 集 这 个 假设 的 重要 性 ,可 以 由 下 面 的 例子 
看 出 . 给 定 两 条 闭 曲 线 C AMC. EC 和 Cc。 上 ,总 分 别 存在 距离 最 
近 的 两 点 Pi 和 P ,以 及 距离 最 远 的 两 点 QA Q. 因为 C 上 的 一 
AA AIC, 上 的 一 点 A 之 间 的 距离 是 一 个 紧 致 集 上 的 连续 函数 ， 
而 这 个 紧 致 集 是 由 所 考察 的 有 序 点 对 Ai ,4: 组 成 的 . 但 是 ,如 果 两 
条 曲线 是 无 界 的 , 即 可 以 伸展 到 无 限 远 的 话 ,那么 问题 就 可 能 没有 
解 . 在 图 224 所 示 的 情形 下 ,这 两 条 曲线 之 间 既 没有 最 长 距离 也 没有 
最 短 距离 . 距离 的 下 界 是 零 ,上 界 是 无 穷 ,两 者 都 不 能 达到 . 在 某 些 情 
形 ,最 小 值 存在 而 最 大 值 不 存在 . 在 双 曲 线 的 两 支 之 间 ( 第 90 页 图 
17), 只 能 利用 A 与 A“ 得 到 最 短 距 离 ,而 相距 最 远 的 两 个 点 显然 是 不 
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存在 的 . 
ASS 
Da 


图 224 相互 间 不 存在 最 长 和 最 短 距 离 的 两 条 曲线 


我 们 可 以 人 为 地 限制 自 变 量 的 变 域 ,从 而 解释 这 种 性 质 上 的 差 
异 . 选取 任意 一 个 正 数 尺 ,并 只 讨论 把 限制 在 | 2 |< R 的 情形 . 那 
么 以 上 两 个 问题 都 存在 最 大 值 和 最 小 值 . 在 第 一 个 问题 中 ,用 这 种 方 
法 限制 边界 ,保证 了 最 长 和 最 短 距离 的 存在 ,但 两 个 都 是 在 边界 上 取 
得 的 . 如 果 尺 增加 , 极 值 点 仍然 在 边界 上 取得 . 因此 , 随 着 R 的 增加 ， 
这 些 极 值 点 将 趋 于 无 穷 而 消失 . 在 第 二 个 问题 中 , 极 小 的 距离 在 内 点 
获得 ,不 管 RR 怎样 增加 ,距离 极 小 的 两 点 保持 不 变 . 


4. 比较 复杂 情形 中 所 存在 的 困难 


在 含 一 个 、 两 个 或 任意 有 限 个 自 变量 的 初等 问题 中 ,存在 性 问题 
并 不 是 太 重要 的 ,但 对 于 狄 里 赫 莱 原理 ,以 及 类 似 的 甚至 是 比较 简单 
的 问题 ,就 大 不 相同 了 . 原因 是 在 这 些 情形 中 ,或 者 自 变量 的 区 域 不 
是 紧 致 集 ,或 者 函数 不 是 连续 的 . 在 第 二 小 节 第 一 个 例子 中 ,我 们 有 
一 系列 路 径 AO'B ,其 中 O' 是 趋 于 点 A 的 . 其 中 每 一 路 径 都 满足 所 
要 求 的 条 件 . 但 路 径 AO'B BU FERB AB 时 ,这 个 极限 却 不 再 在 
所 要 求 的 范围 之 内 . 在 这 里 考虑 所 有 符合 条 件 的 路 径 的 集合 ,就 如 同 
K 0< x< 1 一样 ,而 对 于 这 个 区 间 , 维 尔 斯 特 拉 斯 的 极 值 定 理 是 
不 成 立 的 ( 见 第 324 页 ). 在 第 二 个 例子 中 ,我 们 发 现 有 类 似 的 情形 : 
如 果 圆 锥 越 变 越 细 ,那么 对 应 的 一 系列 符合 条 件 的 曲面 将 趋 于 圆 盘 
加 上 一 个 到 达 SHER. 然而 这 个 极限 几何 整体 是 不 在 所 要 求 的 曲 
面 之 内 的 ,符合 条 件 的 曲面 的 集合 仍然 不 是 紧 致 集 . 

作为 不 连续 依赖 的 一 个 例子 ,我 们 考查 一 条 曲线 的 长 度 . 因为 整 
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个 曲线 不 能 由 有 限 个 “坐标 ”来 刻 划 , 所 以 这 个 长 度 不 再 是 有 限 个 数 
值 变量 的 函数 ,而 且 曲线 长 也 不 是 曲线 的 连续 函数 . 为 了 看 清 这 一 
点 ,我 们 用 锯齿 形 的 折线 P, ,连接 相距 为 d 的 两 点 A 和 B, 使 P, 和 
直线 段 AB 组 成 n 个 等 边 三 角形 . 由 图 225, 显 然 对 任意 n,P, 的 总 
长 恰好 等 于 2d. 现在 考察 折线 序列 Pl ，P:，…. 当 波 数值 x 增加 时 ， 
这 些 折线 的 单个 波 的 高 度 降低 ,并 且 在 极限 情形 , 凹 三 不 平 的 情形 将 
完全 消失 于 直线 AB, 显 然 折 线 P, BUF AR AB. 但 不 管 下 标 怎 
样 ,P, 的 长 度 ,永远 等 于 24, 同 时 极限 曲线 的 长 度 , 即 直线 段 的 长 度 
仅 为 d. 因此 长 度 不 连续 依赖 于 有 曲线 . 


AA AAAS 


AAAAA^ AAAS 


图 225 用 二 倍 于 直线 段 长 的 折线 趋 近 直线 段 


所 有 这 些 例子 进一步 说 明 这 样 一 个 事实 : 在 处 理 结构 较 复杂 的 
极 值 问题 时 , 解 的 存在 与 否 确实 是 需要 讨论 的 . 


$8 等 周 问 题 


具有 一 定 长 度 的 所 有 闭 曲 线 中 ,以 圆 所 围 的 面积 最 大 ;这 是 数学 
中 “显而易见 ”的 事实 之 一 ,但 它 只 有 用 近代 方法 才能 得 到 严密 的 证 
BH. 对 这 个 定理 的 证 明 , 施 泰 纳 给 出 了 许多 高 明 的 方法 ,我 们 将 只 研 
究 其 中 的 一 个 . 

我 们 首先 假设 解 是 存在 的 . 即 我 们 可 以 设 C 是 一 条 周 长 工 一 定 


并 且 包 含有 最 大 面积 符合 要 求 的 曲线 . 屠 
Tp 么 我 们 很 容易 证 明 C 必 是 凸 昌 线 ; 西 的 意 
STN 思 是 说 连接 C 上 任意 两 点 的 直线 段 必 全 
部 在 曲线 上 或 在 曲线 围 成 的 区 域内 , 因 
为 ,如 果 曲 线 C 不 是 凸 的 ,如 图 226 所 示 ， 
那么 在 C 上 必 有 菜 一 对 点 ,例如 O 和 P， 
图 226 使 直线 段 OP EC 外 . 设 弧 OQP 关于 直 
ROP 的 反射 映 象 是 弧 OQ'P, 弧 OQ'P 
SIL ORP 一 起 形成 长 度 为 的 一 条 曲线 ,而 它 包围 的 面积 比 原 昌 
线 C 大 ,这 是 因为 它 包括 的 面积 增加 了 面积 AI. 但 这 与 长 度 为 了 
的 闭 曲线 C 含有 最 大 面积 的 假设 矛盾 . 所 以 CDER. 
现在 选取 两 点 A 和 B, 把 作为 解 的 曲线 C 分 割 为 等 长 的 两 段 
BK. 那么 直线 AB 必 将 C 的 面积 分 割 为 两 个 相等 的 部 分 ,因为 不 然 的 
话 , 可 以 把 较 大 面积 的 那 部 分 对 AB 反射, 就 得 到 另 一 条 长 度 为 了 、 
比 C 围 有 更 大 面积 的 曲线 了 (图 227). 可 见 作为 解 的 曲线 C 的 一 半 
必须 解决 以 下 的 问题 : 求 长 度 为 L/2 
的 ,其 六 点 4、 在 一 条 直线 上 ,使 5 
它 与 这 条 直线 之 间 所 围 的 面积 为 极 T 
大 . 现在 我 们 将 证 明 这 个 新 问题 的 解 一 
是 半圆, 从 而 等 周 长 问 题 的 解 C 是 一 
个 贺 . 设 弧 AOB 是 新 间 题 的 解 . 只 要 
证 明 每 一 个 内 接 角 , 例 如 图 228 内 的 ae 
ZAOB 是 直角 就 行 了 ,因为 这 就 证 明 
T AOB 是 半 国 .我 们 相反 地 假设 角 AOB 不 是 直角 .那么 我 们 可 以 
用 图 229 的 图 形 代 蔡 图 228, 这 个 新 图 形 中 ,阴影 部 分 的 面积 以 及 弧 
AOB 的 长 度 没有 改变 ,而 由 于 使 人 AOB 等 于 90" 或 至 少 接近 90°, = 
角形 的 面积 增 大 了 . 这 样 ,图 229 给 出 了 一 个 比 原 图 更 大 的 面积 ( 见 
第 343 JD. 但 我 们 开始 是 假设 图 228 是 问题 的 解 ,因此 图 229 不 可 
能 有 更 大 的 面积 .这 个 矛盾 就 证 明了 对 任意 点 0, ZAOB 必 是 直角 ， 
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证 明 完毕 . 


图 228 图 229 
加 的 等 周 的 性 质 也 可 以 用 一 个 不 等 式 表示 . 设 是 贺 的 周 长 ， 
它 的 面积 为 全 ,因而 在 任意 闭 曲线 的 长 度 L AERA 之 间 必 须 有 等 


周 不 等 式 , A 之 E 这 里 ,等 号 只 在 网 时 成 立 . 


“由 7 讨论 中 我 们 都 知道 , 施 泰 纳 的 证 明 是 有 条 件 的 :“ 如 果 
存在 长 度 为 L 并 有 最 大 面积 的 曲线 ,那么 它 必 是 圆 . "确立 这 个 假设 
前 提 , 需 要 一 个 实质 上 是 全 新 的 讨论 . 首先 我 们 要 证 明 一 个 有 关 侦 数 
2n 边 的 闭 多 边 形 P 的 初等 定理 : 具有 同样 长 度 的 所 有 2n 个 边 的 
多 边 形 中 , 正 2n 边 形 有 最 大 面积 . 证 明和 施 泰 纳 的 方法 相仿 ,但 作 如 
下 修改 . 这 里 存在 性 问题 没有 困难 ,因为 一 个 2n 边 多 边 形 以 及 它 的 
长 度 和 面积 ,都 连续 依赖 于 顶点 的 4n 个 坐标 ,不 失 -- 般 性 我 们 可 以 
把 它们 限制 在 4n 维 空间 内 的 -个 紧 致 点 集 
上 .由 此 ,对 多 边 形 的 这 个 问题 ,一 开始 我 们 
确实 可 以 假设 某 个 多 边 形 P 是 解 ,并 在 这 个 
基础 上 分 析 PP 的 性 质 . 和 施 泰 纳 的 证 明 完 全 
一 样 , 可 以 知道 P 必 是 凸 的 . 我 们 现在 证 明 P 
的 2n 个 边 必然 都 长 度 相同 . 因为 如 果 假 设 两 
个 邻 边 AB 和 BC 有 不 同 的 长 度 ; 那 么 我 们 可 
以 从 已 中 切 下 三 角形 ABC , 换 上 一 个 等 腰 三 
角形 AB'C ,使 AB' 十 BC = AB+BC, 则 


图 230 
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AAB'C 有 较 大 的 面积 ( 见 $ D. 这 样 ,我 们 得 到 一 个 周 长 相 同 但 面 
积 较 大 的 多 边 形 P', 这 与 P 是 最 佳 2 多 边 形 矛 盾 . 因而 了 的 所 有 
的 边 必 有 相同 的 长 度 . 剩 下 的 是 要 证 明 P 是 正 多 边 形 ;这 只 要 说 明 
P 的 所 有 顶点 都 在 一 个 圆 上 就 足够 了 . 推理 和 施 泰 纳 的 方法 相似 . 首 
先 , 我 们 证 明 连 接任 意 一 对 顶点 的 一 条 对 角 线 , 例 如 连接 第 一 个 和 第 
nn 十 1 个 顶点 的 对 角 线 ,切割 整个 面积 为 相等 的 两 部 分 . 其 次 证 明 任 
一 部 分 的 所 有 顶点 都 在 同一 个 半圆 上 . 详细 投 述 可 以 完全 照 着 前 面 
的 方式 进行 ,这 留 给 读者 作 练 习 . 

等 周 问题 的 解 及 其 存在 性 ,现在 能 够 用 当 顶 点 数 无 限 增多 ,最 佳 
正 多 边 形 趋 于 圆 的 极限 过 程 而 得 到 . 

施 泰 纳 的 推理 对 于 证 明 三 维 空间 中 球面 的 相应 的 等 周 性 质 并 不 
完全 适用 . 施 泰 纳 给 出 了 一 个 略 有 不 同 但 比较 复杂 的 办 法 ,使 三 维 的 
问题 能 和 二 维 一 样 的 处 理 , 但 因为 不 能 立即 把 它 用 于 存在 性 的 证 明 ， 
因此 我 们 在 此 把 它 略 去 了 . 事实 上 ,证 明 球 的 等 周 性 质 , 比 起 圆 来 说 
困难 得 多 ; 一 个 完整 而 严格 的 证 明 是 在 相当 一 段 时 期 后 首先 由 施 瓦 
蒋 在 一 篇 颇 难 理解 的 文章 中 给 出 的 . 在 任意 闭 三 维 体 的 表面 面积 A 
和 体积 V 之 间 ,三 维 等 周 性 质 可 以 用 不 等 式 


367V? < A’ 


表示 ,这 里 等 号 只 有 在 球面 时 才 成 立 . 


"$9 带 有 边界 条 件 的 极 值 问题 ” 施 泰 纳 问题 和 
等 周 问题 之 间 的 联系 


当 变 量 的 变 域 用 边界 条 件 限定 时 , 极 值 问题 可 以 产生 许多 有 趣 
的 结果 . 关于 紧 致 集 上 连续 函数 必 有 最 大 和 最 小 值 的 维尔 斯 特 拉 斯 
定理 ,并 不 排除 在 区 域 边界 上 取得 极 值 的 可 能 . 函数 = x ET — 
个 简单 而 且 几 乎 是 一 目 了 然 的 例子 . 如 果 工 没有 限制 , 变 域 可 以 是 
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由 一 co 到 十 ce, 那 么 自 变量 的 区 域 B 是 整个 数 轴 ; 并 且 由 此 可 以 知 
道 函 数 = 工 在 任何 地 方 都 没有 最 大 值 和 最 小 值 . 但 如 果 用 边界 限 
定 变 域 B, 例 如 0 <2 <1, 那么 存在 一 个 最 大 值 1, 它 在 右 端 点 得 
到 ,并 且 还 有 一 个 最 小 值 0, 它 在 左 端点 得 到 . 然而 ,这 些 极 值 并 不 出 
现在 函数 曲线 的 “ 峰 ” 或 “ 谷 ” 处 ,对 于 两 边 完整 的 邻 域 来 说 ,它们 不 是 
极 值 . 由 于 极 值 总 在 端点 ,所 以 只 要 区 域 扩大 , 极 值 就 要 变化 . 但 对 于 
函数 的 真正 “ 峰 ” 或 “ 谷 ”来 说 , 极 值 特性 是 针对 取得 极 值 的 极 值 点 的 
一 个 完整 邻 域 而 言 的 ;边界 稍 有 变化 不 会 有 什么 影响 . 这 一 类 极 值 当 
自 变量 在 区 域 B 内 自由 变化 时 也 仍然 保持 , 至少 在 充分 小 的 邻 域 
内 是 如 此 . 这 种 “自由 ” 极 值 和 边界 上 取 的 极 值 之 间 的 区 别 ,可 以 用 
很 多 表面 上 是 不 同 的 方式 来 解释 . 当然 ,对 于 一 元 函数 ,区 别 仅仅 
是 在 单调 函数 和 非 单调 函数 之 间 ,不 能 引出 特别 有 趣 的 东西 来 . 但 
在 多 元 函数 的 情形 ,存在 很 多 颇 重 要 的 例子 ,其 极 值 都 在 变 域 的 边 
界 上 取得 . 

例如 : 在 施 瓦 茨 三 角形 问题 中 就 能 出 现 这 种 情形 . 三 个 自 变量 
的 变 域 是 由 所 有 三 元 点 组 组 成 的 ,在 这 里 三 元 点 组 中 的 每 一 个 点 分 
别 在 三 角形 ABC 的 三 边 上 . 问题 的 解 只 包括 两 种 可 能 情况 : 一 种 
是 , 极 小 值 的 取得 是 在 自 变量 的 三 个 点 P、Q、R 都 在 三 角形 三 个 边 
的 内 部 的 时 候 , 在 这 种 情形 下 ,最 小 值 是 由 垂 足 三 角形 给 出 的 ; 另 一 
种 极 小 值 是 当 P、Q、R 中 有 两 点 与 它们 各 自 取 值 区 间 的 公共 端点 
重合 时 的 边界 位 置 取得 的 ,在 这 种 情形 下 ,最 小 内 接 “三 角形 ”是 该 项 
点 所 引 高 线 的 二 倍 . 这 样 , 因 这 两 种 情形 的 不 同 , 解 的 性 质 也 就 不 同 . 

在 施 泰 纳 的 三 村 问题 中 ,点 P 的 变 域 是 整个 平面 . 平面 内 给 定 
的 三 个 点 A、B、C, 可 以 看 作 边界 点 . 仍然 存在 两 种 可 能 情况 ,它们 
产生 两 种 完全 不 同类 型 的 解 : 或 者 极 小 值 在 三 角形 ABC 的 内 部 取 
得 ,这 就 是 三 个 等 角 的 情形 ;或 者 极 小 值 在 一 个 边界 点 C 取得 . 它 的 
补充 问题 也 存在 类 似 的 两 种 情况 . 

作为 最 后 一 个 例子 ,我 们 可 以 考虑 限制 边界 条 件 的 等 周 问题 . 这 


+ 388» 什么 是 数学 


样 我 们 将 得 到 等 周 问题 和 施 泰 纳 问题 之 间 的 惊人 的 联系 ,同时 , 它 也 
许 是 一 种 新 类 型 的 极 值 问题 的 最 简单 的 例子 . 在 原来 的 问题 中 , 自 变 
量 , 即 这 定 长 的 闭 曲线 , 它 可 以 由 圆 任意 变形 ,并 且 任 意 这 种 变形 所 
成 的 曲线 都 是 可 以 进行 比较 的 ,从 而 使 我 们 有 一 个 真正 自由 的 极 小 
值 . 现在 让 我 们 考虑 下 面 修改 了 的 问题 :“ 给 定 三 点 P、Q、R, 求 一 曲 
线 C, 使 这 三 个 点 在 其 内 部 ,或 通过 这 三 个 点 ,包含 给 定 的 面积 A, 而 
要 使 其 周 长 为 极 小 . ”这 表示 一 个 真正 的 边界 条 件 . 

显然 ,如 果 预 先 给 定 的 A 充分 大 ,那么 三 个 点 P、Q、R 将 完全 
不 影响 这 个 问题 . 只 要 三 角形 PQR 的 外 接 圆 所 包围 的 面积 小 于 或 
等 于 A ,问题 的 解 仅 仅 就 是 包含 三 点 面积 为 A 的 一 个 圆 . 但 如 果 A 
比较 小 的 时 候 将 怎样 呢 ? 我 们 这 里 将 只 叙述 答案 而 略 去 详细 的 证 
明 , 虽 然 这 个 证 明 并 没有 超出 我 们 的 能 力 范围 . 对 于 A 递减 到 零 的 
一 系列 值 ,让 我 们 来 看 看 这 些 解 的 特点 . 当 A 刚 小 于 外 接 贺 所 包围 
的 面积 时 ,原来 的 等 周 的 圆 将 断裂 为 三 段 弧 ,这 些 弧 有 相同 的 半径 ， 
并 且 它们 以 P、Q、R 为 顶点 组 成 为 一 个 凸 圆 弧 三 角形 (图 232). 这 
个 三 角形 就 是 问题 的 解 . 我 们 还 可 以 由 给 定 的 值 A, 确 定 其 大 小 . 如 
果 A 进一步 减 小 ,这 些 圆 弧 的 半径 将 要 增加 ,而 弧 将 越 来 越 接 近 于 
直线 ,直到 A 恰好 是 三 角形 PQR 的 面积 时 , 解 就 是 这 三 角形 本 身 . 
如 果 现 在 A 再 小 些 , 那 么 解 仍 由 三 个 圆 弧 组 成 ,它们 有 同样 的 半径 ， 
并 且 以 P、Q、R 为 顶点 组 成 一 个 三 角形 . 然而 ,这 时 三 角形 是 凹 的 ， 
这 些 弧 在 三 角形 PQR 的 内 部 (图 233). A 再 继续 减 小 ,将 会 出 现 这 
样 的 一 个 时 刻 : 对 某 个 值 A, 两 个 四 弧 在 一 个 角 顶 R 处 彼此 相 切 . A 
若 再 继续 减 小 ,就 不 再 可 能 构 作 -- 个 以 前 那 种 类 型 的 圆 弧 三 角形 了 . 
一 种 新 现象 出 现 了 : 解 仍然 由 趾 弧 三 角形 给 出 ,但 它 的 一 个 顶点 R 
将 与 对 应 的 顶点 R 分 开 , 并 且 现 在 解 将 由 圆 弧 三 角形 PQR 加 上 计 
算 两 次 的 直线 段 RR'( 因 为 它 要 由 R' 走 到 R 并 且 再 返回 来 ) 组 成 . 这 
条 直线 段 与 在 R' 处 相 切 的 两 个 弧 都 相 切 . 如 果 A 继续 进一步 减 小 ， 
分 离 的 过 程 也 将 在 其 他 顶点 处 发 生 . 我 们 得 到 的 解 是 一 个 圆 弧 三 角 
形 , 它 由 等 半径 的 三 条 圆 弧 组 成 ,它们 彼此 相 切 形成 一 个 等 边 圆 弧 三 
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角形 P'OR ,另外 还 要 加 上 三 条 各 自 计 算 两 次 的 直线 段 PP,Q'Q， 
RR (图 234). 最 后 ,如 果 A 收缩 为 零 ,那么 圆 弧 三 角形 退化 为 一 个 
点 ,我 们 就 回 到 了 施 泰 纳 问 题 的 解 ; 这 样 后 者 可 以 看 作 是 修改 了 的 等 
周 问题 的 极限 情形 . 


ODA 


图 231 图 232 图 233 
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图 234 图 235 
图 231~235 逐 浙 靠近 施 泰 纳 问 题 的 解 的 等 周 图 形 
如 果 P、Q、R 组 成 一 个 钝 角 三 角形 ,其 中 有 一 个 角 大 于 120°, 
那么 收缩 过 程 将 导出 相应 的 施 泰 纳 问题 的 解 ,因为 那 时 圆 弧 缩 向 钝 
角 的 顶点 .广义 施 泰 纳 问 题 的 解 (第 371 页 的 图 216 一 218), 可 以 由 
类 似 问题 的 极限 过 程 得 到 . 


§10 Baik 


15 5 


等 周 问题 是 1696 年 引起 约翰 。 贝 努 利 (Johann Bernoulli) ER 
的 一 大 类 重要 问题 中 可 能 是 最 古老 的 一 个 例子 . 在 当时 一 个 有 名 的 
科学 期 刊 上 ,他 提出 了 如 下 的 “ 捷 线 ?问题 : 设想 一 个 质点 沿 连接 点 
A 和 一 个 更 低 的 点 B 的 一 条 曲线 无 摩擦 力 地 下 滑 . 如 果 质 点 仅 在 重 
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力 的 影响 下 ,那么 沿 怎样 一 条 曲线 才 使 质点 下 滑 所 需 的 时 间 最 少 ? 
容易 看 出 ,质点 沿 不 同 路 径 降落 所 需 时 间 是 不 一 样 的 . 直线 决 不 是 最 
快 的 路 径 , 答 案 也 不 是 圆 弧 或 其 他 初等 曲线 . 贝 努 利 自称 已 有 了 一 个 
奇妙 的 答案 ,但 为 了 激励 当时 最 伟大 的 数学 家 ,使 他 们 能 在 这 新 类 型 
的 数学 问题 面前 , 试 试 自己 的 才能 ,不 打算 马上 把 答案 发 表 . 特别 是 
他 向 他 的 哥哥 雅 可 比 。 贝 努 利 (Jacob，Bernoulli) 挑 战 ,当时 他 和 他 
的 哥哥 存在 长 期 激烈 的 争吵 ,他 公开 说 他 哥哥 在 解 这 个 问题 上 是 无 
能 为 力 的 . 数学 家 立即 认识 到 “ 捷 线 ”问题 有 着 不 同 的 特点 . 在 那 以 
前 ,在 微分 法 所 处 理 的 问题 中 ,要 求 极 小 的 量 仅 依赖 于 一 个 或 若干 个 
数值 变量 ,而 这 个 问题 中 所 考虑 的 量 , 即 下 降 时 间 , 却 依赖 整 条 曲线 ， 
就 因 这 一 根本 不 同 点 ,致使 这 个 问题 不 能 由 微分 法 以 及 当时 所 知道 
的 任何 其 他 方法 来 解决 
这 个 问题 的 新 奇 性 一 一 表面 上 不 容易 看 到 它 和 圆 的 等 周 性 问题 
有 同样 的 特性 一 一 以 及 当知 道 它 的 解 原来 是 前 不 久 发 现 的 旋 轮 线 的 
时 候 , 更 把 同时 代 的 数学 家 们 


AS YX 强烈 地 吸引 住 了 . 我 们 回忆 旋 
轮 线 的 定义 : 旋 轮 线 是 圆 沿 直 
线 无 滑动 地 滚动 时 ,圆周 上 一 

图 236 施 轮 线 点 的 轨迹 , 如 图 236 所 示 . 在 
此 以 前 已 知 这 个 曲线 和 有 趣 的 力学 问题 有 联系 ,特别 是 和 理想 的 名 
摆 的 制作 有 联系 . 惠 更 斯 (Huygens) 曾 发 现 : 一 个 理想 质点 ,在 没有 
摩擦 力 的 情况 下 , 受 重力 影响 在 铝 直 的 旋 轮 线 上 振动 时 ,其 振动 周期 
和 运动 的 振幅 无 关 . 而 像 一 个 普通 摆 所 走 的 一 条 圆 弧 路 径 , 和 振幅 无 
关 性 只 是 近似 正确 ,这 被 认为 是 用 摆 制 造 精确 钟表 的 缺 欠 . 因此 旋 轮 
线 被 痊 为 等 时 性 曲线 ,现在 它 又 获得 了 捷 线 这 个 新 头衔 . 


喇 2， 变 分 法 ” 费 马 光学 原理 
贝 努 利 兄弟 和 其 他 人 已 经 找到 了 解 捷 线 问题 的 各 种 不 同方 法 ， 
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而 我 们 现在 介绍 的 是 最 原始 的 方法 之 一 . 最 初 的 这 些 方法 是 对 特殊 
问题 而 采用 的 ,或 多 或 少 带 有 特殊 性 . 但 这 些 方法 没有 保持 很 久 , 欧 
拉 和 拉 格 朗 日 (Lagrange，1736 一 1813) 发 展 出 解 这 种 极 值 问题 (这 种 
极 值 问 题 中 自 变 元 不 是 一 个 或 有 限 个 数值 变量 ,而 是 整 条 曲线 或 函数 ， 
甚至 是 一 组 函数 ) 的 更 一 般 的 方法 . 解 这 种 问题 的 新 方法 叫 变 分 法 . 

这 里 不 可 能 叙述 这 个 数学 分 支 的 技术 细节 或 深入 讨论 各 种 特殊 
问题 . 变 分 法 在 物理 中 应 用 很 广 . 很 早 以 前 人 们 就 注意 到 ,自然 现象 
常常 呈现 为 某 种 类 型 的 极 大 或 极 小 形式 . 如 我 们 已 看 到 的 ,亚历山大 
时 期 的 赫 伦 认识 到 ,光线 对 平面 镜 的 反射 可 以 用 极 小 原理 来 描述 . 在 
十 七 世纪 , 费 马 更 进 了 一 步 : 他 观察 到 ， 
光线 的 折射 规律 也 可 以 借助 极 小 原理 


来 描述 . 大 家 都 知道 ,光线 由 一 均匀 介 I Q 

质 传播 到 另 一 介质 时 ,其 路 径 要 在 交界 Ta) 

处 转折 . 如 图 237, 从 上 面 介质 的 P 点 T he 
RBA PR 点 的 光线 (在 上 面 R 


介质 中 速度 为 v, 在 下 面 介 质 中 速度 为 图 237 光线 的 折射 

w), 将 按 PQR 的 路 径 传播 . 由 斯 内 尔 

(Snel)(1591 一 1626) 发 现 的 实验 定律 ,阐明 组 成 路 径 的 两 条 直线 段 
PQ 和 QR 与 法 线 的 夹 角 a、a ,由 条 件 


sina _ v 


eae J 
sing w 


决定 . 利用 微 积分 , 费 马 证 明了 这 路 径 使 光线 由 书 到 尺 所 需 的 时 间 
最 少 , 也 就 是 说 ,其 时 间 比 光线 沿 任何 其 他 的 联 线 传播 所 用 的 时 间 都 
少 . 这 样 , 赫 伦 反射 定律 在 1600 年 后 ,由 一 个 类 似 的 、 而 且 同 样 重要 
的 折射 律 给 以 补充 了 . 

费 马 把 这 个 定律 所 说 的 关系 推广 到 介质 间 的 分 界 是 弯曲 的 曲面 
的 情况 ,如 像 透镜 中 用 到 的 球面 . 对 于 球面 透镜 的 情形 ,这 个 关系 仍 
然 成 立 , 即 光线 实际 走 的 路 径 所 需要 的 时 间 , 比 起 光线 在 相同 两 点 间 


，392 。 什么 是 教学 


走 任 何其 他 的 路 径 所 需 的 时 间 都 要 少 . 最 后 , 费 马 考察 了 这 样 一 种 任 
意 的 光学 系统 ,在 这 种 系统 中 ,光线 的 速度 按 一 定 的 方式 逐 点 变化 ， 
就 如 同 在 大 气 层 中 那样. 他 把 连续 的 非 均匀 介质 分 割 成 许多 薄 层 ,在 
每 一 层 内 光速 近似 不 变 , 因 而 设想 每 片 薄 层 内 光速 不 变 . 这 样 ,从 任 
一 薄 层 到 下 一 薄 层 ,他 可 以 逐次 应 用 他 的 原理 . 使 薄 层 趋 于 零 ,他 得 
到 了 普遍 的 几何 光学 的 费 马 原理 : 在 非 均匀 介质 中 ,光线 在 两 点 间 
传播 要 沿 着 连接 该 两 点 的 一 切 路 径 中 费时 最 少 的 一 条 路 径 前 进 . 这 
个 原理 不 仅 是 在 理论 上 ,而 且 在 几何 光学 的 应 用 上 都 是 很 重要 的 . 把 
变 分 法 应 用 到 这 个 原理 上 的 技巧 ,提供 了 计算 透镜 系统 的 基础 . 

极 小 原理 在 物理 的 其 他 分 支 中 也 起 着 支配 的 作用 . 人 们 观察 到 ， 
如 果 安 置 一 个 力学 系统 使 它 的 “位 能 ” 极 小 ,那么 这 个 系统 就 获得 稳 
定 平衡 . 作为 一 个 例子 ,让 我 们 考虑 一 条 柔软 的 均匀 的 链子 ,把 它 两 
端 悬挂 起 来 , 且 只 受 重力 的 作用 ,这 时 链 所 取 的 形状 ,将 使 它 的 位 能 
极 小 . 在 这 种 情形 下 ,位 能 的 大 小 由 重心 (在 某 个 固定 轴 上 方 ) 的 高 度 
所 决定 . 悬挂 的 链子 形成 的 曲线 ,叫做 悬 链 线 , 它 表面 上 像 抛物 线 . 

不 仅 平衡 的 那些 规律 ,而且 一 些 运动 的 规律 也 是 由 极 大 、 极 小 原 
理 决 定 的 . 第 一 个 对 这 个 原理 获得 明确 概念 的 人 是 欧 拉 , 而 有 着 哲学 
和 神秘 倾向 的 “抽象 理论 家 ? 们 ,例如 件 培 尔 特 (Maupertuis，1698 一 
1759) , 却 不 能 把 数学 命题 与 “< 上帝 的 意志 是 用 最 完美 的 一 般 原则 控 
制 物理 现象 "这 种 模糊 观念 分 离开 来 . 物理 学 的 欧 拉 变 分 原理 ,后 来 
再 次 由 爱尔兰 数学 家 哈密 尔 顿 (W. R. Hamilton, 1805~1865) E% 
发 现 ,并 加 以 推广 , 它 是 力学 .光学 .电动 力学 中 最 有 效 的 工具 之 一 ， 
并 且 在 工程 中 有 许多 应 用 . 在 物理 学 的 最 新 发 展 中 一 一 相对 论 和 量 
子 论 一 一 到 处 都 有 显示 出 变 分 法 威力 的 例子 . 


3. 贝 努 利 对 捷 线 问题 的 处 理 


较 早 由 雅 。 员 努 利 得 到 的 捷 线 问题 的 解法 ,用 不 着 很 多 专门 知 
识 就 可 以 理解 . 我 们 由 力学 中 的 这 样 一 个 事实 开始 : 一 个 在 A 静止 
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的 质点 从 A 沿 任意 一 条 曲线 C 下 滑 ,在 任意 点 已 时 的 速度 与 VA 
HARE h EA 到 P 的 垂直 距离 ;就 是 说 , v= cV, 其 中 c 是 一 个 
常数 . 现在 我 们 把 问题 变换 成 稍微 不 同 的 另 一 问题 . 我 们 把 空间 分 割 
为 很 多 水 平 薄片 ,每 一 片 的 厚度 都 是 4, 并且 现 在 假定 运动 质点 的 速 
度 的 改变 是 不 连续 的 ,从 一 片 到 另 一 片 间 有 小 的 跳 变 ,于 是 在 邻接 A 
的 第 一 片 中 速度 是 c Va, 第 二 片 中 的 速度 是 cV34, 而 第 nn 片 中 是 
cYnd =cvh, $P h EA BP WH A 

直 距 离 ( 见 图 238). 如 果 要 考虑 的 是 

这 个 问题 ,那么 实际 上 只 有 有 限 个 变 

R. 在 每 片 中 ,路 径 必须 是 直线 段 ,这 

时 不 出 现存 在 性 问题 ,并 且 问 题 的 解 P 
必然 是 折线 , 剩 下 的 问题 只 是 如 何 确 图 238 

定 折线 的 转折 点 . 根据 简单 折射 律 中 

的 极 小 性 原理 ,每 一 对 相 邻 的 薄片 之 内 ,由 了 经 Q BR 的 运动 路 径 
必须 是 : 4 PAR 固定 时 ,Q 是 使 运动 需 时 最 少 的 点 ,因此 下 述 的 
“折射 律 ”必须 成 立 : 


i TO. 
sına sına 


Vnd n+ Dd 
反复 使 用 这 个 原理 ,将 产生 一 系列 的 等 式 


sina sing _... a) 


其 中 a 是 第 n 薄片 中 的 折线 与 垂直 于 薄片 的 法 线 间 的 夹 角 . 

现在 贝 努 利 设想 厚度 d 变 得 越 来 越 小 , 趋 近 于 零 . 那么 刚才 得 
到 的 作为 近似 问题 解 的 折线 ,将 趋 近 于 原 问题 中 所 要 求 的 解 . 在 这 个 
极限 过 程 中 ,等 式 (1) 不 受 影响 ,因此 , 贝 努 利 下 结论 说 , 解 必 是 具有 
下 述 性 质 的 曲线 C: 如 果 a 表示 曲线 C 在 任意 一 点 P 处 的 切线 和 过 
该 点 的 垂 线 之 间 的 夹 角 ,h 表示 由 了 到 过 A 的 水 平 线 的 垂直 距离 ， 


+394 什么 是 数学 


那么 对 于 C 上 的 任意 一 点 P 来 说 ,99 是 常数 人 们 很 容易 证 明 , 这 


个 性 质 是 旋 轮 线 的 特性 . 

贝 努 利 的 “证 明 ” 是 数学 推理 上 一 个 巧妙 而 有 价值 的 典型 例子 ， 
但 它 并 不 是 严密 的 . 论证 中 有 一 些 默认 的 假设 ,而 要 证 明 它们 是 正确 
的 , 比 论证 这 问题 本 身 还 更 复杂 和 元 长 . 例如 , 解 C 的 存在 性 ,以 及 近 
似 问题 的 解 趋 近 于 原 问 题解 的 事实 都 是 假定 的 . 像 这 一 类 具有 启发 性 
的 方法 的 真正 价值 当然 是 值得 讨论 的 ,但 是 这 会 使 我 们 离 题 太 远 . 


号 4. 球面 上 的 测 地 线 与 极 大 - 极 小 


在 本 章 的 引言 中 ,我 们 提 到 过 求 连接 一 个 曲面 上 已 知 两 点 的 最 
短 弧 的 问题. 在 初等 几何 中 已 经 证 明 , 球 面 上 的 这 些 “ 测 地 线 ” 是 大 贺 
上 的 一 段 弧 . 设 P 和 Q 是 球面 上 的 两 点 (不 是 同一 条 直径 上 的 两 个 
端点 ) ,并且 c 是 过 P 和 Q 的 大 加 上 较 短 的 那 段 弧 . 那么 现在 问题 
是 ,同一 个 大 贺 的 较 长 的 弧 有 什么 性 质 ? 它 当然 不 是 最 短 曲线 ,也 
不 能 是 连接 P AQ 曲线 中 的 最 长 的 曲线 ,因为 在 P AQ 之 间 可 以 
作出 任意 长 度 的 曲线 . 答案 是 ,c 是 一 个 极 大 一 极 小 问题 的 解 . 设 
S 是 一 个 把 P 和 Q 分 隔 在 两 侧 的 某 一 固定 大 贺 上 的 点 ;我 们 欲求 球 
面 上 连接 已 和 Q 又 通过 S 的 最 短 的 曲线 . 当然 ,两 条 大 贺 弧 上 的 短 
弧 PS 和 QS 组 成 的 曲线 就 是 这 极 小 问题 的 解 . 我 们 现在 要 找 出 S 
点 的 一 个 位 置 ,使 最 短 距离 PSQ 变 得 尽 可 能 地 大 . ARE: S 必须 
使 得 PSQ 就 是 过 PQ WAM MRM c. R 
_\\_ 们 可 以 变更 这 个 问题 如 下 : 首先 找 由 P 经 过 

】 球面 上 指定 的 n 个 点 S1，S;,…, S, BQH 
最 短路 径 ,然后 变动 点 S1，S;，…, S, 的 位 置 ， 
使 这 最 短 距离 变 得 尽 可 能 地 大 . 这 样 得 到 的 解 
图 239 球面 上 的 ”是 联结 卫 和 Q 的 大 回 上 的 一 条 路 径 , 但 是 这 

MER 。 条 路 径 要 编 绕 球 面 ,而 它 众 巧 经 过 已 和 QQ 沿 


第 7 章 极 大 与 极 小 + 395. 


直径 所 对 的 另 一 对 端点 次 . 

这 个 极 大 极 小 问题 的 例子 ,是 变 分 法 中 一 类 广泛 问题 中 的 一 个 
典型 问题 ,这 些 问 题 用 莫 尔 斯 和 其 他 人 发 展 的 方法 已 取得 出 色 的 
成 就 . 


$11 极 小 问题 的 实验 解法 ”肥皂 膜 实 验 
15 5 


用 含有 给 定 的 基本 元 素 的 公式 或 几何 作 图 明确 地 解 出 变 分 法 的 
问题 ,通常 是 很 困难 的 ,甚至 有 时 是 不 可 能 的 . 相反 ,我 们 常常 先 证 明 
在 某 种 条 件 下 的 解 是 存在 的 ,然后 再 研究 解 的 性 质 . 在 很 多 情况 下 ， 
当 这 样 一 个 存在 性 的 证 明 变 得 颇 为 困难 时 ,就 促使 人 们 去 用 相应 的 
物理 装置 来 实现 这 个 问题 的 数学 条 件 ,或 者 ,干脆 把 数学 问题 看 作 是 
物理 现象 的 解释 . 这 时 物理 现象 的 存在 性 就 表示 这 个 数学 问题 的 解 . 
当然 ,这 只 是 一 种 大 致 的 考察 ,而 不 是 数学 证 明 . 因为 严格 地 说 ,物理 
事物 的 这 个 数学 解释 是 否 适 当 ,或 者 它 是 否 仅 给 出 了 物理 现实 的 不 
充分 的 表象 等 等 问题 依然 存在 . 有 时 候 ,这 样 的 实验 ,即使 它们 只 是 
在 想象 中 作 的 ,也 能 使 数学 家 信服 . 在 十 九 世纪 ,函数 论 中 的 许多 基 
本 定理 ,就 是 由 于 黎 曼 作假 想 中 的 薄 金 属 片 内 电流 的 简单 实验 而 发 
现 的 . 

这 一 节 我 们 打算 在 实验 演示 的 基础 上 ,讨论 变 分 法 中 较 深 的 一 
个 问题 ,这 个 问题 称 为 普 拉 图 问题 ,因为 比利时 物理 学 家 普 拉 图 
(Plateau，1801 一 1883) 曾 对 这 个 题目 作出 了 有 趣 的 实验 . 这 个 问题 
本 身 是 很 古老 的 ,并 且 回 到 了 变 分 法 的 初期 阶段 . 这 个 问题 的 最 简单 
形式 如 下 : 在 空间 中 给 定 一 闭 围 线 , 求 以 这 条 曲线 为 边界 ,具有 最 小 
面积 的 曲面 . 我 们 还 将 讨论 与 这 个 问题 有 关 的 一 些 实验 . 利用 这 些 ， 
我 们 可 以 发 现 对 前 面 的 一 些 结果 ,以 及 对 某 些 新 型 的 数学 问题 它 也 


。396 。 什么 是 数学 


有 不 少 启示 . 


ol 


2. 肥皂 膜 实 验 


在 数学 上 , 普 拉 图 问题 与 * 偏 微分 方程" 或 与 偏 微分 方程 组 的 解 
有 关 . 欧 拉 指出 ,所 有 不 是 平面 的 极 小 曲面 必 是 鞍 形 的 ,并 且 在 每 一 
点 的 平均 曲率 9 都 是 零 在 上 一 世纪 ,对 很 多 特殊 情况 证 明了 这 类 问 
题 的 解 是 存在 的 . 但 在 一 般 情形 中 解 的 存在 性 ,只 是 在 最 近 , 才 由 首 
格拉 斯 (J， Douglas MELT. Rado) 证 明 . 
用 普 拉 图 的 实验 ,对 很 一 般 的 闭 围 线 
可 以 立即 得 到 物理 解 . 如 果 人 们 把 一 个 金 
属 丝 做 成 的 任意 闭 围 线 ,浸入 表面 张力 较 
小 的 液体 内 ,然后 再 提出 来 ,那么 贿 在 轩 
线 上 的 膜 就 是 具有 最 小 面积 的 极 小 曲面 . 
(假设 我 们 可 以 忽略 重力 和 其 他 干扰 薄膜 
趋向 具有 最 小 面积 的 平衡 位 置 的 力 ,那么 
Bi 240 ras eer 只 需 考虑 表面 张力 所 引起 的 最 小 位 能 值 
曲面 的 肥皂 胰 “就 可 以 了 . ) 这 种 液体 的 一 种 好 配方 如 下 : 
把 10 克 干 的 纯 油 酸 钠 , 溶 于 500 ENER 
水 中 ,再 把 15 个 立方 单位 的 这 种 溶液 和 11 个 立方 单位 的 甘油 混合 . 
用 这 种 溶液 在 黄 铜 丝 架 上 得 到 的 膜 比较 稳定 . 这 种 框架 的 直径 应 不 
超过 5 或 6 英寸 
用 这 种 方法 ,很 容易 “ 解 ”" 普 拉 图 问题 ,这 只 需要 将 黄 铜 丝 作成 我 
们 所 需 的 形状 就 可 以 了 . 由 一 系列 正 多 面体 的 楼 所 构成 的 多 边 形 的 
黄 铜 丝 框 架 上 可 以 得 到 许多 美丽 的 曲面. 特别 是 把 整个 立方 体 框架 ， 
浸 在 这 种 溶液 中 ,更 为 有 趣 . 最 初 的 结果 是 , 沿 每 条 棱 线 , 一 系列 不 同 


O “一 个 曲面 在 已 点 的 平均 曲率 是 这 样 定义 的 : 考虑 过 已 点 的 曲面 的 垂 线 和 所 有 过 
这 垂 线 的 平面. 这 些 平面 和 曲面 将 相交 为 许多 曲线 . 在 一 般 情形 下 ,这 些 曲线 在 已 点 有 不 
同 的 曲率 . 现在 考虑 具有 极 小 曲率 和 极 大 曲率 的 曲线 ,( 一 般 说 来 ,包含 这 些 曲线 的 平面 将 
彼此 垂直 ) 这 两 个 曲率 之 和 的 一 半 称 为 这 曲面 在 点 的 平均 曲率 . 
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的 曲面 彼此 以 120" 角 相交 (如 果 很 小 心地 取出 这 立方 体 框架 ,那么 
将 有 13 个 近 于 平面 的 曲面 ). 然后 我 们 可 以 捅 破 许多 这 种 不 同 的 曲 
面 ,最 后 只 剩 一 个 边界 为 一 闭 多 边 形 的 曲面 . 用 这 样 的 方法 可 以 得 到 
好 几 个 美丽 的 曲面 . 对 于 四 面体 也 可 作 同 样 的 试验 . 


瑟 3， 普 拉 图 问题 的 几 种 新 实验 


求 极 小 曲面 的 肥皂 膜 实验 的 范围 比 原来 普 拉 图 所 示范 的 要 广 
泛 . 近年 来 ,这 个 极 小 曲面 问题 的 研究 ,不 只 限于 指定 一 个 闭 围 线 ,而 
且 可 以 指定 任意 多 的 闭 围 线 为 边界 ,另外 曲面 的 拓扑 结构 也 更 复杂 
T. 例如 曲面 可 以 是 单 侧 曲面 ,或 亏 格 不 等 于 零 的 曲面 . 这 些 更 一 般 
的 问题 产生 了 使 人 惊奇 的 多 种 几何 现象 ,而 这 些 现象 可 以 用 肥皂 膜 
实验 来 演示 . 在 考察 这 种 联系 时 ,最 好 把 金属 丝 框架 制 成 能 自由 弯曲 
伸缩 的 ,以 便于 研究 给 定 边界 的 变形 对 解 的 影响 . 

让 我 们 叙述 几 个 例子 . 

D 如 果 边 界 是 圆 , 我 们 得 到 一 个 平面 圆 盘 形 曲 面 . 如 果 我 们 连 
续 地 使 边界 变形 ,我 们 可 能 会 期 望 极 小 曲面 总 能 保持 圆 盘 的 拓扑 
性 质 . 但 实际 并 不 是 这 样 . 如 果 边 界线 变形 为 如 图 241 所 示 的 形 
状 , 得 到 的 极 小 曲面 不 再 是 像 圆 盘 那样 是 单 连通 的 ,而 是 单 侧 的 莫 
比 乌 斯 带 . 反 过 来 ,我 们 也 可 以 由 这 个 绷 有 莫 比 乌 斯 带 样 的 肥皂 膜 
的 框架 开始 . 我 们 可 以 拉 开 焊接 在 上 面 的 手 把 , 从 而 使 框架 变形 
《图 241). 在 这 个 过 程 中 会 有 那样 的 一 瞬 , 膜 的 拓扑 性 质 突然 发 生 
变化 ,使 曲面 再 次 成 为 单 连通 圆 盘 的 类 型 (图 242). 把 这 个 变形 再 
倒 过 来 ,我 们 还 可 得 到 莫 比 乌 斯 带 . 在 这 个 交替 的 变形 过 程 中 , 单 
连通 曲面 转变 为 莫 比 乌 斯 带 的 发 生 于 较 后 的 阶段 . 这 表明 必 存 在 
闭 围 线 的 某 一 种 形状 ,使 得 莫 比 乌 斯 带 和 单 连通 曲面 两 者 都 是 稳 
定 的 平衡 状态 , 即 两 种 曲面 都 具有 相对 极 小 . 但 当 框 架 的 变化 使 得 
莫 比 乌 斯 带 的 面积 大 大 小 于 其 他 曲面 时 ,这 后 者 太 不 稳定 以 至 于 
无 法 形成 . 


图 241 单 侧 曲面 ( 莫 比 乌 斯 带 ) 图 242 双 侧 曲面 


2) 我 们 考虑 在 两 圆 间 绷 上 一 个 极 小 回转 曲面 . 当 由 溶液 中 提 
出 这 金属 丝 框架 后 ,我 们 发 现 所 得 结果 不 是 
一 片 简单 的 曲面 ,而 是 由 相交 为 120" 角 的 三 
片 曲面 构成 的 ,其 中 的 一 片 是 平行 于 预先 给 
定 的 边界 圆 的 简单 圆 盘 ( 图 243). 捅 破 中 间 
的 曲面 ,就 会 产生 古 奥 的 悬 链 曲面 ( 悬 链 面 
是 第 392 页 的 悬 链 线 围绕 一 条 垂直 于 其 对 
称 轴 的 直线 旋转 而 成 的 曲面 ). 如 果 两 个 边 
图 243 由 三 片 曲面 ， 界 圆 逐渐 拉 开 ,那么 到 一 定时 刻 双 连 通 的 极 
构成 的 系统 ”小 曲面 ( 悬 链 面 ) 变 得 不 稳定 了 . 在 此 时 刻 ， 
悬 链 面 就 不 连续 的 跳 变 为 两 个 分 离 的 圆 盘 . 当然 ,这 个 过 程 是 不 可 
逆 的 . 
3) 图 244 一 246 的 框架 给 出 了 另 一 个 重要 的 例子 . 在 图 中 的 框 
架 上 ,可 以 网 上 三 种 不 同 的 极 小 曲面 . 每 一 种 都 以 同样 的 简单 闭 曲线 
作 边界 ;图 244 是 亏 格 为 1 的 曲面 ,而 另 两 种 是 单 连通 的 ,并 且 它们 
彼此 对 称 . 如 果 围 线 是 完全 对 称 的 话 ,后 面 的 两 种 曲面 就 有 相同 的 面 
积 .但 是 如 果 不 是 这 种 情形 ,只 要 找 的 是 单 连通 曲面 中 的 极 小 值 , 那 
么 有 一 种 曲面 给 出 面积 的 绝对 极 小 ,而 另 一 种 给 出 的 是 相对 极 小 . 出 
现 亏 格 为 1 的 曲面 的 可 能 性 取决 于 如 下 的 事实 : 亏 格 为 1 的 曲面 比 
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单 连 通 曲 面 有 更 小 的 面积 . 如 果 这 个 框架 的 变形 足够 彻底 ,通过 这 个 
变形 我 们 必 会 达到 这 样 的 一 个 状况 ,在 这 个 状况 ,上 面 所 说 的 曲面 不 
可 能 产生 了 . 在 这 时 候 亏 格 为 1 的 曲面 将 变 得 愈 来 愈 不 稳定 ,并 且 突 
然 不 连续 的 跃 变 为 如 图 245 或 图 246 中 所 描绘 的 单 连通 曲面 的 稳定 
形式 . 如 果 我 们 是 从 单 连通 形式 中 的 某 一 个 开始 ,例如 图 246 开始 ， 
我 们 可 以 将 框架 变形 ,使 得 另 一 个 单 连通 形式 的 曲面 (图 245) 更 加 
稳定 . 结果 是 在 某 个 时 刻 ,将 发 生 由 一 种 形式 不 连续 地 变换 为 另 一 种 
形式 . 缓慢 地 往 回 变形 使 我 们 回 到 框架 原来 的 位 置 ,但 是 现在 它 上 面 
带 的 是 另 一 种 曲面 形式 . 我 们 能 够 按 相 反方 向 重复 这 个 过 程 ,并 且 照 
这 样 使 两 种 曲面 之 间 的 不 连续 变换 来 回 地 进行 . 只 要 很 小 心 的 操作 ， 
人 们 也 可 以 把 任意 一 个 单 连通 曲面 不 连续 地 变形 为 亏 格 为 1 的 曲 
面 . 为 此 ,我 们 必须 让 圆 盘 状 的 部 分 彼此 靠 的 非常 近 ,才能 使 亏 格 为 
1 的 曲面 变 得 很 稳定 . 在 这 个 过 程 中 ,有 时 会 先 出 现 中 间 薄 膜 片 , 在 
得 到 亏 格 为 1 的 曲面 以 前 ,必须 弄 破 它们 . 


AL 
Ui) 


244 图 245 图 246 
框架 上 绷 着 亏 格 为 0 和 气 格 为 1 的 三 种 不 同 曲面 
这 个 例子 说 明 ,在 一 个 或 相同 的 框架 内 ,不 仅 同样 的 拓扑 类 型 的 
不 同 解 是 可 能 的 ,并 且 也 可 以 有 另外 的 不 同 拓扑 类 型 的 解 ; 进 而 它 再 
次 说 明 , 当 问 题 的 条 件 是 连续 变化 时 ,存在 由 一 种 曲面 形式 到 另 一 种 
曲面 形式 的 不 连续 变换 的 可 能 性 . 容易 造 出 同一 类 的 更 复杂 的 一 些 
模型 ,并 且 用 实验 研究 它们 的 性 质 . 
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247 ” 单 转 线 内 具有 复杂 拓扑 结构 的 图 248 钩 着 的 曲线 
单 侧 极 小 曲面 


由 两 条 或 更 多 条 互 钩 着 的 闭 曲 线 为 边界 的 极 小 曲面 是 很 有 趣 
的 . 由 两 个 互 钩 着 的 圆 所 得 的 曲面 如 图 248 所 示 . 在 这 个 例子 中 ,如 
果 圆 彼此 垂直 ,并且 它 们 所 在 平面 的 交 线 包含 两 个 圆 的 直径 时 , 则 极 
小 曲面 由 两 片 等 面积 并 且 对 称 的 曲面 组 成 . 如 果 这 时 把 两 个 圆 的 相 
对 位 置 作 轻微 的 改变 ,曲面 形状 将 连续 地 变换 ,不 过 对 于 每 一 位 置 来 
说 ,只 有 一 种 曲面 的 面积 是 绝对 极 小 ,而 另 一 种 曲面 的 面积 是 相对 极 
小 .但 是 当 两 贺 移 动 而 形成 相对 极 小 的 情形 时 , 它 在 某 一 时 刻 就 将 贱 
变 为 绝对 极 小 . 这 里 两 种 可 能 的 极 小 曲面 有 同样 的 拓扑 性 质 ,就 如 同 
图 245 一 246 的 曲面 一 样 , 通 过 框架 的 轻微 变形 ,它们 中 的 任 一 种 曲 
面 可 以 跃 变 为 男 一 种 曲面 . 


E4 其 他 数学 问题 的 实验 解法 


由 于 表面 张力 的 作用 ,液体 的 薄膜 只 有 在 它 的 面积 为 极 小 时 才 
处 于 稳定 平衡 状态 . 这 是 具有 数学 意义 的 种 种 实验 的 取 之 不 尽 的 源 
FR. 如 果 膜 的 一 部 分 边界 可 以 在 给 定 的 曲面 (例如 平面 ) 上 自由 移动 ， 
那么 在 这 些 边 界 上 ,这 个 膜 应 垂直 于 这 给 定 的 曲面 . 

我 们 可 以 利用 这 个 事实 ,对 施 泰 纳 问题 及 其 推广 ( 见 8 5) 作 明显 
的 演示 . 取 两 块 平行 玻璃 板 或 透明 塑胶 板 ,用 三 根 或 更 多 根 短 棒 垂 直 
地 连接 起 来 . 如 果 我 们 把 这 个 系统 侵 人 肥皂 水 溶液 中 ,然后 再 提出 
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来 ,那么 ,就 可 得 一 组 垂直 于 两 平行 板 且 连接 诸 固定 棒 的 薄膜 . CE 
玻璃 板 上 出 现 的 投影 ,就 是 第 370 页 讨论 的 问题 的 解 . 


L -3 
图 249 四 点 间 最 短 连 线 的 演示 图 250 五 点 间 的 最 短 连 线 
如 果 平 板 不 是 平行 的 , 棒 也 不 垂直 于 它们 ,或 者 板 是 曲面 的 , 那 
么 在 这 些 板 上 薄膜 形成 的 曲线 不 是 直线 ,但 是 这 将 说 明 新 的 变 
分 问题 . 
一 个 极 小 曲面 中 ,三 片 曲面 以 120" 角 相交 于 一 线 的 现象 ,可 以 
看 作 是 有 关 施 泰 纳 问题 现象 在 更 高 维 空间 的 推广 . 通过 下 面 的 例子 ， 
这 一 点 将 变 得 很 清楚 . 例如 ,如 果 我 们 用 三 条 曲线 连接 空间 中 的 两 点 
A,B, 而 且 研究 对 应 的 肥皂 膜 稳定 系统 . 最 简单 的 情形 是 取 一 条 曲线 
为 直线 段 AB, 而 其 他 两 条 曲线 是 同样 的 圆 弧 , 其 结果 显示 在 图 251 
中 . 如 果 两 个 弧 所 在 平面 的 夹 角 小 于 120", 则 所 得 到 的 薄膜 是 三 片 
曲面 ,两 两 的 夹 角 为 120°; 如 果 我 们 转动 两 条 弧 线 , 增 大 内 角 , 那么 
这 个 薄膜 将 连续 的 变化 成 两 个 平面 圆 
弧 片 . 
现在 我 们 用 三 条 较 复杂 的 曲线 来 
连接 A 和 B. 作为 一 个 例子 ,我 们 可 
以 取 三 条 折线 ,其 中 每 一 条 都 由 同一 


立方 体 中 连接 对 角 线 上 相对 的 两 个 顶 
点 的 三 条 村 组 成 : 我 们 得 到 三 片 全 等 MOL RRR RE 
的 曲面 ,它们 在 立方 体 的 对 角 线 上 相 相交 为 120* 的 曲面 


交 ( 从 图 240 所 示 的 薄膜 中 , 刺 破 与 选 
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定 的 三 条 边界 相 邻 的 薄膜 时 ,我 们 就 可 得 到 这 个 曲面 系统 ). 如 果 我 
们 让 连接 A AB 的 三 条 折线 移动 ,就 可 以 见 到 这 条 三 重 交 线 变 成 曲 
线 . 而 120 的 夹 角 仍 保持 不 变 (图 252). 


图 252 连接 两 点 的 三 条 折线 图 253 面积 给 定 后 圆 有 最 短 周 长 的 演示 


在 三 片 极 小 曲面 相交 的 定 直线 上 的 所 有 现象 基本 上 都 有 这 一 类 
似 的 性 质 . 它们 是 平面 上 个 点 间 的 最 短 连 线 问题 的 推广 . 

最 后 , 谈 一 下 有 关 肥 皂 泡 的 情形 . 球形 的 肥皂 泡 表明 ,在 包含 一 
定 体积 (由 内 部 空气 的 总 量 确定 ?的 所 有 闭 曲面 中 , 球 有 最 小 面积 . 如 
果 我 们 考虑 体积 一 定 、 表 面积 有 收缩 于 极 小 倾向 的 肥皂 泡 , 但 对 它 加 
上 某 些 限 制 条 件 ,那么 所 得 的 曲面 将 不 是 球面 ,而 是 等 平均 曲率 的 曲 
面 . 球面 与 圆柱 面 是 其 中 的 特例 . 

例如 ,在 事先 用 肥皂 水 弄 湿 的 两 块 平行 玻璃 板 之 间 , 我 们 吹 入 一 
个 肥皂 泡 . 当 这 个 肥皂 泡 碰 到 一 块 玻璃 板 时 , 它 马 上 就 变 为 半球 面 
FB. 而 当 它 再 碰 到 另 一 块 板 时 ,就 跃 变 为 圆柱 形 . 这 样 就 以 最 明显 的 
方式 演示 出 了 圆 的 等 周 性 质 . 肥皂 泡 自身 要 调整 得 垂直 于 边界 曲面 
的 这 个 事实 ,是 这 个 实验 的 关键 . 如 果 在 由 直 棒 连接 的 两 平板 之 间 吹 
入 肥皂 泡 ,就 能 解释 第 388 一 389 页 所 讨论 的 问题 . 

利用 一 很 尖 细 的 小 管子 ,来 增加 或 减少 泡 内 空气 总 量 , 我 们 可 以 
来 研究 等 周 问题 的 解 的 性 质 . 但 是 ,利用 吸出 空气 ,我 们 不 能 获得 第 
389 页 图 中 的 彼此 相 切 的 圆 弧 . 随 着 内 部 空气 体积 的 减少 , 圆 弧 三 角 
形 的 角 , 理 论 上 不 会 小 于 120", 此 时 得 到 的 形状 如 图 254 一 255 所 示 . 
当面 积 趋 近 于 0 时 , 它 也 会 变 为 一 组 如 图 235 中 所 示 的 直线 段 . 关于 
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肥皂 膜 不 能 形成 互 切 的 圆 弧 , 数 学 上 的 理由 是 : 当 肥皂 泡 和 顶点 分 
离 时 , 连 线 不 能 计算 两 次 . 对 应 的 实验 可 由 图 256 和 257 解释 . 


P R 


254~255 ”在 一 定 边 界 条 件 下 的 等 周 问题 


图 257 


“习题; 研究 相应 的 数学 问题 : 求 包 含 给 定 面积 的 一 个 圆 弧 三 角形 ,使 它 
的 周 长 加 上 它 的 项 点 到 已 知 点 的 三 条 直线 段 , 具 有 极 小 长 度 . 


在 立体 框架 内 ,我 们 吹 一 个 肥皂 泡 , 如 果 泡 膨胀 到 框架 外 的 话 ， 
将 得 到 一 组 以 二 次 曲线 为 底 的 等 平均 曲率 曲面 . 如 果 我 们 用 稻草 杆 
把 泡 内 的 空气 吸 走 ,我 们 就 能 得 到 一 系列 美丽 的 结构 ,结果 如 图 258 
所 示 . 不 同 平衡 状态 间 的 转换 和 稳定 现象 是 使 这 些 实验 从 数学 上 看 
很 有 启发 性 的 原因 . 这 些 实验 说 明了 稳定 值 理论 ,因为 平衡 状态 的 转 
换 的 发 生 导致 曲面 经 过 一 个 不 稳定 的 平衡 状态 ,这 就 是 所 谓 的 “平稳 
状态 ” 


例如 ,图 240 所 示 的 立方 结构 ,中 心 是 一 个 铝 直 平面 ,联结 着 各 
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棱 上 的 十 二 片 曲面 ,这 是 不 对 称 的 . 因此 至 少 必须 还 有 两 个 其 他 的 平 
衡 位 置 ,一 个 中 心 是 铅 直 的 正方 形 , 另 一 个 中 心 是 水 平 的 正方 形 . 事 
实 上 ,用 一 个 细 管 对 着 这 个 正方 形 的 这 些 棱 吹 气 , 可 以 迫使 结构 达到 
这 样 的 位 置 : 正方 形 退化 为 一 点 ,这 一 点 就 是 立方 体 的 中 心 ;这 个 不 
稳定 的 平衡 位 置 ,立刻 会 转变 成 另 一 个 稳定 位 置 ,这 个 位 置 由 原来 位 
置 旋转 90" 后 得 到 . 

对 于 形成 正方 形 的 四 点 间 的 施 泰 纳 问 题 ( 图 219 一 220), 也 能 用 
肥皂 膜 作 一 个 类 似 实验 加 以 演示 . 

如 果 我 们 要 得 到 像 等 周 问题 的 极限 情形 那样 的 一 个 问题 的 
解 一 一 例如 要 由 图 258 得 到 图 240 一 一 我 们 必须 吸出 泡 内 的 空气 . 
现在 图 258 是 完全 对 称 的 , 泡 内 空气 消失 
时 , 它 的 极限 形式 将 是 交 于 中 心 的 12 个 
平面 的 一 个 对 称 系统 . 这 是 可 以 具体 观察 
到 的 . 但 作为 极限 而 获得 的 这 个 位 置 不 处 
于 稳定 平衡 中 . 它 会 很 快 变 成 图 240 中 的 
形式 . 如 果 利 用 比 前 面 所 说 的 液体 更 粘 的 
液体 ,很 容易 观察 到 整个 现象 的 变化 . 它 

图 258 以 实例 说 明 下 述 事 实 : 甚至 在 物理 问题 

中 ,问题 的 解 也 未 必 是 随 着 数量 的 变动 而 连续 变化 的 ; 因为 在 体积 为 
零 的 极限 情形 下 ,由 图 240 给 出 的 解 ,并 不 是 图 258 的 中 心 当 体积 e 
ETF 0 时 的 极限 情形 . 
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微 积 分 
引言 


有 时 候 人 们 过 于 简单 地 把 微 积 分 的 “发 明 ” 归 功 于 牛顿 和 莱 布 
尼 茨 两 人 ,这 种 看 法 很 不 妥当 . 事实 上 , 微 积分 是 长 期 演变 的 结果 ， 
既 不 是 从 牛顿 和 莱 布 尼 茨 开始 的 ,也 不 是 由 他 们 完成 的 ,但 不 可 否 
认 他 们 两 人 在 其 中 起 了 决定 性 的 作用 . 十 七 世纪 的 欧洲 ,分 散居 住 
着 许多 有 志 的 科学 家 ,他 们 多 数 是 在 学 院 的 外 面 , 顽 强 地 继续 着 僵 
利 略 和 开 普 勤 的 数学 工作 . 通过 信件 往来 和 旅行 ,这 些 人 保持 着 密 
切 的 联系 . 有 两 个 中 心 问题 引起 了 他 们 的 注意 . 第 一 个 是 切线 问 
题 : 确定 已 知 曲线 的 切线 ,这 是 微分 学 的 基本 问题 . 第 二 个 是 求 积 
问题 : 确定 已 知 曲线 内 部 的 面积 ,这 是 积分 学 的 基本 问题 . 牛顿 和 
莱 布 尼 芯 的 伟大 功绩 在 于 他 们 明确 地 认识 到 了 这 两 个 问题 之 间 的 
密切 联系 . 在 他 们 手中 ,这 个 新 的 统一 的 方法 变 成 了 科学 的 强 有 力 
的 工具 . 由 于 运用 莱 布 尼 芯 创立 的 奇妙 形式 符号 人 们 获得 了 很 多 
成 功 ,虽然 这 些 符 号 牵涉 了 模糊 的 、 站 不 住 脚 的 观念 (这 些 观念 对 
那些 认为 神秘 比 清楚 还 好 的 人 来 说 ,是 永远 不 会 确切 了 解 的 ). 但 
莱 布 尼 芯 的 成 就 并 不 因此 而 减 色 . 牛顿 是 一 位 更 伟大 的 科学 家 ,他 
似乎 主要 是 受 了 他 在 剑桥 大 学 的 老师 和 前 辈 巴 罗 (Barrow， 
1630~1677) OSU. MÆ IE RA > FEIT» HE iA Et 
的 律师 .外 交 官 和 哲学 家 ,是 他 那 时 代 最 富 活 力 和 多 才 多 艺 的 人 物 
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中 的 一 个 . 他 在 因 外 交 使 命 而 访问 巴黎 时 ,在 不 可 思议 的 短 时 间 
里 ,从 物理 学 家 惠 更 斯 那里 ,学 习 了 这 种 新 数学 . 其 后 不 久 , 他 就 发 
表 了 他 的 结果 ,其 中 已 包含 了 近代 微 积 分 的 核心 . 牛顿 在 这 方面 的 
发 现 要 早 得 多 ,但 他 不 愿意 发 表 . 并 且 ,虽然 在 他 的 杰作 自然 科学 
的 哲学 原理 中 有 许多 原理 是 用 微 积 分 方法 得 到 的 结果 ,但 他 宁愿 
用 古典 几何 的 风格 来 表述 几乎 没有 微 积分 的 痕迹 . 只 是 到 后 来 ,他 
才 发 表 了 “ 流 数 ”方法 的 论文 . 不 久 ,他 的 那些 崇拜 者 和 莱 布 尼 芯 的 
朋友 之 间 , 开 始 了 谁 有 “优先 权 ” 的 激烈 争吵 . 前 者 指责 莱 布 尼 茨 抄 
袭 ;其 实在 这 新 理论 的 原理 已 很 普遍 的 环境 中 ,再 没有 比 “ 同 时 ”和 
“独立 发 现 ” 这 事 更 自然 的 了 . 这 个 争夺 最 先 “ 发 明 ” 微 积分 的 争吵 ， 
是 一 个 过 于 强调 先后 和 所 有 权 的 不 好 先例 ,这 类 争吵 往往 会 罕 息 
科学 家 互相 交往 的 气氛 . 

在 十 七 世纪 和 十 八 世纪 的 大 部 分 时 间 里 , 古 希腊 清晰 和 严格 推 
理 的 方法 在 数学 分 析 中 几乎 被 抛弃 了 .“ 直 观 ” 和 “本 能 ”在 许多 重要 
内 容 中 代替 了 推理 . 这 助长 了 人 们 盲目 相信 新 方法 具有 神奇 的 效果 . 
当时 普遍 认为 ,明确 地 表示 微 积分 的 结果 ,不仅 是 不 必要 的 而 且 也 是 
不 可 能 的 . 这 种 新 科学 , 当时 如 果 不 是 被 少数 有 杰出 才能 的 人 所 掌 
握 , 可 能 会 产生 严重 的 错误 甚至 可 能 遭 到 毁灭 . 这 些 先驱 者 ,被 强烈 
的 本 能 感觉 支配 着 ,从 而 一 直 没 有 走 上 歧路 . 但 是 法 国 大 革命 开辟 了 
极 大 地 发 展 高 级 学 术 的 道路 ,愿意 参加 科学 研究 活动 的 人 大 大 增加 ， 
新 分 析 的 批判 改造 也 就 再 也 不 能 拖延 了 . 这 个 任务 在 十 九 世纪 被 成 
功 地 解决 了 . 到 了 今天 , 微 积 分 可 以 讲授 得 很 严密 ,不 带 丝毫 的 神秘 
性 . 现在 ,没有 任何 理由 说 ,这 个 科学 的 基本 工具 不 能 被 每 一 个 受 教 
育 的 人 所 通晓 了 . 

这 一 章 我 们 打算 对 微 积分 作 一 概括 的 介绍 ,着 重 在 基本 概念 的 
理解 上 ,而 不 在 于 形式 的 处 理 . 到 处 要 用 到 直观 语言 ,但 是 ,在 方式 上 
常常 是 和 精确 的 概念 以 及 确切 的 步骤 相 一 致 的 . 
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$1 R 分 
号 1. 面积 看 作 是 一 个 极限 


为 了 计算 平面 图 形 的 面积 ,我 们 选择 边 长 为 单位 长 度 的 正方 
形 作为 面积 的 单位 . 如 果 单 位 长 度 是 一 英寸 , 则 对 应 的 面积 单位 
将 是 一 平方 英寸 , 即 边 长 为 一 英寸 的 正方 形 . 由 此 很 容易 计算 矩 
形 的 面积 . 如 果 用 单位 长 度 度量 两 个 相 邻 边 所 得 到 的 长 度 是 p 
和 4, 那么 矩形 面积 就 是 pg 个 单位 ,或 者 简单 地 说 ,面积 等 于 乘 
积 pq. 对 于 任意 的 p 和 9g, 不 论 是 有 理 数 还 是 无理 数 , 这 个 结论 都 
是 正确 的 . 如 果 p 和 9g 是 有 理 数 ,为 了 得 到 这 个 结论 ,我 们 把 p 和 
4 表示 为 


ER m, n, m, n' 都 是 整数 . 然后 我 们 求 两 个 边 的 公共 度量 x S 
BS p= mn! a= nm! 再 . BE EREA 


DA TRA RENE. 这 些 正方 形 共有 nm + mx 个 ,并 且 总 
面积 是 


ae | 和 过 1 m m 
nmmn + nmmn» -7z ET 
N nn n n 


p'a 


WR p 和 g 是 无 理 数 ,那么 我 们 先 用 近似 的 有 理 数 p, Ma PHB 
换 p Bq SUES p, Ma 趋 于 如 和 9, 也 得 到 同样 的 结果 . 
三 角形 的 面积 等 于 有 相同 底 65 相同 高 h 的 矩形 面积 的 一 半 , 这 


在 几何 上 是 明显 的 ; 因而 三 角形 的 面积 就 由 热 知 的 公式 二 矿 给 出 . 
平面 上 任何 一 个 边界 是 由 一 条 或 几 条 折线 组 成 的 区 域 ,都 可 以 分 解 
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为 若干 三 角形 ;因此 . 它 的 面积 就 是 这 些 三 角形 的 两 积 之 和 . 

当 我 们 求 边界 不 是 折线 而 是 曲线 的 图 形 的 面积 时 ,就 必须 有 一 
个 更 为 一 般 的 计算 面积 的 方法 . 例如 ,如 何 确定 圆 盘 或 抛物 线 弓 形 的 
面积 呢 ? 早 在 公元 前 三 世纪 , 阿 基 米 德 就 研究 了 这 些 困难 的 问题 (这 
种 问题 是 积分 学 的 基础 ) ,他 用 “穷竭 ”的 过 程 计算 了 这 些 面积 . 我 们 
可 以 和 阿 基 米 德 以 及 直到 高 斯 时 代 的 那些 伟大 数学 家 一 样 ,采取 一 
种 “朴素 ”的 态度 , 即 把 曲线 围 成 的 面积 直观 上 看 成 是 一 个 实在 体 ,这 
样 ,问题 就 不 是 定义 它们 而 只 是 计算 它们 ( 见 第 482 页 的 讨论 ). 我 们 
在 这 个 区 域 中 内 接 一 个 多 边 形 , 作 成 一 个 近似 区 域 , 这 个 近似 区 域 有 
确定 的 面积 . 通过 选择 另 一 个 多 边 形 ( 它 包含 前 一 个 多 边 形 ) ,我 们 得 
到 这 个 区 域 的 更 佳 近似 值 . 继续 按 此 方法 进行 ,我 们 能 逐渐 “穷竭 ? 整 
个 面积 ,也 就 是 适当 选择 区 域 的 一 系列 内 接 多 边 形 , 当 边 数 无 限 增加 
时 ,把 它们 面积 的 极限 ,作为 给 定 区 域 的 面积 . 半径 为 1 的 圆 的 面积 ， 
就 可 以 用 这 个 方法 计算 ,所 得 数值 ,用 符号 * 表示 . 

阿 基 米 德 完 成 了 求 圆 和 抛物 线 弓 形 面积 的 一 般 方法 . 在 十 七 世 
纪 , 更 多 的 问题 也 获得 解决 . 但 在 每 一 种 情形 ,极限 的 实际 计算 ,都 决 
定 于 只 适合 某 特定 问题 的 特殊 技巧 . 微 积分 的 一 个 主要 成 就 ,就 是 用 
一 个 一 般 的 有 效 方法 取代 了 这 些 特殊 的 有 局 限 性 的 计算 面积 的 办 法 . 


FLR 分 


微 积分 的 第 一 个 基本 概念 是 积分 . 这 一 节 我 们 将 把 积分 理解 为 
用 极限 方法 求 得 的 曲线 下 的 面积 . 如 果 已 知 一 个 正 值 连续 函数 y = 
Sx), PAM y = 2? Ky = 1 十 cosz, 我 们 考察 这 样 一 个 区 域 , 它 下 边 
的 边界 是 x 轴 上 由 a 到 6 的 线段 (这 里 2 之 a)， 两 边 是 过 这 两 点 垂直 
于 工 轴 的 直线 ,上 面 是 曲线 y= f(z). 我 们 的 目的 是 计算 这 个 区 域 
的 面积 A. 

一 般 来 说 ,这 样 的 区 域 不 能 分 解 为 矩形 或 三 角形 ,因而 它 的 面积 
A 就 没有 一 个 可 以 明显 计算 的 直接 表达 式 . 但 是 ,我 们 可 以 求 A 的 
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近似 值 ,并 且 按 下 面 的 方式 把 A 描述 为 一 个 极限 : 我 们 把 从 zx = a 
到 x 一 六 的 区 间 分 割 为 许多 小 区 间 , 在 每 个 分 点 上 作 垂 线 ,并 且 把 曲 
线 下 的 每 个 小 长 条 都 用 一 个 矩形 代 , 
替 , 它 的 高 是 曲线 在 小 长 条 中 最 大 ane 
的 和 最 小 的 高 度 之 间 的 某 个 值 . 这 
些 和 矩形 面 积 的 总 和 S 给 出 了 曲线 下 
实际 面积 A 的 一 个 近似 值 . 矩形 的 
个 数 越 多 并 且 每 个 矩形 的 宽度 越 
小 ,那么 这 个 近似 值 就 越 接近 A. 这 图 259 积分 看 作 是 面积 
样 我 们 就 能 用 极限 来 刻 划 这 个 准确 的 面积 : 如 果 把 (近似 于 曲线 下 
的 面积 的 ) 矩 形 的 面积 和 组 成 一 个 序列 ; 

Sis Sey Say os a) 


(E15 n 无限 增 加 、S, 中 最 宽 的 矩形 的 宽度 趋 于 零 时 ,序列 (1) 趋 于 
极限 A， 


S, > A, (2) 


而 且 这 个 极限 A, 即 曲线 下 的 面积 ,与 序列 (1) 的 选择 方式 无 关 ( 例 
如 ,S, 可 以 由 确定 S,-! 的 分 点 再 加 上 一 个 或 多 个 分 点 而 产生 ,也 可 
以 让 S, 的 分 点 和 S,-; 的 分 点 完全 无 关 ). 我 们 就 把 由 这 个 极限 过 程 
表示 的 区 域 的 面积 A 定义 为 函数 f(x) 由 a Bb 的 积分 ,用 专门 的 
“积分 号 ”表示 ,可 写成 


b 
A = [fde (3) 


符号 | “dz" 和 名称“ 积分 ", 都 是 莱 布 尼 获 为 了 提示 获得 极限 的 方 


式 而 创立 的 . 为 了 解释 这 些 符 号 ,我 们 以 后 将 更 细致 地 重复 近似 值 趋 
于 面积 A 的 过 程 . 同时 ,在 表示 极限 过 程 的 这 个 解析 式 子 中 ,可 以 去 
掉 f(x) 之 0 和 6 之 a 的 假设 .最 后 ,还 可 以 脱离 最 初 的 直观 的 面积 概 
念 (而 在 这 里 ,面积 却 是 我 们 定义 积分 的 基础 ). 这 后 一 点 将 在 本 章 补 
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充 的 $1 中 讲 到 . 
现在 把 从 a 到 ”的 区 间 分 割 为 ”个 小 区 间 ,为 简单 起 见 ,我 们 假 


设 这 些 区 间 的 宽度 都 等 于 人 二 4. 于 是 可 令 分 点 为 


2—a) ... 
qe 


b—a 
Xo =a, ry =at 有 te a+ 


zee) 
n 


我 们 引进 记号 Ar 来 表示 相 邻 两 个 z (He =F, 


b—a 
n 
这 里 ,符号 A 的 意思 就 是 指 “ 差 "这 是 一 个 “运算 ”符号 ,而 不 能 误解 
为 数 ). 我 们 可 以 把 y = f(zx) 在 小 区 间 右 端点 的 值 选 为 每 个 近似 矩 
形 的 高 度 . 于 是 ,这 些 矩形 的 面积 之 和 是 
S, = (zi)Az 十 (zz)Az 十 … 十 FCzo)Az。 (4) 


这 可 简写 为 


Az 一 


= Tjin — Tj 


S, = >)F(zm)Az， 6) 
j=l 


这 里 符号 > 是 指 j 依次 取 遍 1, 2，3，…, 所 得 的 所 有 的 式 
FA. 
下 面 的 例子 说 明 符号 > 是 表示 求 和 结果 的 简明 形式 : 


10 
2 十 3 十 4 十 … 十 10 = Dj, 
j=2 
142434--4n= Dj, 


1 十 22 十 3: 十 … 十 到 = Hja 
ja 


第 8 章 MRF - 41l- 


aq +aq* 十 … 十 ag" = agi, 
fal 
a+(a+d)+ (a+2d) +--+ (a+nd) = J la+ jd). 
名 


现在 我 们 作 一 个 近似 值 S, 的 序列 ,其 中 n 是 无 限 增 大 的 ,使 得 
(5) 中 的 每 个 和 S, 的 项 数 随 之 增加 ,而 每 项 f(x;)Ax, 由 于 含有 因 


F Ar = 和 二 4, 趋 于 零 . 当 ” 无 限 增加 时 ,这 个 和 趋 于 面积 A， 


n 


A = lim), f(z) Az = ffod. (6) 


j=l 


莱 布 尼 艾 用 | 代替 求 和 符号 D, 并且 用 符号 d 代替 差 的 符号 


A, 从 而 把 近似 的 和 式 S, BF A 的 极限 过 程 符号 化 了 (在 莱 布 尼 菊 
的 时 代 ,经 常 把 求 和 符号 >) 写 为 


S, 而 符号 | 就 是 拉 长 的 S). 但 是 


我 们 必须 注意 , 莱 布 尼 茨 的 符号 只 
是 提示 了 获得 积分 的 方式 是 有 限 
和 的 极限 ,不 要 给 它 附带 更 多 的 意 
义 ,毕竟 ,这 只 是 如 何 表示 极限 的 
一 个 约定 . 在 微 积 分 的 早期 ,极限 。 图 260 用 小 矩形 趋 近 面积 
概念 还 未 研究 清楚 ,人 们 对 它 的 印 

象 肯定 不 深 , 当 时 用 这 样 一 种 说 法 来 解释 积分 的 意义 即 “ 无 穷 小 量 
dz 代替 了 有 限 差 Az, 并 且 积分 本 身 是 无 穷 多 个 无 穷 小 量 f(x) de 
的 和 ” 虽然 无 穷 小 对 于 那些 “ 纯 理 论 家 ”有 一 定 的 吸引 力 , 但 它 在 近 
代数 学 中 却 没有 地 位 ,把 明确 的 积分 概念 用 没有 意义 的 术语 笼罩 起 
来 ,不 会 引起 好 的 效果 . 甚至 莱 布 尼 蒋 有 时 也 被 他 的 符号 所 引起 的 效 
用 搞 迷 糊 了 . 这 些 符号 的 作用 ,好 像 它们 表示 了 “无 穷 小 ”的 一 个 和 ， 
它们 虽然 是 无 穷 小 ,但 在 一 定 范围 内 又 可 以 像 普通 的 量 那样 运算 . 事 
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实 上 , 造 出 积分 这 个 词 ,就 是 为 了 表示 全 部 (或 整个 ) 面 积 A 是 由 “无 
穷 小 ”的 部 分 累积 而 成 的 . 等 到 清楚 地 认识 到 只 有 极限 (而 不 是 别 的 ) 
才 是 积分 的 真正 基础 时 ,这 已 经 至 少 是 牛顿 和 莱 布 尼 茨 以 后 约 一 百 
年 的 事 了 . 只 要 坚定 地 站 在 这 个 基础 上 ,我 们 就 可 以 避免 积分 早期 发 
展 中 的 一 切 迷惑 、 困 难 和 混乱 . 


号 3， 积 分 概念 的 一 般 说 明 ”一 般 定义 


在 把 积分 看 成 是 一 个 面积 的 这 个 几何 定义 中 ,我 们 显然 假定 

f(z) 在 整个 积分 区 间 [a, 的 内 是 非 负 的 ,就 是 说 图 像 没 有 任何 一 部 

分 是 位 于 工 轴 的 下 方 . 但 是 在 

我 们 关于 积分 和 S, 的 序列 的 

a T 极限 的 解析 定义 中 , 这 个 假定 

是 多 余 的 . 简单 地 说 ,微小 量 

f(z;)Az 组 成 它们 的 和 ,并 且 

图 261 正和 负 的 面积 取 极 限 ;如 果 有 一 些 或 所 有 的 

f(zj) 是 负 的 ,这 个 手续 仍然 

完全 有 效 . 利用 面积 作 几 何 解释 时 (图 261) ,我 们 所 求 的 f(x) 的 积 

TERRA < 轴 所 包围 的 那些 面积 的 代数 和 ,zx 轴 下 方 的 面积 ,计算 
时 是 负 的 ,而 其 余 的 是 正 的 . 


在 应 用 中 ,可 能 在 得 到 的 积分 f(z)dz 中 ,6 是 小 于 a 的 ,这 时 
bA nx 是 负数 . 在 解析 定义 中 , 即 如 果 /(z;) 是 正 的 ,而 Ar 是 


负 的 ,那么 f(x) Ax BRN. 换 句 话说 ,这 个 积分 值 是 从 5 到 a HR 
分 值 的 相反 数 . 这 样 ,我 们 有 简单 的 法 则 


f Crdz == fi reopdz 


必须 指出 ,即使 在 不 限定 分 点 z 是 等 距离 ,也 就 是 说 不 限定 z 
的 差 Az = zj 一 相等 的 情况 下 ,积分 值 仍 然 是 相同 的 . 我 们 可 以 
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用 另外 的 方式 选择 zx; AEM Ax = 23.) — 2; 不 相等 (这 时 必须 用 不 同 
的 下 标 来 区 分 ) ,然后 作 和 
Sp, = f(a )A to + fla, Ax +e + f(z, AA 
以 及 
Sp = fla Ar + flax +e + flay DAz ly 
只 要 对 每 一 个 给 定 的 ,这些 差 Az; = rja 一 z AKL 4 n 
加 时 趋 于 零 ,那么 所 有 的 差 Arj = zjn a 当 增加 时 也 趋 于 零 ,所 
以 S, 和 S? 趋 于 同一 个 极限 ,这 个 极限 就 是 积分 | (zydz 的 值 . 
由 此 ,积分 的 定义 最 后 可 由 下 式 给 出 


(6a) f Fade = lim $) f(y Az; 
: 名 


在 这 个 极限 中 v ATER z; Sy Sap 中 的 任意 一 点 ,并 且 只 
要 求 任意 分 割 的 最 大 区 间 Ar; = xja arj Yn HMR SE. 
如 果 我 们 承认 曲线 下 的 面积 
这 一 观念 ,以 及 这 个 面积 可 以 用 矩 
形 的 和 来 趋 近 , 那 么 极限 (6a) 的 存 
在 是 不 需要 证 明 的 . 但 是 , 如 在 后 
面 (第 482 页 ) 较 详细 的 分 析 所 表 
面 的 那样 ,为 了 对 积分 概念 给 出 一 图 262 积分 一 般 定义 中 的 任意 分 
个 逻辑 上 完备 的 表示 ,不 仅 要 求 而 
且 必 须 证 明 对 任意 连续 函数 ,这 极限 是 存在 的 ,而 不 是 利用 面积 的 先 
验 的 几何 概念 . 


4. 积分 举例 x 的 积分 


直到 现在 为 止 我 们 关于 积分 的 讨论 还 只 是 理论 性 的 . 一 个 困难 
的 问题 是 究竟 有 没有 组 成 和 式 S, 的 一 般 范式 ,然后 对 于 具体 情况 通 
过 实际 取 极限 得 到 结果 . 当然 ,对 于 适合 于 求 积分 的 特定 函数 就 要 增 
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加 一 些 推理 . 两 千年 前 , 阿 基 米 德 在 计算 抛物 线 弓 形 的 面积 时 ,所 用 
的 极 巧妙 的 方法 ,就 是 我 们 现在 称 为 函数 f(x) = zz 的 积分 ;在 十 七 
世纪 ,近代 微 积分 的 先驱 者 成 功 的 解决 了 如 xz" 那样 的 简单 函数 的 积 
分 问题 ,但 用 的 仍 是 特殊 的 技巧 . 只 是 在 有 了 许多 由 这 些 特殊 情形 获 
得 的 经 验 之 后 , 才 有 了 一 个 解决 一 般 积分 问题 的 微 积分 的 系统 方法 ， 
并 且 使 可 以 解决 的 个 别 问题 的 范围 大 大 扩大 . 在 本 节 我 们 将 讨论 几 
个 属于 “早期 微 积分 ?阶段 的 有 启发 性 的 特例 . 并 且 没 有 别 的 例子 能 
比 它们 更 好 地 说 明 积分 是 一 个 极限 过 程 . 

a) 我 们 从 一 个 极 简单 的 例子 开始 . 设 y = f(z) 是 常数 ,例如 


/(z) = 2, 那么 显然 积分 | 2dz 可 以 理解 成 一 个 面积 ,就 是 2(6 一 


a), 因为 矩形 的 面积 等 于 底 乘 高 . 我 们 把 这 个 结果 和 用 极限 定义 的 
积分 (6) 作 比较 . 如 果 我 们 对 于 (5) 中 所 有 的 j 值 都 用 f(z;) 一 2 代 
人 , 则 对 任意 的 nx 有 


S, = Dadaz = D2Ar = 23 ar= 2(b—a), 
j- = j= 
因为 
Mar = (n = ao) +n) $+ Ga) 
in 
= I, — To = b—a. 


b) 几乎 同样 简单 的 一 个 例子 是 f(z) = z 的 积分 . 这 里 | =dz 
是 梯形 的 面积 (图 263). 由 初等 几何 ,这 个 面积 等 于 


bta_ Fa’ 

(o—a) «°F 4# =" 4, 

这 个 结果 再 次 和 定 积分 的 定义 (6) 一 致 ,这 一 点 ,不 利用 几何 图 形 , 通 

过 实际 取 极 限 就 可 看 出 : 如 果 把 f(z) 一 工 代 人 (5), 那 么 和 式 
S, 成 为 
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S, = DzAr= 2)(ae 十 JAz)Az 
j=l j=l 
一 (na 十 Az 十 2Az 十 3Az 十 … 十 mAz)Az 
= naAz + (AT) (1+2 +3 + +n). 


y 


0 b * 


图 263 梯形 的 面积 图 264 “抛物线 下 的 面积 
利用 第 18 页 等 差 级 数 1 十 2 十 3 十 … 十 n 的 公式 (1) 可 得 


S= naart” OED caa, 


因为 Az = “一 2， 


n 


所 以 S, = a(b—a) +E (b—a) ++ —a)", 
令 n 趋 于 无 穷 ,那么 最 后 一 项 趋 于 零 , 求 得 


» 1 
lim S, [irae a(b—a) +5 (b-a) 


这 与 把 面积 看 作 是 积分 的 几何 解释 一 致 . 


c) 稍 繁 些 的 例子 是 函数 f(x) = 2° 的 积分 . 阿 基 米 德 用 几何 方 
法 解决 了 与 此 相当 的 求 抛物 线 y= 2° 的 弓形 面积 的 问题 . 我 们 将 在 
定义 (6a) 的 基础 上 进行 分 析 . 为 了 简化 计算 ,我 们 把 积分 “下 限 ”a 取 
作 零 ;因而 Az = b/n. 由 于 zx; = jAzs 且 f(z;) = j Ar), 可 以 得 


BIS, 的 表达 式 
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S, = È sganar = [1 (Ax)? +2? + (Ax)? 十 … 
+h? + (Ax)? ]e Ax = (P42? +e 4+n° (Ax). 
现在 ,可 以 具体 地 计算 这 个 极限 . 利用 第 21 页 建立 的 公式 
PH+ 2 nnti mat D ERED, 
并 且 作 代 换 Az = b/n, 我 们 得 到 
S, + .部 人 (1+ 1)(2+4), 


作 了 这 个 初步 变形 后 , 取 极 限 就 是 很 容易 的 事 了 . 因为 当 ” 无 限 增加 
时 ,1/n 趋 于 零 . 这 样 简单 地 得 到 极限 


La _ & 
6 le2=%, 


因而 得 到 结果 


将 这 个 结果 应 用 于 从 0 到 a 的 面积 , 则 有 
Ian 
这 两 个 面积 相 减 ,得 到 
freee 
习题 : 利用 第 22 页 公式 (5) ,用 同样 的 方法 证 明 
f i Baa 


利用 从 1 Bl n RES KERA HHn 的 一 般 公 式 ,可 以 得 到 
下 面 的 结果 : 对 任意 正 整数 上 ,有 
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biaa 
k+1 

“不 按 这 个 方法 进行 ,利用 前 面 的 说 明 ( 即 ,可 以 用 不 等 距 的 分 点 来 计算 积 

分 ), 可 以 得 到 更 简单 甚至 更 一 般 的 结果 . 我 们 将 证 明 公式 (7) 不 仅 对 任意 

正 整 数 上 成 立 而 且 对 任意 正 或 负 的 有 理 数 


[上 = (7) 


k= 


els 


也 成 立 , 这 里 是 正 整 数 而 w 是 正 或 负 的 整数 . 应 排除 上 =--- 1 的 情形 , 因 
为 这 时 公式 (7) 没 意义 . 我 们 还 假定 0 过 a < b. 
为 了 得 到 公式 (7) ,我 们 按 等 比 级 数 来 选择 分 点 o =a, tis Try ty 
Tn = b, 由 此 组 成 S,. 令 
Te 


a a =q". 


我 们 规定 ro =a, zi = aq, za = ag’, s x, = aq" =b, 利用 这 个 技巧 ， 
我 们 将 看 到 取 极 限 变 得 十 分 容易 . 因为 fa) = f= ag, 而 且 
Ax; 一 Th = rj = aq’ — aq’, AEB ANS, 是 
S, = at (aq — a) 十 atgt(ag: — aq) +.a'g" (aq? — aq?) ++ 
+atg'~ Cag" — aq"). 
因为 每 一 项 都 有 因子 at (ag 一 a), 所 以 
S, = alt! (qQ— DAL ght ghtth fone gran j, 
MRR. ,我 们 看 到 花 括号 中 的 表达 式 是 等 比 级 数 
LHH HHE, 


它 的 和 如 第 19 页 所 证 明 的 是 全. 但 


rage (Ee) 
a 


因此 


S,=(g vf (8) 


btia gett ght! 
qe 1 } a N » 
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这 里 


AH 
id | 
N= PEST 


DEEM n 为 固定 数 时 的 情形 . EERTE n IN, AE N 的 极限 . i n 
增加 时 省 次 根 A/ E = 9 趋 于 1( 见 第 335 页 ), 因 而 N 的 分 子 分 母 同时 趋 
于 零 ,这 是 必须 注意 的 地 方 . 先 假定 上 是 正 整数 ,那么 可 以 用 9- 1 去 除 ,得 
到 ( 见 第 20 页 ) N = g++ tatl SF nti BF 1, Alta, 
9 ，…, BEF 1, 故 N 趋 于 上 十 1, 于 是 显示 了 S. AFETE. 这 
就 是 我 们 要 证 明 的 . 

习题 :证 明 对 于 任意 有 理 数 k 去 一 1 有 同样 的 极限 公式 N-~k 十 1, 因 
而 公式 (7) 仍 然 成 立 .按照 我 们 的 范例 ,首先 给 出 负 整数 人 的 证 明 . 然后 如 果 

k= tied” =s, 


| 
N ste ] srtr—] = 
$—1 el 27-1' 
5 一 1 


则 


如 果 nn 增加 ,s 和 9 同时 趋 于 1, 因 而 右 端 两 个 比值 分 别 趋 于 uo 和 
v, 这 就 再 次 得 到 N 的 极限 为 
uty 


v 
在 $5 中 我 们 将 看 到 ,这 个 元 长 而 不 太 自然 的 讨论 可 以 用 微 积 分 中 更 
简单 而 有 效 的 方法 代替 . 


=k+1, 


习题 : D 4e=4,—F, 2,2, 3, 一 3 时 , 逐个 验证 的 积分 . 
2) 求 下 列 积分 值 

a) f zdrs | zdrs 0 fedrs | wdrs [ rar. 

3) 求 下 列 积分 值 

a) f" zdz: by f° eeosrar 
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©) f z‘cos’x sin xdr; d) j tanadz. 
(提示 : 考察 积分 号 下 的 函数 图 像 ,注意 它 们 关于 zx = 0 的 对 称 性 ,并 
且 把 积分 解释 成 面积 . ) 
”4) 利用 代 换 Ar = h 和 第 431 HARK sinz A cosx M 0 HS 
的 积分 . 
5) 将 区 间 等 分 ,并 令 公 式 (6a) 中 的 


y= yi Han) 


R f(z) = 2M f(z) = 了 2 从 0 到 2 的 积分 . 
”6) 利用 公式 (7) 和 Ar 相等 时 的 积分 定义 ,证 明 极 限 关系 式 
Vf 2F poe pent 
ne 


1 
So Aaea; 
(提示 : 6+ = Az, 并 且 证 明 这 个 极限 等 于 | xdr ) 
”7) 证明 当 n 一 co 时 . 


1 1 1 
+( + 十 … 十 )+ 2W2—n. 
dn\Vl+n 2+n n+n 


(提示 : 改写 这 个 和 ,使 得 它 的 极限 是 一 个 积分 . ) 
D) 计算 边界 由 抛物 线 y= 二 ax? 的 弧 已 Po AK Pi P 组 成 的 抛物 线 弓 
形 的 面积 ,并 用 两 个 点 的 坐标 zt 和 oe 表示 出 来 . 


5.“ 积 分 运算 "的 法 则 
确立 了 某 些 一 般 法 则 是 微 积 分 发 展 过 程 中 一 个 重要 步骤 ,这 些 


法 则 使 许多 问题 可 以 化 简 , 因 而 可 以 用 几乎 是 机 械 的 办 法 加 以 解决 . 
莱 布 尼 世 的 符号 特别 强调 了 这 种 算法 的 特点 . 然而 ,过 分 集中 于 问题 
的 机 械 解 法 上 ,会 把 微 积 分 的 教学 变 为 空洞 的 解 题 训练 . 


有 些 简单 的 积分 法 则 ,可 由 定义 (6) 或 由 积分 是 面积 的 几何 解释 


中 立刻 得 到 . 


两 个 函数 的 和 的 积分 等 于 这 两 个 函数 的 积分 的 和 . 一 个 常数 c 
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PBR f(x) RAHRAST RR c 和 函数 也 (x) 的 积分 的 乘积 . 这 
两 个 法 则 可 以 合并 为 下 面 一 个 公式 


b b b 
[Cor ta) tagad = repar+dscodr (9) 


由 积分 看 作 有 限 和 (5) 的 极限 这 一 定义 ,可 以 立刻 得 到 上 式 的 证 明 ， 
这 是 因为 和 S, 的 相应 公式 显然 是 对 的 . 这 个 法 则 马上 可 以 推广 到 两 
个 以 上 的 函数 的 和 的 情形 . 
作为 运用 这 些 法 则 的 例子 ,我 们 考虑 一 个 多 项 式 
f(z) = a Har Hat? Heat", 
其 中 系数 oo, ca，…，o, 都 是 常数 . 要 求 SDMA a 到 4 的 积分 . 按照 
法 则 我 们 可 以 逐 项 进行 .用 公式 (7), 求 得 


-Ne 
| d= a9 a) +a, PSH Ho 


b —a™ 
+a, FEI 
另 一 个 由 解析 定义 和 几何 解释 看 都 是 显然 的 法 则 ,可 由 下 式 给 出 ， 
[pode + f pode =f 7rcodr (10) 


显然 当 a = 6 时 ,| 7(z)dz BER. 第 412 页 的 法 则 


二 an 
f [ 


是 与 上 面 后 两 个 法 则 一 致 的 ,因为 它 相当 于 c = a 时 的 公式 (10). 
积分 的 值 与 f(x) 中 自 变量 所 选 的 特殊 名 称 x 无关. 这 个 事实 有 
时 用 起 来 是 很 方便 的 ,例如 


[war = f fa = [roa 等 等 
因为 这 只 改变 了 (函数 图 像 所 参照 的 ) 坐 标 系 的 轴 的 名 称 , 曲 线 下 的 
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面积 并 无 变化 . 甚至 坐标 系 本 身 作 一 定 , 

的 变化 ,仍然 可 以 得 到 同样 的 结论 . 例 | ; 

如 ,我 们 把 原点 从 O 向 右 移动 一 个 音 a 
位 ,到 0 ,如 图 265, 那 么 工 就 被 新 坐标 

x FRE Bl 


r=1+x.. i 

O" fx)= 7 

方程 为 = f(x) 的 曲线 , 在 新 坐标 系 HORNER 
中 的 方程 将 县 图 265 y 轴 的 平移 


> 一 FI 十 z). (iim y = + = +.) 


这 样 ,这 条 曲线 在 x = 1, 工 一 0 之 间 确 定 的 面积 A ,在 新 坐标 系 中 就 
是 这 曲线 在 x = 0, x = 5 一 1 之 间 的 面积 . 因此 ,我 们 有 


f'ra =| fate de’, 


或 将 2’ BOW u, 
b bl 
[fede = | fC +u)du. (12) 
0 
例如 
b 1 = bl 1 
f tar = f rdus (12a) 


并 且 关 于 函数 f(x) = 2,4 
b bl 
| ar = | (1 十 Dedw (12b) 
类 似 地 有 


b 6 一 1 
| stax =f (十 tdu (k>0). (2c) 
0 -l 
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k+l 
AAO REET E ELA 
bl k Be 
g A+wtdu = 2. 
习题 : 1) 计算 1+ rte HH 从 0 到 5 的 积分 . 


a P s datz" 
2) A n> 0, 证 明 (1 十 z) 从 一 1 到 = 的 积分 等 于 5 二 T 


(12d) 


D 证 明 zsinzx 从 0 到 1 的 积分 小 于 二. 
(提示 : 后 一 个 值 是 z 的 积分 . ) 
D 用 二 项 式 定理 直接 证 明 喇 七 从 一 1 到 = 的 积分 是 


G+z)"t 
nin+1)~ 


最 后 ,我 们 指出 两 个 用 不 等 式 表示 的 重要 法 则 , 这 些 法 则 可 能 粗 
略 一 些 ,但 在 积分 值 的 估计 上 很 有 用 . 

RIBE b > a, 并 且 在 区 间 内 
fz) 处 处 都 不 超过 男 一 函数 g(x) » AB 
么 有 


y 


renar <= ecodz 
(13) 


图 266 积分 的 比较 从 图 266 或 者 从 积分 的 解析 定义 出 
发 ,都 可 以 立刻 明白 这 个 法 则 . 特别 ， 
E ga) = M 是 一 常数 , 而 f(z) 的 值 不 超过 它 ,我 们 有 


b b 
fede = [Mdz =M@—a), 
可 得 到 


[war< Moe a4) 


RSE MRP + 423+ 


如 果 fCz) 非 负 , 那 么 f(a) =| f(z) |. MR fla) <0, PA 
| f(x) |> f(a), 因此 , 式 (13) 中 , 令 g(a) =| f(a) | ,我们 得 到 一 
个 很 有 用 的 公式 


[rwe<f | f@ | de. a5) 
因为 |— fx) |=| f(x) |, 我 们 也 有 
-f rear<| | fo | de. 
这 个 公式 与 (15) 合 并 在 一 起 ,得 到 一 个 更 强 的 不 等 式 
[frar] f | ea | de. (16) 


§2 导 B 
1. 把 导数 看 作 是 斜率 


虽然 积分 概念 早 在 古代 就 已 经 打下 基础 ,但 微 积分 的 另 一 个 基 
本 概念 一 一 导数 , 则 是 在 17 世纪 才 由 费 马 及 其 他 人 建立 起 来 的 . 由 
于 牛顿 和 莱 布 尼 芯 发 现 了 这 两 个 表面 上 是 相反 的 概念 之 间 的 内 在 联 
系 ,从 而 使 数学 科学 开始 了 空前 的 发 展 . 

费 马 对 确定 函数 = f(x) 的 极 大 与 极 小 的 问题 很 感 兴趣 . 在 函 
数 的 图 像 中 , 极 大 对 应 一 个 峰 顶 , 它 比 相 邻 的 其 他 一 切 点 都 高 ,而 极 
小 对 应 谷底 , 它 比 相 邻 的 其 他 一 切 点 都 低 . 在 第 354 页 图 191, BA 
是 极 大 值 , C 点 是 极 小 值 . 为 了 刻 划 极 大 点 和 极 小 点 的 特征 ,很 自然 
的 要 用 曲线 的 切线 概念 . 我 们 假定 图 像 没 有 尖 角 或 其 他 奇 点 ,并 且 曲 
线 在 每 一 点 的 方向 ,都 由 切线 给 出 . 在 极 大 和 极 小 点 ,图 像 y 二 f(z) 
的 切线 必然 平行 于 ox 轴 , 因 为 否则 曲线 在 这 些 点 必定 上 升 或 下 降 . 
这 个 说 明 ,使 我 们 产生 如 下 的 想法 : 要 在 图 像 y = f(z) 的 任意 一 
点 ,一 般 的 考察 曲线 的 切线 方向 . 
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BAY x, y -平面 上 一 条 直线 的 方向 ,习惯 上 都 是 给 出 它 的 斜 
E. 所 谓 斜率 ,是 指 从 工 轴 的 正方 向 到 直线 之 间 的 夹 角 a 的 正切 . 如 
果 取 直线 工 上 的 任 一 点 己 , 然后 继续 往 右 到 点 R, 再 上 升 或 下 降 到 


直线 上 的 点 Q; 那么 上 的 斜率 = tana = FO. RK PR 取 为 正 的 ， 


而 RQ 可 能 是 正 的 ,也 可 能 是 负 的 ,这 要 看 R 到 Q 是 向 上 还 是 往 下 
ME. 这 样 ,如 果 我 们 沿 直线 从 左 到 右 ,那么 斜率 给 出 的 是 沿 水 平方 
向 每 经 过 单位 长 度 , 直线 上 升 或 下 降 的 值 . 在 图 267 第 一 条 直线 的 斜 
率 是 2/3, 而 第 二 条 直线 的 斜率 是 一 1. 


图 267 直线 的 斜率 
至 于 曲线 在 点 P 的 斜率 , 指 的 是 曲线 在 点 卫 的 切线 的 斜率 . 只 
要 我 们 把 曲线 的 切线 , 当 作 是 一 个 直观 给 出 的 数学 观念 ,那么 剩 下 的 
问题 就 是 找 出 计算 斜率 的 方法 . 我 们 暂时 接受 这 个 看 法 ,而 把 其 中 涉 
及 的 问题 的 严密 分 析 , 留 待 本 章 后 面 的 补充 中 去 解决 . 


2, 导数 看 作 是 一 极限 


曲线 y = f(z) 在 点 P(z，y) 的 斜率 , 若 只 考虑 点 处 的 曲线 ， 
是 不 能 计算 出 来 的 . 实际 上 ,如 同 计算 曲线 下 的 面积 那样 ,计算 曲线 
斜率 也 必须 用 一 个 极限 过 程 . 这 个 极限 过 程 是 微分 学 的 基础 . 我 们 取 
曲线 上 点 P 邻近 的 另外 一 点 已, 它 的 坐标 是 x，y. Etk PAP, 
得 一 直线 , 记 为 4, 它 是 曲线 的 割 线 . 当 P, 趋 近 于 已 时 ,这 割 线 就 近 
似 于 点 PDR. 自 工 轴 到 的 夹 角 , 称 为 wm. 现在 如 果 令 x, BF 
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x, 那么 已 将 沿 曲线 向 书 移 动 , 而 且 
WR a 将 通 近 极限 位 置 一 一 曲线 在 
P ARDE t. 如 果 a RRA x 轴 到 i 
的 角 , 那 么 , 当 zi 一 工时 9, 便 有 
yoy, Pi >P, tt, Raa, 

这 个 切线 是 割 线 的 极限 ,同时 切线 的 
斜率 是 割 线 斜率 的 极限 . 

虽然 切线 :本 身 的 斜率 没有 明显 ”图 268 导数 看 作 是 一 极限 
的 表达 式 , 但 是 割 线 的 斜率 由 下 面 
的 公式 给 出 

n 的 斜率 = NES aD- fo 


E i 


或 者 ,如 果 我 们 再 次 用 符号 A 记 作 求 差 的 运算 ， 


WIR 4 的 斜率 是 一 个 “ 差 商 ”一 一 函数 值 的 差 Ay, 除 以 自 变量 的 差 
Ax. 所 以 


:的 斜率 = 4 的 斜率 的 极限 = lim LEVIS) _ lim 22, 


Ly, 
这 里 是 对 xz, 一 zx, 即 Ac = 2, —2 > OMAR. 曲线 的 切线 上 的 斜 
率 是 当 Ax = x, 一 x 趋 于 零 时 差 商 Ay/Ax 的 极限 . 
原来 的 函数 /(z) ,给 出 了 曲线 y = f(z) 在 z 处 的 高 度 . 现在 我 
们 可 以 考察 曲线 在 坐标 为 z-，y( 二 f(z)) 的 变动 点 呈 处 的 斜率 ,把 
它 看 作 是 x 的 一 个 新 的 函数 , 记 作 f(z) ,并 且 叫 作 函 数 f(x) 的 导 
数 . 求 导数 的 极限 过 程 叫 作对 f(x) 微分 . 这 个 过 程 是 按照 一 个 确定 


O ”这 里 的 记 法 和 第 六 章 那 里 有 些 不 同 ,那里 有 x 一 zi， 而 后 面 的 值 是 固定 的 . 为 了 
不 产生 混淆 ,把 符号 互相 对 换 了 . 
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法 则 ,由 给 定 的 函数 f(z) 得 到 另 一 个 函数 /'(z) 的 一 个 运算 , 恰 像 
按 一 定 的 法 则 给 定 一 个 函数 f(x) ,是 指 由 变量 z 的 任何 值得 到 
f(z) 的 值 的 情形 一 样 : 


f(x) 是 曲线 > = f(z) 在 点 工 的 高 度 ， 

f(z) EHR y = f(z) 在 点 工 的 斜率 . 
“微分 ”这 个 词 ,来 源 于 f'(z) 是 差 f(x) 一 f(z) 除 以 差 z 一 xz 的 极 
限 这 个 事实 : 


f(x) = lim LER L) n 
i Ss Siad 1 一 工 和 
另 一 个 常用 的 记 法 是 
f(z) = Df (2), 


这 个 DD 是 “…… 的 导数 ”的 简写 ; 莱 布 尼 芯 对 y= f(z) 的 导数 用 另 
一 种 不 同 的 记 法 ， 

dy gy df (2) 

dr dr’ 


这 些 记 法 指出 了 导数 是 差 商 
Ay 或 Af) 
Ar Ax 


的 极限 这 个 特性 ,这 一 点 我 们 将 在 $ 4 讨论. 
当 z 的 值 增加 时 ,我 们 来 
描述 曲线 y = f(x) 的 变化 . 
这 时 ,在 一 个 点 有 正 的 导数 ， 
BD f'(z) > 0, 就 表示 该 点 曲 
~。 线 上 升 (? 增加 ), 负 的 导数 ， 
f' (2) <0, 就 表示 曲线 下 降 ， 
图 269 导数 的 符号 而 f(x) = 0, 就 表示 曲线 在 
工 处 是 水 平方 向 . 在 极 大 或 极 
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小 处 ,斜率 必然 是 零 (图 269). 因此 ,对 于 z, 解 方程 
f(z) =0, 
可 以 找到 极 大 和 极 小 的 位 置 ,这 便 是 费 马 首先 提出 的 方法 . 


=3. 例 题 


乍 看 起 来 ,引信 定 义 (1) 似 乎 没有 什么 实用 价值 . 一 个 问题 被 另 
一 个 问题 代替 了 : 本 来 是 求 曲线 y= f(z) 在 点 P 处 的 切线 问题 , 现 
在 却 是 计算 极限 (1) 的 问题 ,这 个 极限 表面 上 看 起 来 是 同样 困难 的 . 
但 是 ,一 旦 离开 普遍 的 领域 ,只 考虑 各 种 个 别 函 数 ,我 们 就 能 获得 确 
切 的 结果 . 

最 简单 的 函数 是 fz) = c, 其 中 < 是 常数 , 函数 ?一 f(z) 一 < 的 图 
像 是 一 水 平 线 , 它 与 一 切 点 的 切线 重合 ,那么 显然 对 于 z 的 一 切 值 有 


f(x) =0. 
这 也 可 从 定义 (1) 推 出 ,因为 
Ay _ f@)-f@_c-c __ 0 =0 
Ar Tt 一 工 Zi 一 工 Qr i 


所 以 ,显然 ， 


lim LED ZSO) _ oy wy zr 


xyz 


其 次 ,我 们 考察 简单 的 函数 y= f(z) = zx, 它 的 图 像 是 过 原点 
平分 第 一 象限 的 直线 . 从 几何 上 可 清楚 知道 ,对 于 z 的 任意 值 


f(D 一 1 
而 从 解析 定义 (1), 也 可 得 到 
了 (zi) 一 大 (z) zraz 


和 一 证 Et 


所 以 
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lim Lom) Sf 二 1 当 工 一 工时 . 
一 个 很 简单 但 又 不 是 显然 的 例子 ,是 对 函数 
y=fM=2 
微分 . 这 相当 于 找 抛物 线 的 斜率 . 这 是 一 个 ( 当 结 果 初 看 起 来 并 不 明 
显 时 ) 教 我 们 如 何 取 极限 的 最 简单 的 例子 . 我 们 有 


Ay _ f(D- f) zz 
Ar rx tır’ 


AN RGR HEMA TARR ARRA EAR 


但 是 在 取 极限 前 ,可 把 差 商 改写 ,使 得 能 消去 捣乱 的 因子 x, 一 z, 从 
而 避 开 这 个 困难 (在 计算 差 商 的 极限 时 ,我 们 只 考虑 zi Ax A.A 
此 这 种 作法 是 允许 的 ). 这 样 得 到 表达 式 ， 

tir (zl 十 z)(zl 一 并 ) 

现在 ,在 消去 x, 一 + 后 , x1 一 zx 取 极限 就 没有 任何 困难 了 . 这 个 

极限 用 “代入 法 ”就 可 得 到 ;因为 差 商 的 新 形式 x, 十 z 是 连续 的 ,而 连 

续 函 数 当 r >r 的 极限 ,就 是 函数 在 r = r 处 的 值 ,在 这 个 例子 中 ， 
是 zx 十 zx= 2x, 于 是 对 f(x) =r, H 
f'(@) = 2x. 


用 类 似 的 方法 能 证 明 对 f(z) = 2°, A f(z) = 32°, 因为 这 时 
差 商 是 


En i 


Ay _ f(z) -f a) as 

Ax yr 2 一 并 
利用 公式 i—i = (a — DG +2242") 化 简 . 消去 分 母 的 
Ax =x, — 2, 便 得 到 表达 式 


一 也 十 zz 十 卫 . 
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它 是 连续 函数 . 现在 如 果 令 r BF x, 这 个 式 子 就 简单 地 变 成 x + 
Zz 十 zx, 从 而 得 到 极限 


f (2) = 3r. 
一 般 情 况 , 如 果 
f@=2, 
其 中 是 任何 正 整 数 , 则 得 到 导数 
f(x) = n". 


习题 : 证 明 上 述 结果 . (用 代数 公式 
tax =la H at t eaa ar.) 


作为 用 简单 技巧 可 以 确定 导数 的 又 一 例子 ,我 们 考察 函数 


我 们 有 


CE x, = zx 处 是 连续 的 ,因此 有 极限 
fi@ =}. 
T 
HRE r = 0 处 不 论 是 导数 还 是 函数 本 身 都 没 定义 . 


习题 : 用 类 似 的 方法 ,证 明 f(z) = 十 的 导数 是 f'(z) 一 =}, 
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对 于 f(x) = 4, F =- > 对 f(z) = Aa), fla = 


nla)", 
现在 , 试 微分 
y= f(x) = Vz. 
关于 差 商 , 我 们 有 
nay _ yava 
mm Zi 
利用 公式 


a, — ax = (f/x, —Vz)( Jz, 十 VZ) 
可 以 消去 一 个 因子 ,从 而 得 到 连续 函数 


way _ 1 
Ti 一 Sa, 十 VZ 
取 极 限 , 便 得 
$ 1 
(z) = 一 一 . 
于 
习题 : 证明 对 于 
mth Ao ee ESN 
f(x) ge f(z) Wa 
对 于 
f(x) = Yr, f= 5 
对 于 


对 于 
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1 


) = Yr, f'a = 
f) = Yr, f(z ia 


4. 三 角 函 数 的 导数 


我 们 现在 考察 很 重要 的 三 角 函 数 的 微分 问题 . 这 里 无 例外 地 采 
用 角 的 弧度 制 . 

微分 函数 y= 二 f(z) =sinzh,>2,—-rc=h, Hl 

Zi 一 工 十 下 
A f(a) = sinz, = sin(x +h). 用 关于 sin(A 十 B) 的 三 角 公式 
f(a) = sinl +h) = sin z cos h + cos z sinh, 

因此 

f(a) — f(z) _ sine th — sinz 


ZI 一 并 


si 


= cos (spe )+ sin x( 


今 令 x, ÉF x IPS hF 0, sinh HF 0, cosh HF 1. 并 且 由 第 
317,318 页 的 结果 


lim Sin 二 1 及 lim os 一 =0, 


cos 一 1 ). (2) 


知 (2) 的 右边 变 为 cos xz, 从 而 得 到 结果 : 
函数 f(x) = sinr 有 导数 f(x) = cos z, 或 简单 的 表示 为 


Dsin x = cos x. 


习题 : 证 明 Deos z =~ sin z. 


为 了 微分 函数 f(x) = tanz, 可 写 为 tan z = SIOZ, 得 


cos x” 


{ath f) (ine sinz), 1 
h ~ \costa+h) cosz/ h 


+ 432° 什么 是 数学 


sin(z-+h)cos x —cos(a+h)sinz 。 1 
cos(x + h)cos x 


= sink, o_o 
h cos(x+h)cos x” 


(最 后 的 等 式 是 从 公式 
sin(A — B) = sin A cos B — cos A sin B 
PS A= z 十 RB = 2 TKH. RRS h AFE ATA 
趋 于 1, cos(a +h) KF cos xz, 从 而 断定 : 
函数 f(x) = tanz 的 导数 是 F(z) = 或 


sox 


Dtan xz = 5 à 
cos’ x 


习题 ; 证 明 Deot z = 一 一 


号 “5. 可 微 性 和 连续 性 
函数 的 可 微 性 蕴涵 着 函数 的 连续 性 . 因为 如 果 当 Aro 时 ,AY 
的 极限 存在 ,那么 很 容易 看 到 当 差 Ar 趋 于 零 时 函数 的 改变 量 Ay 必 
然 是 任意 小 . 所 以 ,函数 只 要 可 微分 ,那么 它 的 连续 性 就 自然 得 到 保 


WE. 因此 ,除非 有 特殊 理由 ,本 章 出 现 的 可 微 函 数 的 连续 性 ,将 不 再 指 
出 或 加 以 证 明 . 


6, 导数 和 速度 ”二 阶 导 数 和 加 速度 


上 面 对 导 数 的 讨论 ,是 和 函数 图 像 的 几何 观念 相 联系 的 . 但 
是 ,导数 概念 的 意义 决 不 只 是 求 曲 线 切线 的 斜率 的 问题 . 自然 科 
学 中 ,更 重要 的 问题 是 计算 随时 间 :而 变化 的 某 个 量 f(2) 的 变化 
率 . 牛顿 正 是 从 这 个 方面 研究 了 微分 学 的 . 牛顿 特别 分 析 了 速度 
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的 现象 ,他 把 时 间 和 动 点 的 位 置 都 看 成 是 变量 ,并 把 它们 称 为 
“流量 ”. 
如 果 一 个 质点 沿 直线 (例如 沿 x 轴 ) 运 动 ,那么 这 个 运动 可 用 一 
个 函数 z = f(t) 完全 描述 出 来 , 它 给 出 任何 时 间 上 时 这 个 质点 的 位 
Bic. 一 个 沿 二 轴 以 常 速度 0 运动 的 “匀速 运动 > 由 线性 函数 工 一 a 十 
bt 表示 ,其 中 a 是 质点 在 t = 0 时 的 坐标 . 
平面 上 的 质点 运动 由 两 个 函数 
r=f0),y=g0) 
描述 这 两 个 坐标 都 被 表示 成 时 间 的 函数 . 特别 ,匀速 运动 对 应 一 对 线 
性 函数 ， 
z=a+bt, y=c+dt, 
其 中 5b 和 4 是 常 速度 的 两 个 “分 量 ”, 而 a 和 < 是 质点 在 上: = 0 那个 瞬 
时 的 坐标 . 质点 的 运动 路 径 是 方程 为 
(z—a)d—(y—c)b=0 
的 直线 ,这 个 方程 是 从 上 面 两 个 关系 式 中 消去 : 后 得 到 的 . 
如 果 质 点 只 受 重力 作用 而 在 铅 垂 的 x，y -平面 上 运动 ,那么 ,由 
初等 物理 学 知道 ,运动 由 两 个 方程 


xz=a+bt, y=c+dr -4g 


表示 ,其 中 a,， b, c, d 是 依赖 于 质点 初始 位 置 的 常数 ,而 g 是 在 重力 
作用 下 的 加 速度 ,如 果 时 间 单 位 是 秒 而 距离 单位 是 米 ,那么 它 近似 等 
于 9. 80. 这 个 质点 运动 的 轨迹 ,可 以 从 两 个 方程 中 消去 : 得 到 , 它 是 
抛物 线 


2 
y=c+fa—a pe SEM. 


O 原 书 用 英尺 为 单位 , g ~ 32 英尺 / 秒 ?, 我 们 在 这 里 和 后 面 都 把 它 改 为 我 国 常用 
的 公制 g = 9.8 米 / B 一 一 译注 . 


。，434 。 什么 是 数学 


Hrbo, 否则 它 是 竖 直 轴 的 一 部 分 . 

如 果 一 个 质点 限制 在 平面 上 一 条 给 定 的 曲线 上 运动 (如 火车 沿 
铁轨 运动 ); 那 么 它 的 运动 可 由 弧 的 长 度 s 来 描述 ,这 个 弧 长 是 从 某 
个 固定 的 初始 点 Po 开始 , 沿 曲线 一 直 度量 到 质点 在 时 间 上 的 位 置 P 
而 得 到 的 , 它 是 :的 函数 s = f(z). 例如 在 单位 圆 z 十 y* 二 1 上 , 函 
数 * = ct 表示 一 个 速度 为 沿 圆周 的 匀速 旋转 . 


习题 :“ 绘 出 下 列 各 式 表示 的 平面 运动 的 轨迹 . 
1) z=sint, y= cost; 2) x = sin 2t, y = sin 3t; 
3) x= sin 2t, y = 2sin 3t; 
4) 在 上 面 所 述 的 抛物 线 运动 中 ,假定 当 : = ORE, H b> 
0, d > 0, 求 轨迹 最 高 点 的 坐标 . 求 轨 迹 第 二 次 与 zx 轴 相 交 的 时 间 : 和 
x ffi. 
牛顿 最 初 的 目的 是 要 确定 变速 运动 的 速度 . 为 简单 起 见 , 假 定 我 
们 考察 的 质点 运动 是 由 函数 x = fO 给 定 的 直线 运动 . 如 果 是 匀速 
运动 ,那么 这 个 速度 可 按 以 下 方法 求 得 : 取 时 间 的 两 个 值 :和 ,对 
应 的 位 置 是 值 z = f(z) Ax, = f(t), 然后 作 商 
Zi — zx (t,) — f) 
EP- E 


ti—t ut 


便 得 到 速度 . 例如 :的 单位 是 小 时 , z 的 单位 是 里 ,那么 ,车 4 一 1 = 
1, zi 一 就 是 1 小 时 经 过 的 里 数 , 而 wv 就 是 每 小 时 若干 里 的 速度 . 运 
动 的 速度 是 常数 的 说 法 ,就 是 简单 的 指 对 所 有 的 :和 , 差 商 
fad fW 
t—t 
都 是 一 样 的 . 但 是 , 当 运 动 是 非 均匀 的 时 候 , 例 如 对 于 速度 随 下 落 
而 增加 的 自由 落体 运动 , 商 (3) 就 不 能 给 出 在 瞬时 1 的 速度 , 它 只 
是 从 :到 4 的 时 间 间 隔 内 的 平均 速度 . 为 了 得 到 恰好 在 瞬时 上 的 速 
度 , 必 须 求 平均 速度 当 思 趋 于 上 时 的 极限 . 这 样 , 照 牛顿 的 方法 ,我 
们 定义 


(3) 
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weet 的 速度 = lim FSO = pry, w 


换 句 话说 ,瞬时 速度 是 距离 对 于 时 间 的 导数 ,或 距离 对 于 时 间 的 “ 瞬 
时 变化 率 ”( 区 别 于 由 公式 (3) 给 出 的 平均 变化 率 ). 
速度 本 身 的 变化 率 称 为 加 速度 . 简单 地 说 ,就 是 导数 的 导数 , 通 
WRES O, 或 称 作 f(z) 的 二 阶 导 数 . 
{mF (Galileo) 观察 到 ,经 过 时 间 *， 自由 落体 经 过 的 铅 直 
距离 xz 由 公式 
z= /f(D = tet (5) 
给 出 ,其 中 g 是 重力 加 速度 ,是 一 个 常数 . 将 (5) 式 微分 ,可 得 落体 在 
时 间 的 速度 为 
v= f'(t)=gt, (6) 
而 且 加 速度 是 
a=f"“)=¢g 
它 是 常数 . 


假设 需求 落体 在 下 落后 2 秒 时 的 速度 .在 从 t= 二 2 到 :二 2.1 的 
时 间 间 隔 内 的 平均 速度 是 


1 2 2 
8(2.1)—58(2) 
28 2 4. 90. 41) 
I Sey = 20. 10K / BD. 


在 (6) 式 中 代 人 上 = 2, 求 得 2 秒 末 的 瞬时 速度 是 
v= 19.6. 


习题 : 落体 在 从 := 2 Bc = 2. 01 的 时 间 间 隔 内 的 平均 速度 是 多 少 ? 

KMe= 2 Bi t = 2.001 W? 
对 于 平面 运动 ,两 个 函数 二 f(t) My 二 g(t) 的 导数 OM 
g'() 定 义 为 速度 的 分 量 . 沿 固定 曲线 运动 的 速度 由 函数 ;二 S) 的 
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导数 定义 ,这 里 * 是 弧 的 长 度 . 


7, 二 阶 导数 的 几何 意义 


二 阶 导数 在 分 析 和 几何 中 都 是 重要 的 , 因为 表示 (曲线 y = 
f(z) 的 斜率 )f'(z) 的 变化 率 的 挛 (z), 给 出 了 曲线 弯曲 程度 的 表示 
方法 . WH 广 (z) 在 一 个 区 间 是 正 的 ,那么 f(z) 的 变化 率 是正 的 ， 
一 个 函数 的 变化 率 是 正 的 是 指 函 数值 随 z 的 增加 而 增加 . 因此 ， 
f' (a) >>0 是 指 当 工 增加 时 斜率 f(z) 增 加 ,于 是 在 f'(z) 是 正 的 地 
方 函数 变 陡 峭 , 而 在 f(z) 是 负 的 地 方 函数 变 平缓 ,此 时 就 说 曲线 是 
凸 的 (图 270). 

伺 样 道理 ,如 果 f“(x) <0, 那么 曲线 y = f (x) 是 向 下 四 
的 (图 271). 


i 


AW>0 


——x 


图 270 图 271 


抛物 线 y= f(x) = 2° 是 处 处 凸 的 ,因为 f) = 2 总 是 正 的 . 
而 对 于 曲线 y= F(z) = r, 4 ar> o EG, T r< o 时 是 四 
的 (图 153), 由 (x) = 62, 读者 很 易 证 明 这 些 . AEI h, 4 r= 0 
时 ,我 们 有 
f'(2) = 327 =0 


(但 不 是 极 大 和 极 小 !) ,同时 f a = 0. 这 个 点 称 为 拐点 . 这 个 点 的 
切线 (在 这 个 例子 中 是 工 轴 ) 与 曲线 相交 . 
WR s 表示 沿 曲线 的 弧 长 ,而 “是 沿 曲线 的 斜 角 , 那 么 c = hls) 
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是 s 的 函数 . 当 沿 曲线 移动 时 , a= ACs) 将 变化 . 变化 率 h'(s) 叫 作曲 
REUKE s 的 那个 点 的 曲率 . 我 们 不 加 证 明 而 写 下 由 曲线 y = 
了 f(z) 的 一 阶 和 二 阶 导数 表示 的 曲率 < 的 公式 : 


peo FQ) 
{1+[fF DFPE 
8, 极 大 与 极 小 


我 们 可 以 求 出 已 知 函 数 f(z) 的 极 大 与 极 小 . 方法 是 首先 求 
了 (z) ,然后 求 导数 等 于 零 的 x 值 ,最 后 讨论 这 些 值 中 ,哪些 值 造 成 
极 大 ,哪些 值 造成 极 小 . 如 果 我 们 已 有 二 阶 导数 f(zx) ,后面 这 个 问 
题 是 可 以 确定 的 ,因为 二 阶 导数 的 符号 表示 了 图 像 的 凹凸 ,而 它 若 为 
零 ,通常 表示 一 个 不 出 现 极 值 的 拐点 . 观察 SA f”(z) 的 符号 ， 
不 仅 能 确定 极 值 ,而 且 还 能 看 出 函数 图 像 的 形状 . 这 个 方法 能 给 出 具 
有 极 值 的 z 值 , 把 这 些 zx 值 代 和 人 S (z) 就 能 求 得 对 应 的 y = 
f(z) 的 值 . 

作为 一 个 例子 ,我 们 考察 多 项 式 


f(a) = 2 — 9 +12r+1, 
RE f(x) = 6z — 182412, f(x) = 12r — 18. 
二 次 方程 f(x) = 0 的 根 是 2, = 1, x; = 2, FA 
(zi =-6 <0, f(a.) = 6 >0. 
因此 ,f(x) 有 极 大 值 f(x) = 6， 以 及 极 小 值 f(x,) = 5. 


习题 : 1) 作 上 面 所 说 的 函数 的 草图 . 

2) 讨论 并 作 f(x) = (z? 一 1)(z 一 4) 的 草图 . 

DRTE, ztd, EEI (其 中 和 gq ERD MRE. KER 
数 有 极 大 值 吗 ? 

4) R sin z M sin(z’) 的 极 大 什 和 极 小 值 . 
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83 微分 法 


直到 现在 为 止 ,我 们 所 作 的 各 种 特殊 函数 的 微分 ,都 是 先 将 差 商 
变形 ,然后 再 取 极 限 . 经 过 牛顿 和 莱 布 尼 茨 以 及 他 们 后 继 者 的 工作 ， 
这 些 处 理 个 别 问题 的 技巧 ,被 有 效 的 一 般 的 方法 所 取代 ,而 这 是 有 决 
定 意 义 的 一 步 . 只 要 掌握 了 少数 几 条 简单 的 法 则 ,以 及 知道 这 些 法 则 
如 何 应 用 ,就 能 用 这 些 方 法 几乎 是 毫 不 费力 地 微分 数学 中 经 常 出 现 
的 各 种 函数 . 这 样 ,微分 法 就 有 了 计算 中 “算法 ”的 特性 ,“ 微 积分 ” 
《Calculus@) 这 个 词 表示 的 就 是 理论 的 这 一 方面 . 

我 们 在 这 里 不 能 很 详尽 地 个 述 这 套 方法 ,只 指出 几 个 简单 的 法 
则 如 下 . 

(a) 和 的 微分 . 如 果 a Mb 是 常数 ,并 且 

k(x) = af (x) + bg (2), 
那么 读者 很 容易 验证 
kh’ (x) = af (£) +g (2). 

对 于 任意 多 项 的 和 ,类 似 的 法 则 也 成 立 . 

O) 乘积 的 微分 乘积 p(x) = f(x)g (zx) 的 导数 是 

p'r) = fg la) + g(x) f (a). 

这 一 点 按照 下 面 的 方法 是 很 易 证 明 的 : 我 们 加 上 或 减 去 同一 个 项 ， 

pPla+h) — pla) = flathdgl(a+h) — f(r)g (zx) 

= f(athyg(a+h)— flrt+h)g(x) 
+ flr+hg (a) — f(r)g(z), 


合并 前 两 项 和 后 两 项 ,得 到 
Bah) — p(x) g(at+h)—g(a) 
h f(r+h) h 


© “Calculus" 是 “计算 "的 意思 . 一 一 译注 
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十 gCz) Lei Aa, 


现在 令 h 趋 于 零 ; 因 为 f(z 十 hi) 趋 于 f(z), 所 以 立即 证 明了 命题 . 
习题 : 证 明 函 数 P(z) = z APAP a) = nr. GR: zx" 写成 
a" 二 ox", 并 利用 数学 归纳 法 . ) 
利用 法 则 (a) 和 (b) ,我 们 可 以 微分 任意 多 项 式 
f(z) =a taxt tar": 
其 导数 是 
f'(x) = a, + 2a,2 + 34,2" ++ +H nar". 

作为 一 个 应 用 ,我 们 可 以 验证 二 项 式 定 理 ( 比 较 第 24 页 ), 这 只 
要 把 式 (1 十 xz)" 看 成 多 项 式 就 可 以 了 . 

a) f(z) = AHD" =1l+azrta,z’ Hat +e +a,2"5 K 
子 中 的 系数 由 公式 


(2) 人 


给 定 ,当然 o = 1. 

我 们 已 经 知道 (第 430 页 的 习题 ) 从 微分 (1) 的 左 端 可 得 到 
n(1 十 zx)”!. 这 样 ,由 前 一 节 我 们 得 到 

(3) nd +r) 二 a 十 2azz 十 3a37 十 十 nasz". 
ERP, S = 0, 求 得 2 一 ai, 这 也 就 是 (2) 式 当 &= 1 时 的 情形 . 
然后 我 们 再 微分 (3) ,得 到 

n(n—1)1 +r) = 2a, +3 azn(n om lar™. 

IRA x = 0,49 n(n— 1) = 2a,, 这 与 式 (2) 当 二 2 时 的 情形 一 样 . 


习题 : 证 明 (2) 式 对 k= 3, 4 成立 ,并 用 数学 归纳 法 证 明 对 一 般 的 
都 成 立 . 


(c) 商 的 微分 “如果 g(x) = fs. 
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> roy _ 6a) f(z) fga) 
那么 a) GF i 


请 读者 作为 练习 自己 证 明 ( 当 然 ,我 们 必须 假定 g (zx) + 0). 


习题 : 利用 这 个 法 则 ,由 sinc 和 cosz 的 导数 ,推出 tanz 和 cotz 的 
导数 (第 432 页 ). 证 明 


seca = —L 和 cosec x = =e 
cos x sin 工 


的 导数 分 别 是 


我 们 现在 已 能 微分 那些 可 以 表示 为 两 个 多 项 式 的 商 的 任意 函 
数 . 例如 


_l-—z 
f(x) = Tea 
有 导数 
ey = t2)—-G=2) _ 2 
f@ +a)? +x)" 
SB: 微分 
fa) = 二 =e, Step m RE. 
结果 是 
f a) = 一 mr 一 
(d 反 函 数 的 微分 


WR y = f(z) 和 zz 二 g(y) 互 为 反 函 数 ( 例 如 g = 二 xz? 和 z= 
Vy) 那么 它们 的 导数 互 为 倒数 : 


g'o) = PO 或 Dg (y) + Df (xz) =1. 
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如 果 我 们 分 别 回 到 相应 的 差 商 六 和 人 ， 那么 这 个 事实 是 很 容易 证 


明 的 ; 它 也 可 从 第 287 页 给 出 的 反 函 数 的 几何 解释 中 见 到 ,这 时 只 要 
用 切线 和 y 轴 的 夹 角 来 代替 切线 与 x 轴 的 夹 角 就 可 以 了 . 
作为 一 个 例子 ,我 们 微分 函数 


y= f(z) =%e=2x", 
EIR = y" 的 反 函 数 (对 于 mm 二 去 的 情形 ,一 个 较为 直接 的 处 理 见 
第 430 页 ). 因为 后 一 个 函数 有 导数 my", HVA 


作 代 换 y = 2" Ay 一 z 后 ,有 六 (z) = OO" 或 
Da”) = 427, 
m 


进一步 的 例子 是 微分 反 三 角 函 数 ( 见 第 288 页 ) : 
y = arctanz, 


CA z= tan y 的 意义 是 一 样 的 . 这 里 自 变量 是 y, 用 弧度 表示 ,并 被 
限制 在 区 间 

E $n <y< $n, 
这 就 保证 反 函 数 是 唯一 确定 的 . 


因为 我 们 有 ( 见 第 432 页 ) Dtan y = 一 


cos’ y 


且 由 于 


sn2 2 
= y+ cos 之 一 1 十 tanz y=14+2', 
cos’ y cos’ y 


所 以 
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Darctan z = a 
用 同样 的 方法 ,读者 可 以 导出 以 下 的 公式 : 
1 


TE » Darcsin z = P 
一 1 
V1 一 也 
最 后 我 们 转向 重要 的 关于 复合 函数 的 微分 法 则 . 
(e) 复合 函数 的 微分 “复合 函数 是 两 个 (或 更 多 的 ) 较 简单 的 函 
数 复合 而 成 的 函数 ( 见 第 288 页 ). 例如 ， 


xz 一 sin(VZ) 
是 由 x 二 sin y My = Vz 复合 而 成 ;函数 
z=Vr+ Vr 


是 由 z= yty 和 yy 二 Vx 复合 而 成 ; z = sin(x’) 是 
z= siny Ñ y = r° 


Darccot x 


Darccos x = 


的 复合 函数 ; = = sin 士 是 z = siny 和 y = + 的 复合 函数 


> y 


图 272 y=sin(/z) ` 图 273 y= sin(x) 
如 果 两 个 函数 
z=g(y) M y= f(x) 
已 给 定 ,把 后 一 个 函数 代 人 到 前 一 个 函数 中 ,我 们 就 得 到 复合 函数 
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z = k(x) = g[f (zx)], 


我 们 确定 它 的 导数 是 
k'(z) 一 5 (yf (zx). (4) 
如 果 我 们 写成 
klx) — k(x) HZ ny 
Ti— x Moy Zi 一 并 


其 中 = f(a), Ha = gly) = kla), Wa x, BF xc, 左 端 
BF Rk (2) ,而 右 端的 两 个 因子 分 别 趋 于 g CA f'(x), 这 就 证 明 
了 (4). 

在 这 个 证 明 中 ,条 件 y 一 y + 0 是 必须 的 . 因为 我 们 要 除 以 
Ay =y: — y, 所 以 使 x 一 y 二 0 的 值 z 不 能 利用 .但 即使 在 包含 
的 一 个 区 间 上 Ay 都 等 于 零 ,公式 (4) 仍 然 成 立 ;此 时 y 是 常数 ， 
f'E) =0, R(x) = g O) 关于 x 也 是 常数 (因为 y 在 z 变化 时 没有 
变化 ) ,因此 k’ Ca) = 0, 如 (4) 中 所 述 . 


读者 可 验证 以 下 各 例 

R(x) = sin VZ, k(x) = (cos Vz) FE 
ka) = VI+ Ve, K = 452") 了 
k(x) = sin(x), k' (x) = cos(x’) » 2z, 
ka) = sin, k'(x) =—cos(+). =a 


, —1 =x 
k(x) =V1 = 7, k (x) “2x = 
2V1 — z V1l—z’ 


习题 : 结合 第 429 页 和 441 页 的 结果 ,证 明 函数 


fi) = Vr =a" 
有 导数 
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f(D = Sa, 


应 该 注意 ,所 有 关于 r HRBARU AMFA—TAR: 
如 果 -是 任意 的 正 或 负 的 有 理 数 ,那么 函数 
f@=axr 
有 导数 
f'@=n", 
习题 : 1) 用 本 节 的 法 则 作 第 430 页 习题 的 微分 运算 . 
2) 微分 下 列 函 数 : rsin z, 


sinnz, (© — 3r — r+’, 


1+2° 


. rae | : 
1+sin’ x, 2’sin-, arcsin(cos nz), 
T 


i+ i Ae 1 
tnj 7’ arctanj 一， Vir., IF 


3) 求 上 面 的 某 些 函数 的 二 阶 导数 以 及 求 


和 2 
> arctan x, sin’ x, tan x 
l+r 


的 二 阶 导数 
D 微分 ci.(z 一 1 十 冯 十 co(z 一 Tz)? 十 总 ， "并且 证 明 第 七 章 第 344 
页 和 第 393 页 病 述 的 光线 反射 和 折射 的 极 小 性 质 . 反射 或 折射 是 对 于 x 
轴 而 言 ,并 且 路 径 端 点 的 坐标 分 别 为 z1 y Altes ye GE: 函数 只 有 一 
个 使 导数 为 零 的 点 ,由 于 显然 有 极 小 无 极 大 ,所 以 不 必 研 究 二 阶 导数 . ) 
更 多 的 极 大 与 极 小 问题 : 
D 求 下 述 函数 的 极 值 ,并 绘 它 们 的 图 像 ,确定 增 减 及 凹凸 区 间 ， 


xv —6r+2, 


Pa ne RE 
142°’ 142! 


6) 讨论 函数 zz + Bar 十 1 的 极 大 , 极 小 与 a 的 依赖 关系 . 
D 双 曲 线 2y — 2° = 2 的 哪个 点 最 接近 点 工 一 0, y = 37 
8) 求 具有 给 定 面积 的 所 有 和 矩形 中 对 角 线 为 最 小 的 一 个 . 


ORMA +E 一 1 内 具有 最 大 面积 的 内 接生 形 . 
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10) 求 具有 给 定 体积 的 所 有 圆柱 中 表面 积 为 最 小 的 一 个 . 
$4 莱 布 尼 茨 的 记号 和 ”无 穷 小 ” 


牛顿 和 莱 布 尼 英 已 经 懂得 如 何 把 积分 和 导数 作为 极限 来 求 . 但 
是 由 于 不 愿意 承认 只 有 极限 概念 才 是 这 个 新 方法 的 根源 ,致使 微 积 
分 的 真正 基础 长 期 被 弄 得 含糊 不 清 . 如 今 极限 概念 已 搞 得 十 分 清楚 ， 
我 们 现在 看 来 当然 很 简单 ,然而 不 论 是 牛顿 还 是 莱 布 尼 芯 都 未 能 有 
如 此 明确 的 认识 . 他 们 的 方法 支配 了 一 百 多 年 的 数学 发 展 ,在 此 期 
间 , 问 题 被 “无穷 小 量 ”“ 微 分 “最 终 比 ”等 等 说 法 掩盖 着 . 这 些 概念 的 
最 终 放弃 是 很 的 强 的 ,因为 它们 在 当时 的 哲学 观点 以 及 人 们 天 性 中 
是 根深 蒂 固 的 . 有 的 人 可 能 争辩 说 :“ 积 分 和 导数 自然 可 以 看 作 是 极 
限 ,也 能 通过 极限 来 计算 .但 是 ,如 果 抛 开 用 极限 过 程 来 描述 它们 的 
特殊 方式 的 话 ,那么 这 些 对 象 本 身 究竟 是 什么 呢 ? 像 面积 和 曲线 的 
斜率 这 种 直观 的 概念 ,本 身 就 有 着 绝对 的 含义 ,而 无 需 乎 内 接 多 边 
形 、 割 线 以 及 它们 的 极限 这 样 的 辅助 概念 ,这 似乎 是 显然 的 ” 确实 ， 
把 面积 和 和 斜率 当 作 “ 自 在 之 物 ” 而 寻求 它们 的 适当 定义 ,这 在 人 们 心 
理 上 是 很 自然 的 . 但 是 ,放弃 这 种 愿望 ,而 宁可 在 极限 过 程 中 考察 它 
们 在 科学 上 唯一 适当 的 定义 ,这 通常 是 清除 前 进 中 的 障碍 的 一 种 成 
熟 的 态度 ,而 在 十 七 世纪 还 不 具备 能 够 容纳 这 种 哲学 上 的 激进 主义 
的 明智 的 传统 . 

莱 布 尼 茨 以 完全 正确 的 方法 试图 从 函数 的 差 商 出 发 来 “解释 " 导 
数 , BK y = f(x) 的 差 商 是 

Ay _ f(a) — f(z) 
Ar x—-x “ 

它 的 极限 我 们 称 之 为 导数 广 (z)( 沿 用 后 来 拉 格 朗 日 引进 的 符号 ) ， 
而 莱 布 尼 茨 的 写法 是 
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dy 

dz’ 
用 “微分 符号 ”d 代替 了 差 的 符号 A 只 要 我 们 把 这 符号 理解 为 只 是 
指 Aro FR Ay>0 的 极限 过 程 , 那 就 不 存在 什么 困难 也 没有 什么 


玄妙 了 . 在 取 极限 以 前 , 商 名 的 分 母 Az 已 被 消去 或 已 变 成 使 极限 


过 程 能 顺利 完成 的 形式 . 这 一 点 是 微分 的 实际 过 程 中 的 关键 所 在 . 我 
们 如 果 试 图 不 预先 作 这 样 的 简化 而 取 极 限 的 话 ,得 到 的 将 是 毫 无 意 


义 的 关系 式 A 一 ,而 对 此 我 们 是 根本 不 感 兴趣 的 . 只 有 当 我 们 如 


同 菜 布 尼 茨 及 其 许多 后 继 者 一 样 说 出 如 下 的 话 来 时 , 才 会 引起 神秘 
感 和 混乱 :“Az 没有 达到 零 , Az 的 "最终 值 * 不 是 零 而 是 一 个 “无 穷 
小 量 “, 即 被 称 为 "微分 ?的 dz; 并 且 类 似 地 Ay 也 有 “最终 无穷小 值 
dy. 然而 这 两 个 无 穷 小 微分 的 真正 的 商 又 是 一 个 普通 的 数 , f(x) = 


g ” 莱 布 尼 芯 相应 地 称 导数 为 “ 微 商 ”. 这 样 的 无 穷 小 量 被 看 作 是 新 


型 的 数 , 它 不 是 零 ,然而 小 于 实数 系 中 的 任意 正 数 . 只 有 那些 具有 真 
正 数学 才能 的 人 ,才能 把 握 这 个 概念 . 而 微 积 分 所 以 被 认为 非常 难 
懂 , 正 是 由 于 不 是 人 人 都 能 具有 这 种 数学 才能 或 被 训练 成 有 这 种 数 
学 才能 . 同样 的 ,积分 被 看 成 无 穷 多 个 “无 穷 小 量 ”f (xd dx 的 和 . 这 
个 和 ,人 们 仿佛 觉得 就 是 积分 或 面积 . 而 它 的 数值 的 计算 , 即 有 限 个 
普通 的 数 f(z;)Az 的 和 的 极限 ,多 少 像 是 附加 上 去 的 . 今天 ,我 们 已 经 
放弃 了 “直接 ”解释 的 愿望 ,而 把 积分 定义 为 有 限 和 的 极限 . 通过 这 样 
的 途径 ,我 们 就 克服 了 困难 ,并 使 微 积分 得 以 建立 在 坚实 的 基础 上 . 


尽管 如 此 , 莱 布 尼 艾 的 记 法 , 即 用 牧 表 示 f(z) ,用 


[Fede 


表示 积分 ,仍然 被 保留 下 来 了 ,并 且 证 明 是 非常 有 用 的 . 如 果 我 们 把 
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符号 d 看 作 只 是 取 极 限 的 记号 , 它 并 没有 什么 害处 . EREA 
的 优越 性 在 于 对 商 或 和 的 极限 能 以 某 种 方式 “如 同 ?它们 是 真正 的 商 
或 和 那样 来 处 理 . 由 于 这 种 记号 富有 启发 性 , 它 历来 诱 使 人 们 赋予 这 
些 符 号 以 非 数学 的 意义 . 如 果 我 们 拒绝 这 种 诱惑 ,那么 莱 布 尼 茨 的 记 
法 至 少 是 表示 极限 过 程 的 那 种 繁 宛 记 法 的 巧妙 的 简写 :事实 上 , 莱 布 
尼 蒋 的 记号 在 较 高 等 的 微 积分 理论 中 几乎 是 不 可 缺少 的 . 
例如 ,第 440 页 对 y= f(x) RBM x = g(y) 的 微分 法 则 (d) 
Eg OF O = 1, 按照 莱 布 尼 茨 的 记号 , 它 简单 地 记 作 
dr, dy 1, 
dy dr 
“如 同 交 微分 ?可 以 像 普 通 分 数 那样 约 分 似 的 . 而 第 443 页 对 复合 函 
数 z= kl) (其 中 z= ely), y= f(z)) 的 微分 法 则 (e) ,现在 写作 
dz _ dz, dy 
dr dy dx 
莱 布 尼 茨 的 记 法 的 优越 性 还 表现 在 它 强调 了 量 x，y, z 本 身 ， 
而 不 是 它们 的 函数 关系 . 函数 关系 表示 一 种 程序 , 即 从 量 zx 得 到 另 
一 个 量 > 的 一 种 运算 . 例如 ,由 函数 
y=f@=2 
得 到 的 量 y 等 于 量 z 的 平方 . 这 个 运算 (平方 ) 是 数学 家 注意 的 对 
象 . 但 是 物理 学 家 和 工程 师 ,总 的 来 说 ,最 感 兴趣 的 是 这 些 量 本 身 . 因 
此 ,强调 量 本 身 的 莱 布 尼 茨 记 法 ,对 从 事 应 用 数学 的 人 们 便 具 有 特殊 
的 吸引 力 . 
此 外 有 一 点 可 以 再 提 一 下 . 作为 无 穷 小 量 的 “微分 ”, 现 在 是 肯定 
地 而 且 不 光彩 地 被 抛弃 了 ,然而 同一 个 词 “微分 ”, 又 从 后 门 悄悄 溜 了 
进来 一 一 这 时 它 表 示 一 个 完全 合理 而 有 用 的 概念 . 当 Az 相对 于 出 
现 的 其 他 的 量 是 很 小 的 时 候 ,微分 可 以 简单 地 看 作 是 这 个 差 Ax. 在 
这 里 ,我 们 不 能 讨论 这 个 概念 在 近似 计算 中 的 价值 ,也 不 能 讨论 采用 
“微分 ”这 个 名 字 的 其 他 一 些 合理 的 数学 概念 ,其 中 有 些 概念 在 微 积 
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分 及 其 在 几何 学 的 应 用 中 已 被 证 明 是 很 有 用 的 . 


85 微 积分 基本 定理 
Fi 基本 定理 


在 牛顿 和 莱 布 尼 茨 的 工作 之 前 ,积分 的 概念 已 经 相当 成 形 了 ， 
在 某 种 程度 上 微分 的 概念 也 是 如 此 . 要 使 这 种 新 的 数学 分 析 有 一 
个 极 大 的 发 展 , 仅 仅 需 要 再 有 一 个 比较 简单 的 发 现 . 在 函数 的 积分 
和 微分 中 所 涉及 的 两 个 极限 过 程 , 表 面 上 看 来 没有 什么 联系 ,而 实 
际 上 却 是 密切 相关 的 . 事实 上 ,它们 是 彼此 互 逆 的 ,就 如 同 加 法 和 
减法 ,乘法 和 除法 一 样 . 没有 截然 分 开 的 微分 学 和 积分 学 ,而 只 有 
一 个 微 积 分 学 . 

莱 布 尼 茨 和 牛顿 的 巨大 功绩 ,就 在 于 他 们 首先 明确 地 认识 到 并 
应 用 了 这 个 微 积分 基本 定理 . 当然 他 们 的 发 现 已 处 在 科学 发 展 的 前 
进 道路 上 ,因而 有 几 个 人 能 够 几乎 在 同时 独立 地 清楚 地 意识 到 这 种 
状况 ,这 是 很 自然 的 . 

为 了 建立 这 个 基本 定理 ,我 们 考虑 函数 y = f(x) 从 固定 下 限 a 
到 变动 上 限 x 的 积分 . 为 避免 积分 上 限 x 和 出 现在 符号 f(x) 中 的 
变量 * 相 混 淆 ,我 们 把 这 个 积分 写成 ( 见 第 420 页 》 


Fæ) = [f Wdus a 


它 表示 我 们 希望 把 积分 作为 上 限 r 

的 一 个 函数 F(x) 来 研究 (图 274). 这 

个 函数 F(z) 是 曲线 y= 二 f(x) 下 面 由 

O 点 wu 二 a 到 点 u 二 xz 的 面积 .有 时 这 个 

% 具有 可 变 上 限 的 积分 FORI RE 
积分 ”. 

图 274 积分 作为 上 员 的 本 数 。。 现在 , 微 积分 基本 定理 可 以 表述 
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AEA x 的 函数 的 不 定 积分 (1j ,其 导数 等 于 了 (四 在 x 点 的 值 : 
F’(x) = f(x). 


RADA, HS (x) SR F(x) PRIDE, Tae F(x) HRD 
过 程 ,使 之 还 原 或 倒 回 . 

在 直观 的 基础 上 ,证 明 这 个 定理 是 很 容易 的 . 办 法 是 把 积分 
F(z) 作 为 面积 来 解释 . 如 果 试 图 用 曲线 来 表示 F(x), 而 用 曲线 的 斜 
率 来 表示 导数 F'(z) ,就 会 搞 得 含糊 不 清 . 我 们 不 用 原来 关于 导数 的 
几何 解释 ,而 保留 F(z) 的 积分 几何 解释 ,但 是 用 分 析 的 方法 来 求 
F(z) 的 导数 . 差 

Fla) —F(2), 


在 图 275 中 就 是 zx 和 zl 之 间 的 面积 . 可 以 看 出 这 个 面积 介 于 值 
(zl —x)m 和 (zl 一 Z)M 之 间 , 即 


(zı — 2)m < F(2,) — F(x) < (z, 一 Z)M， 


其 中 M Film DIA PBK S Cu) FE x 
Mx, 之 间 的 最 大 值 和 最 小 值 . 这 两 
个 乘积 分 别 是 包含 着 曲线 面积 的 矩 
形 面 积 与 包含 于 曲线 面积 的 矩形 面 
积 ,因此 ， 


F(a,) — F(x) 


t~r 


<M. 图 275 基本 定理 的 证 明 


mam 


我 们 将 假定 函数 /zx) 是 连续 的 ,以 使 若 zi 趋向 于 x, 则 M Alm 同 
时 趋向 于 f(z). 因而 我 们 有 如 上 所 述 的 
下 (zi) 一 下 (z) 
t 一 工 
直观 上 ,这 个 式 子 说 明了 这 样 的 事实 : 当 工 增 大 时 ,曲线 y = f(x) 
下 的 面积 的 变化 率 ,等 于 曲线 在 点 r 的 高 度 . 
在 有 些 课本 中 ,由 于 专用 术语 选择 得 不 好 ,把 基本 定理 的 要 点 摘 


F’(x) = lim f(x). (2) 
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得 模糊 了 . 许多 作者 首先 引进 导数 ,然后 简单 地 定义 “不 定 积分 ”为 导 
数 的 逆 运 算 , 即 如 果 
G'(2) = f(z), 


KODE jz) 的 不 定 积 分 . 这 样 ,他 们 的 做 法 是 把 微分 过 程 直接 和 
“积分 ”这 个 词 结合 起 来 . 只 是 后 来 才 引 进 作 为 面积 或 者 和 的 极限 的 
“ 定 积分 "的 概念 ,而 且 没 有 强调 这 时 候 的 “积分 ”这 个 词 指 的 是 完全 不 
同 的 东西 . 这 个 方法 是 把 理论 中 的 主要 事实 从 后 门 偷偷 输入 ,因而 大 
大 有 碍 于 学 生 的 真正 理解 . 我 们 宁愿 把 满足 G“(z) = f(z) KGa 
做 jz) 的 原 函 数 而 不 叫做 “不 定 积分 ”因此 ,基本 定理 可 简 述 如 下 ， 

车 (x) 是 f (wu) 由 固定 下 限 到 可 变 上 限 x 的 积分 , 则 F(x) 是 
(x) 的 一 个 原 函 数 . 

我 们 说 的 是 “一 个 ? 原 函 数 ,而 不 是 原 函 数 ,因为 很 显然 , 如果 
G(z) 是 jz) 的 一 个 原 函 数 ,那么 

H(z) = G(z) +C (C 为 任意 常数 ) 
也 是 一 个 原 函 数 ,因为 H) = G(x). 反 过 来 ,两 个 原 函 数 G(x) 
和 所 (x*) 只 差 一 个 常数 这 命题 也 成 立 . 原因 是 差 
U(x) = G(x) — H(z) 
有 导数 
U“(z) = G(x) — H’ (1) = f(x) — f(x) =0, 


所 以 是 常数 ,因为 处 处 可 以 由 水 平 直线 表示 的 函数 必然 是 常数 . 
由 此 可 以 推出 在 已 知 jz) 的 某 一 个 原 函 数 G(z) 的 条 件 下 , 求 
a Bb 之 间 的 积分 值 的 一 条 至 为 重要 的 法 则 . 根据 我 们 的 基本 定理 ， 


F(x) = [f Ddu 


也 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 . 因此 F(x) = Ga) +C, 其 中 C 是 常数 . 如 
果 我 们 记得 
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[7 war = 0, 


那么 这 个 常数 就 可 以 确定 出 来 . 由 此 给 出 0 = Gla) + C, 使 得 
C=—Ga). 那么 由 a Br 的 定 积分 是 


F(z) = | f du = cz 一 Gdo)， 
RAUB b Rr, 则 
[fa = G(s) —G(a), (3) 


它 与 我 们 选择 的 原 函 数 无 关 , 换 句 话说 ， 
为 了 计算 定 积分 |/ (xdr, 我 们 只 需要 求 一 个 使 得 
G' (x) = f (x) 
MEM Gx), RERE GI) — Gla) 即 可 . 


2, 初步 应 用 x, cosx, sinx, arctan x 的 积分 


关于 基本 定理 的 应 用 范围 ,这 里 还 不 可 能 给 出 一 个 完整 的 概念 ， 
但 是 从 下 面 的 解释 中 我 们 可 以 得 到 一 些 启示 , 在 力学 \ 物 理学 或 纯 数 
学 遇 到 的 问题 中 ,经 常 需要 求 一 个 定 积分 的 值 . 直接 由 和 的 极限 求 积 
分 往往 是 困难 的 . 但 另 一 方面 ,正如 在 § 3 中 所 见 到 的 , 作 各 种 微分 
运算 则 比较 容易 ,并 且 在 这 个 领域 内 积累 了 丰富 的 知识 . 把 每 个 微分 
公式 反 过 来 看 ,都 可 以 给 出 f(x) 的 一 个 原 函 数 G(z). 借助 公式 (3)， 
就 可 用 来 计算 f(z) 在 任意 两 点 之 间 的 积分 了 . 

例如 ,要 求 x 或 zx aR x" 的 积分 ,现在 的 方法 要 比 8 1 中 的 简 
单 得 多 . 由 r 的 微分 公式 ,我 们 知道 z" 的 导数 是 xz” ,所 以 

ntl 


Gz) = aFi (n#—1) 


的 导数 是 
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G“(z) = athe =r. 


ATZA RRAS O = x 的 一 个 原 函数 ,因此 立即 有 


1 
—a™ 


b å et 
fe dr = GO 一 co) = 4 


比 起 直接 由 和 的 极限 来 求 积分 的 繁 难 手续 来 ,这 个 过 程 要 简单 得 多 . 
更 一 般 地 ,我 们 在 $3 中 已 经 得 到 ,对 于 任意 有 理 数 s, PEE 
的 或 是 负 的 ,函数 x' 都 有 导数 sz” ,因此 ,对 


s=r+l, 
函数 


Ga) =u 


r 十 这 


有 导数 f(x) = G'Cz) = r (我 们 假定 + 闫 一 1, Bs 40). am 


Ba HP RRR DEAD”, MAA CRE a b HE, H 
> 天 一 ]) 


b 
r1 — | Ho H 
[ra= hw a). (4) 


在 (4) 中 ,我 们 假定 ,被 积 函 数 xz" 在 积分 区 间 上 有 定义 且 连 续 , 即 若 
7 过 0 要 除去 zx = 0. 因此 在 这 里 要 假定 a 和 0 是 正 的 


车 G(x) =—cosz, # G' (c) = sinz. 因而 
[isin zde =— (cosa — cos 0) = 1 — cosa. 
0 
同样 ,由 于 若 G(x) = sin 工 有 G“(z) = cos x, 得 


a 
i cos xdr = sina — sin 0 = sina. 
0 
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由 反正 切 的 微分 公式 Darctan x = 十， 可 以 得 到 一 个 特别 


有 趣 的 结果 . 由 这 个 公式 可 知 函 数 arctan z 是 函数 了 的 一 个 原 
函数 ,并 且 由 公式 (3) 得 到 结果 


b 
arctan b — arctan 0 =f 1 zdr. 
ol+z 


现在 我 们 有 arctan 0 = 0, 因为 使 正切 值 为 0 的 角度 的 值 是 0. 
而 得 出 


arctan b = | (5) 


1 
o re 
对 于 特殊 的 5 = 1, arctan b 等 于 至 ,因为 对 应 于 正切 值 为 1 的 角度 


是 45°, 或 了 弧度 . 这 样 我 们 便 得 到 一 个 值得 注意 的 公式 


z =f pipt (6) 
这 表明 在 函数 
的 图 像 下 边 ,由 z 一 0 到 x = 1 的 面积 等 
于 半径 为 1 的 加 面积 的 十. 


晤 3. 表示 的 荣 布 尼 茨 公式 


上 面 的 最 末 结 果 导 致 了 十 七 世纪 最 
精彩 的 数学 发 现 之 一 一 一 x 的 莱 布 尼 芯 交错 级 数 


(7) 
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其 中 符号 十 … 的 意思 是 指 由 右边 式 子 中 前 n 项 作成 的 有 限 “ 部 分 和 ” 
的 序列 , 当 # 增 大 时 ,收敛 于 极限 子 . 
要 证 明 这 个 著名 的 公式 ,只 和 需 回忆 有 限 项 等 比 级 数 


=e =l+qt¢ tetas 


或 这 ritate te tat he. 
在 这 个 代数 恒等式 中 ,代入 g = 一 ,得 


1 
1+2° 


其 中 “ 余 项 ”R, 是 


lx tata tert (D2? +R, (8) 


2n 
=(—1 -2 
R= CD ts 


等 式 (8) 可 以 由 0 到 1 积分 .由 8$ 3 法 则 (ca) ,我 们 在 右边 取 各 项 积分 
的 和 .由 (4)， 


b ag BH gt 
Jz"ar mii’ 
我 们 得 到 
1 
Po eee | 
fe dr = FT’ 
因而 
S. E 25.3 d pT 
lage 343 T 
g (9) 
一 和 
+CD zH +T, 


其 中 
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T, =ef ipt. 
按照 (5) 式 ,(9) 式 左 端 等 于 车 .下 与 部 分 和 


fp)" 
2n—1 


ii 
S 一 1 一 可 十 言 十 …… 十 


的 差 是 下 一 S, = T. 剩 下 要 证 明 的 是 当 ” 增 大 时 ，T, 趋 于 0. 现在 


ee T [a 40<2r<1. 


回顾 $ 1 公式 (13) ,那里 指出 ,如 果 f(z) < g(x), Ha <b, BA 
[rode e (x)dx, 由 此 可 见 


i=[ = a oef 2dr; 


因为 如 我 们 以 前 所 知 (公式 (4)) 右 端 等 于 二 一 一 ,得 


2n 
IT, Brent 


因此 


|#-s 


因为 二 一 ETE MAK nK S, 趋 于 子 . 于 是 莱 布 尼 茨 公式 


得 证 . 


TEN 


56 指数 函数 与 对 数 函 数 


在 中 学 里 的 数学 教材 中 ,用 “初等 ”的 办 法 得 到 了 指数 函数 和 对 
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数 函 数 , 而 微 积分 学 的 基本 概念 ,对 此 提供 了 圆满 得 多 的 理论 . 在 中 
学 教材 里 ,通常 由 任意 有 理 数 a BCR a" 开始 ,然后 定义 


a" = 
从 而 对 任意 有 理 数 r= = 得 到 a" 的 值 . 接着 定义 任意 无 理 数 z 的 


a” 的 值 ,使 a’ 成 为 z 的 连续 函数 . 这 一 微妙 的 地 方 , 在 初等 数学 中 
BERT. 最 后 > 以 a 为 底 的 对 数 


x = log.y (1) 
定义 为 y = a’ 的 反 函数 . 
下 面 我 们 把 这 此 函数 的 理论 建立 在 微 积分 学 的 基础 上 ,讨论 的 
次 序 , 恰 与 上 面相 反 . 我 们 先 从 对 数 函 数 开始 ,然后 得 到 指数 函数 
只 1， 对 数 的 定义 和 性 质 RX e 
我 们 把 对 数 ,或 更 特殊 的 “自然 对 数 ”F(z) = In z ( 它 和 以 10 
为 底 的 常用 对 数 的 关系 将 在 第 二 小 节 说 明 ) 定 义 为 曲线 = 二 下面 
H u= 1 Blu 一 工 之 间 的 面积 ,数量 上 相当 于 积分 
F(x) = Ina = | bdu 
( 见 第 37 页 图 5), 变量 x 可 以 是 任意 正 数 ,但 是 不 包括 0, 因 为 u 趋 
向 于 0 时 ,被 积 函 数 二 趋 于 无 穷 
研究 函数 F(z) 是 很 自然 的 . 因为 我 们 知道 ,除了 一 一 1 之 外 ， 
任意 的 震 r" 的 原 函 数 是 同一 类 型 的 函数 过. 当 一 一 1 时, 分母 
十 1 变 为 零 ,从 而 第 452 页 的 公式 (4) 失 去 意义 . 这 样 我 们 可 以 期 记 
二 或 寺 的 积分 会 引出 一 种 新 型 的 有 趣 的 函数 . 
虽然 我 们 把 (1) 作 为 函数 In x 的 定义 ,但 在 推导 出 它 的 性 质 ,并 
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找到 它 的 数值 计算 的 方法 之 前 ,我 们 是 不 “知道 ”这 个 函数 的 . 我 们 以 
面积 和 积分 的 一 般 概念 作出 发 点 ,在 此 基础 上 建立 像 (1) 这 样 的 一 些 
定义 ,然后 推导 出 所 定义 的 对 象 的 性 质 ,只 是 在 最 后 , 才 得 到 用 以 数 
值 计算 的 明显 表达 式 , 这 是 现代 很 典型 的 研究 方法 . 

Inr 的 第 一 个 重要 性 质 ,是 3 5 的 基本 定理 的 直接 推论 . 由 这 个 
定理 得 到 等 式 


F'(z)=1. (2) 
E 


由 (2) 可 见 导数 总 是 正 的 ,于 是 上 表 定 了 这 样 的 事实 , 当 x 按 递增 方向 
变化 时 函数 In x 是 单调 递增 的 . 

对 数 的 主要 性 质 , 可 由 公式 

Ina+Inb = In(ab) (3) 
表示 . 这 个 公式 在 对 数 实际 应 用 于 数值 计算 时 的 重要 性 ,是 众所周知 
的 . 直观 上 ,把 3 个 量 lna, Ind 和 1ln(ap) 看 作 三 个 面积 ,就 可 以 得 到 
公式 (3). 但 是 我 们 宁愿 用 典型 的 微 积 分 的 推理 方法 来 得 到 它 : SR 
数 F(x) = Ine 一起, 我们 考察 第 二 个 函数 
K(x) = In(ar) = In w = F(w), 

HP w= f(x) = ar, a 为 任 一 正 的 常数 . 运用 $ 3 的 法 则 (e) ,微分 
K(x): K'a) =F (wf (x). 由 (2), HAW f(r) = a, 得 


因而 K(z) 与 F(x) 有 相同 的 导数 . 根据 第 450 页 ,我 们 有 
ln(ar) = K(x) = F(z)+C, 
其 中 C 是 与 z 的 特定 值 无 关 的 常数 . 只 要 把 特定 的 数 1 RA z, 就 可 
以 确定 常数 C. 由 定义 (1) 可 知 
FQ) =In1=0, 
这 是 由 于 所 定义 的 积分 ,在 x == 1 时 上 、 下 限 相 等 . 因而 有 


+458 + 什么 是 数学 


K) = lnla » 1) = Ina = ln1+C =C, 
由 此 得 C = Ina, 所 以 对 任何 z+, 有 公式 
In(ax) = Ina + In zx. (3a) 
S a= b, 便 得 到 我 们 所 希望 的 公式 (3). 
特别 (对 于 a = x), 现在 可 依次 得 到 


In(a’) = 2Inz, 


In(z*) = 3ln z, 


ln(z") = nln x. (4) 


EROAK r ABH, In x 的 值 趋 于 无 穷 . 因为 对 数 是 单调 
递增 函数 ,我 们 有 ,例如 ， 
In(2") = nln 2， 


当 nn 趋 于 无 穷 时 , 它 也 趋 于 无 穷 . 我 们 进而 有 


0= In} =In(z++)=Inz+In+, 


由 此 
ta 一 一 In z. (5) 
zx 
最 后 ,对 于 任何 有 理 数 + = 7, 有 
ln zf” 一 rln z. (6) 


因为 , 令 r =u, 我 们 有 


nlnu = Ine" = Ina" = Inz” = mln z, 


由 此 
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AA Inc Er 的 单调 连续 函数 , 当 z= 1 时 值 为 0, 并 且 增 大 
时 趋 于 无 穷 , 这 样 必然 存在 一 个 大 于 1 的 数 , 当 z 取 此 值 时 
Inz=1. 

按照 欧 拉 的 作法 ,我 们 称 这 个 数 为 e( 以 后 将 看 到 与 第 306 页 的 
定义 等 价 ). 这 样 ,e 由 方程 

Ine=1 (7) 

定义 . 我 们 根据 e 必然 存在 这 一 内 在 性 质 引 进 了 数 e. 下 面 我 们 即将 
作 进 一 步 的 分 析 , 以 便 得 到 以 任意 精确 程度 趋 于 数 。 的 明显 公式 . 


图 277 


72.15 Km K 
扼要 地 叙述 一 下 我 们 前 面 的 结果 . 我 们 看 到 函数 F(z) = lnr 4 
工 二 1 时 值 为 0, 并 且 单 调 递增 趋 于 无 穷 , 而 其 斜率 上 则 是 递减 的 . 对 


于 小 于 1 TEI xy lnz 由 十 的 负 值 给 定 ,所 以 当 0 Bt, In x 


变 为 负 无 穷 . 
由 于 > = lnz 的 单调 性 ,我 们 可 以 考虑 反 函 数 
z= E(y), 


通常 按照 的 方式 , 它 的 图 像 ( 图 278) 是 由 y == Inz 的 图 像 (图 277) 得 


+ 460+ 什么 是 数学 


到 的 ,并 且 对 介 于 一 oo 和 十 oo 之 间 的 一 切 y 值 都 有 定义 . 当 y> oo 
时 ，E(y) 的 值 趋 于 0, 当 = 十 cc 时 ，E(y) 趋 于 十 ce, 
这 个 函数 ,有 如 下 的 基本 性 质 : 对 任意 的 一 对 数 a, bA 
E(a)E(b) = Ela +b). (8) 
这 个 法 则 仅仅 是 对 数 法 则 (3) 的 另 一 形式 . 因为 如 果 我 们 令 
E(b) = x, Ela) = z (Bb = in z, a = ln z), 


我 们 有 


Inzxz =Inz+Inz=6+a, 
所 以 
E(b+a) = rz = E(b) » E(a), 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 
因为 由 定义 lne = 1, RNA 


EO) =e, 


并 且 由 (8) 可 知 e = E(1)。E(1) = E(2), 等 等 .一般 说 来 ,对 任意 
整数 n 有 


E(n) = e. 
同 理 
E(+)=e, 
所 以 
E(#)=E(#)"E(4)= [eA 
因此 , 令 
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对 于 任意 有 理 数 ~, 我 们 有 
Er) = e 
可 见 对 于 任意 实数 y, $ e = Ely), 以 此 规定 数 e 的 无 理 数 寡 的 运 
算是 适宜 的 . 因为 函数 对 于 y 的 所 有 值 是 连续 的 ,并 且 当 > 为 有 
BAN. CA e 的 值 是 一 致 的 . E 函数 (通常 叫做 指数 函数 ) 的 基本 
法 则 (8) 现 在 可 以 表示 为 等 式 
eee =e, (9) 

而 且 它 对 任意 有 理 数 或 无 理 数 a 和 6 都 是 成 立 的 . 

在 所 有 这 些 讨论 中 ,对 数 函 数 和 指数 函数 都 是 以 数 。 为 “ 底 ”, 即 
e 是 对 数 的 “自然 底 ”. 由 底数 e 到 任意 正 数 的 变换 是 容易 作出 的 . 我 
们 首先 考虑 (自然 ) 对 数 


a= lna, 


则 


现在 我 们 用 复合 表达 式 

22 = = (10) 
来 定义 a*. 例如 

10° =", 
我 们 称 a 的 反 函 数 为 以 a 为 底 的 对 数 . 并 且 我 们 立即 看 到 z 的 自然 
对 数 是 a 的 自然 对 数 的 z 倍 . 换 句 话 说 ,以 a 为 底 的 = 的 对 数 可 由 > 
的 自然 对 数 除 以 定数 a 的 自然 对 数 而 得 到 ,对 于 a = 10, 这 个 固定 
的 自然 对 数 为 ( 取 四 位 有 效 数 字 ) 
ln 10 = 2. 303. 


73. a, x 的 微分 公式 
因为 已 经 定义 了 指数 函数 ECy) 为 ?一 Inz 的 反 函 数 ,由 反 函 数 
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的 微分 法 则 (8 3) 得 


E’) T 4 T 2=EQ), 
de x 
即 
E’(y) = EQ). 
自然 指数 函数 与 它 的 导数 恒 等 . 


ab 


这 实际 上 是 指数 函数 所 有 人 性质 的 来 源 ,并 且 是 它 在 应 用 上 之 所 
以 重要 的 基本 原因 ,这 一 点 在 下 几 节 中 将 表现 得 较为 明显 . 利用 第 二 


节 引 入 的 记号 ,我 们 可 以 把 (11) 写 成 
d 


a =e". 
比较 一 般 地 是 微分 复合 函数 
fa) = e. 
H $3 的 法 则 我 们 得 到 
f' (2) = ae” = af (x). 
因此 ,对 于 a = Ina, 我 们 可 知 函数 
f(a) =a" 
的 导数 为 
f(z) = alna. 
现在 ,对 于 任意 实 指数 * 和 正 变量 z, 我 们 令 
v=e™, 
用 它 来 定义 函数 
f@ =x. 
再 对 f(z) =e", xz 一 lnz 应 用 复合 函数 微分 法 则 , 求 得 


(la) 


因此 


f(x) = 
这 同 以 前 s 为 有 理 数 时 的 结果 是 一 致 的 . 


4, 用 极限 表示 e, e 和 in x 的 表达 式 
我 们 将 利用 指数 和 对 数 的 微分 公式 来 求 这 些 函数 的 明显 表达 
式 . 因为 函数 ln r 的 导数 是 二 ,由 导数 的 定义 我 们 得 到 关系 式 


a lim TA zhag 4 x, — x Bt. 
如 果 我 们 令 z = z 十 几 并 且 令 六 历经 序列 


Ay SE S 
h= PPPOP” 
而 趋 于 零 ,那么 应 用 对 数 的 法 则 ,得 到 


In(x++)—Inz ati 
a 


n 
= nln 
£ 


令 = = 十, 并 且 再 一 次 利用 对 数 的 法 则 ,得 到 


z= lim Inf (1+ 2)"] 当 n 一 oo 时 ， 
利用 指数 函数 , 则 当 not 


= im(1+ž\ 


(12) 
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这 就 是 用 简单 极限 定义 指数 函数 的 著名 公式 . 特别 , 当 z = 1 时 ,我 
们 有 

e=lim(1++)’, (3) 
并 且 当 z= 一 1 时 

1 = im(1- 4y. (13a) 


由 这 些 式 子 立即 导致 无 穷 级 数 形式 的 展 式 . 由 二 项 式 定理 我 们 
求 得 


(1+2) = 1+ pD 


2! n 
2 9) 3 n 
+ Da De pip 
! n n 


在 完成 当 n->oo 取 极限 的 过 程 中 ,以 上 每 一 项 中 的 十 都 可 以 用 0 代 


换 , 这 一 点 可 以 使 人 信服 并 且 也 不 难 证 明 它 是 完全 合理 的 (细节 从 
略 ). 这 就 得 到 了 著名 的 e 的 无 穷 级 数 展 式 


= 2 
e=1tq ttt (14) 
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作为 特例 , e 的 级 数 为 


1 二 十 


2! 
这 证 明 是 与 306 页 所 定义 的 数 完全 相同 . 当 r =— 1 时 ,我 们 得 到 级 数 


i DSE OE 2 
一 下 一 让 十 本 


这 个 级 数 只 需 很 少 几 项 就 能 给 出 一 个 极 好 的 近似 值 ,而 如 果 级 数 从 
第 ”项 截断 后 所 产生 的 总 误差 是 小 于 第 (十 1) 项 的 数值 的 . 
利用 指数 函数 的 微分 公式 我 们 可 以 得 到 一 个 有 趣 的 对 数 的 表达 
A. M AF 0 时 我 们 有 
ee—l ee 
h 


lim ——— = lim 


h 
因为 这 个 极限 是 e 在 y 二 0 处 的 导数 值 ,并 且 等 于 e? = 1. 在 这 个 式 
子 中 ,我 们 用 主 代 替 久 ,其 中 x 是 一 个 任意 的 数 而 n PA EEYU 
列 , 于 是 得 到 


二 
tata feet 


十 …， 


=1, 


n 一 1， 
或 
m(Ve 一 1) -> z. 
令 zx=lnz 或 e: = r, WHM n— co 时 ， 
Yr—1, 
我 们 最 后 得 到 当 n— co 时 
lnz 一 limn(yz 一 1). (15) 


这 个 式 子 把 对 数 表 示 成 两 个 因子 的 乘积 的 极限 ,其 中 一 个 因子 趋 于 
0, 而 另 一 个 趋 于 无 穷 . 
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习题 : 现在 我 们 已 掌握 了 一 大 类 函数 ,其 中 包括 指数 函数 和 对 数 函 
数 ,并 且 应 用 的 途径 也 增多 了 . 


微分 : D x(Inx—1), 2) ln(ln z)，3) In(z+ VIF a), 4) In(z 十 
VIZI, 5) e 了 ,6) e GEE Mz =e 的 复合 函数 )，7) r GRR: 
ax” =e"), 8) In tanz, 9) In sin ri ln cos z, 10) =. 

nz 


求 11) ze", 12) zr*e“,13) xe “的 极 大 和 极 小 . 
“14) 求 曲线 y = ze 当 a 变动 时 的 极 大 点 的 轨迹 . 


15) 证 明 e-” 的 所 有 逐 阶 导数 ,其 形式 都 是 A r EARRA 


这 
“16) 证 明 。 习 的 阶 导数 ,其 形式 是 入 和 一 个 2n 一 2 次 多 项 式 的 


乘积 . 
“17) 对 数 微分 法 . 利用 对 数 的 基本 性 质 , 有 时 能 以 简单 的 方式 来 求 
乘积 的 微分 . 对 形 如 


P(x) = fila) fala) f(x) 
的 乘积 ,我 们 有 
Dn P(z)) = DUn 万 (z)) 十 D(ln f,(x)) +++ + Dln f, (x), 
从 而 由 复合 函数 微分 法 则 ,有 


EDAD Nh) 
Pa) ADT fay? tE 
利用 这 个 公式 微分 


a) z(z 十 1D)(z 十 2)…(z 十 站， 有 re . 


5. 对 数 的 无 穷 级 数 展开 式 ”数值 计算 


《15) 式 并 不 能 作为 对 数 的 数值 计算 的 基础 . 对 数 函数 有 一 个 更 
适 于 数值 计算 的 完全 不 同 的 且 更 为 有 用 的 表达 式 . 而 且 这 个 表达 式 
在 理论 上 也 极为 重要 . 我 们 将 利用 453 页 求 + 的 方法 以 及 按照 公式 
(1) 给 出 的 对 数 定义 来 求 这 个 式 子 . 需要 先 作 一 个 简单 的 准备 . 我 们 
不 直接 讨论 In z, 而 是 考虑 
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y 一 In(1 十 z)， 
这 是 由 西数 > 一 Inz 和 zx 一 1 十 工 组 成 的 复合 函数 . 我们 有 


dy _dy ,dz_1,, 1 A 
dr dz dr z 1 十 z 


因而 ln 十 z) 是 了 二 的 原 函数 ,并 且 根据 基本 定理 ,可 知 工 二 -由 


0 到 的 积分 等 于 
ln(1 十 z) 一 Inl= 王 ln(1 十 z)， 
用 符号 可 表示 为 


In(1+ 2) = 上 a (16) 


(当然 ,这 个 公式 也 可 由 把 对 数 看 作 是 面积 的 几何 解释 中 直观 地 得 
到 ,与 421 页 作 比 较 . ) 

在 公式 (16) 中 ,对 于 (1 十 ww |, 像 454 页 中 一 样 ,我 们 可 把 它 展 
为 几何 级 数 ， 


2 Braue ml m 1y u 
1 一 & 十 zw w 十 … 十 (一 1)” aa” 十 ( D" Tix 


1 
l+u 
注意 ,这 里 不 是 无 穷 级 数 ,而 是 带 有 余 项 为 


= (p -2 
R, = (一 1) Ta 


的 有 限 级 数 . 把 这 个 级 数 代 入 (16) ,我 们 可 以 利用 有 限 项 和 的 逐 项 积 


分 法 则 . 因为 w 由 O 到 x 的 积分 是 基于 ,所 以 我 们 立即 得 到 
G8) Ind t2)=2-$425-F 4. 


HODI ZULT” 
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其 中 余 项 由 


T,= coy 


u du 
l+u 
给 出 . 现在 我 们 将 看 到 ,只 要 z 选 为 大 于 一 1 但 不 超过 十 1 的 数 , 换 
名 话说 , 一 1 二 + 二 1, 这 里 + = 十 1 包括 在 内 而 zx == 一 1 未 包括 ,那么 
T, 当 递增 时 趋 于 零 . 根据 我 们 的 假定 ,在 积分 区 间 内 ,wu 大 于 某 一 
数 一 a, 这 个 数 可 以 任意 接近 一 1, 但 至 少 要 大 于 一 1, 使 得 0 二 1 一 a 二 
1 十 wu. 因此 在 0 到 zz 的 区 间 中 有 


|e lul" 
IFu|S Ta’ 
于 是 
IT I< gh [irae 
或 
te a | 
IT I< n+1 =a n+l 


因为 1 一 a 是 固定 的 ,可 见 当 递增 时 上 面 右 式 趋 于 0, 从 而 由 


这 
Mata) {2-5 +E- 4+) =\| 
J 21 
l—an+1’ 


得 到 在 一 1 <r) 上 成 立 的 无 穷 级 数 


< (17) 


Ind $2 =2—-F4E—L pen, (18) 
特别 ,如 果 取 zx = 1 我 们 得 到 一 个 有 趣 的 结果 


sjet eb tae 
In2=1-S+3-q+ ag) 
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这 个 式 子 与 于 的 级 数 在 结构 上 相似 . 


公式 (18) 对 于 计算 对 数 的 数值 没有 多 大 的 实际 意义 ,因为 
它 的 范围 , 即 1 十 z 仅 在 0 与 2 之 间 , 它 的 收敛 又 是 如 此 之 慢 ,以 
至 要 获得 一 个 适当 的 精确 程度 的 结果 必须 包含 很 多 项 . 一 个 更 
为 便利 的 表达 式 可 以 由 下 面 的 方法 得 到 . 在 (18) 中 ,用 一 x 代替 
x, W) 
x T 
2 


zx 
3° 4 ， (20) 


lal — x) 一 一 工 
从 (18) 中 减 去 (20) 并 且 利用 
lna 一 ln2 一 Ina+In(+)= In(#) 


的 关系 ,我 们 得 到 


indt2 -2(z= 十 二 十 二 十 …) (21) 
这 个 级 数 不 仅 收敛 得 快 得 多 ,而 且 现在 左 端 可 表示 为 一 个 正 数 = 的 


对 数 ,因为 FES = = 总 有 一 个 在 一 1 与 十 1 间 的 解 z 例如 ,我 们 要 


计算 In 3 AYE. ATS 2 = > +w 


REMAN BA = gy 我 们 求 得 


2 
ln 3 = 1. 0986, 
它 精 确 到 5 位 数 . 


* 470+ 什么 是 数学 


$7 微分 方程 
sL E X 


指数 函数 和 三 角 函 数 在 数学 分 析 及 其 在 物理 问题 的 应 用 中 所 以 
能 起 着 重要 的 作用 ,是 因为 这 些 函 数 能 解决 最 简单 的 “微分 方程 ”的 
问题 . 

一 个 关于 未 知 函 数 = f(x) 及 其 导数 wu = f a) (只 要 和 
EMF x 的 依赖 关系 即 函 数 1(z) ,没有 必要 特别 加 以 区 分 时 ,记号 
u 就 是 f(z) 很 方便 的 略 写法 ) 的 微分 方程 是 一 个 含有 u, u ,并 和 且 
可 能 还 含有 自 变量 z 的 方程 ,例如 


u’ = u+sin(xu) 
或 u’ +3u = r. 


更 一 般 地 ,一 个 微分 方程 可 以 含有 二 阶 导数 wx = fa) 或 更 高 阶 的 
导数 ,如 


u”+2u’—3u = 0. 


无 论 是 哪 种 情况 ,问题 都 是 求 满足 给 定 方程 的 函数 = f (x). 因为 
求 给 定 函 数 8 (z) 的 原 函数 相当 于 解 简单 的 微分 方程 


u’ = g(x). 
例如 ,微分 方程 
机 
的 解 是 函数 x = E 十 C, 其 中 C 是 任意 常数 . 就 这 意义 上 说 , 解 微分 
方程 是 积分 问题 的 一 个 广义 的 推广 . 
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2, ERRADA MAM TTA 
增长 率 Sil 
微分 方程 
u =u (1) 
有 一 个 解 是 指数 函数 u= e, 因为 指数 函数 的 导数 是 它 自身 . 更 一 
般 地 ,函数 4 = ce” C 是 任 一 常数 ) 是 (1) 的 解 .类似 地 ,函数 
u = ce” (2) 
Ces & 为 任意 两 个 常数 ) 是 微分 方程 
u’ = ku (3) 
的 一 个 解 . 
反之 ,任何 满足 方程 (3) 的 函数 = f(x) 必 是 ce 的 形式 . 因为 
如 果 工 = hlu) Feu = f(x) 的 反 函 数 ,那么 根据 反 函 数 求 导 法 则 有 


1 
u ka’ 
(LY fh BL 
r=h(u) = 2440, 


k 
其 中 2 是 某 个 常数 . 因此 


Inu = kx — bk, 
Bp 
u = e ee, 
令 e“( 这 是 一 个 常数 ) 等 于 <, 则 
u=", 
此 即 所 证 . 
微分 方程 (3) 的 重大 意义 在 于 它 刻 划 了 下 述 类 型 的 物理 过 程 ,在 


472+ 什么 是 数学 


这 类 物理 过 程 中 , 某 种 物质 的 量 x 是 时 间 z 的 函数 
u= f(t), 


HEAR u ERR EE ES RT u 的 数值 成 比例 . 在 这 种 
情况 下 ,在 瞬时 : 的 变化 率 


vraa tim £042 二 7 
1 


等 于 ku, 其 中 是 常数 ;如 果 w BM OWE, WR uBR, MY RW 
负 , 无 论 是 哪 种 情况 ,u 都 满足 微分 方程 (3) ,因此 

u = æ". 
如 果 我 们 知道 了 上 = 0 时 的 量 w ,那么 常数 c 就 被 确定 了 . 令 t 二 0， 
就 必然 得 到 了 这 个 量 


所 以 u= we. (4) 


注意 ,我 们 是 由 已 知 “的 变化 率 开始 ,然后 导出 了 规律 (4) , 它 给 出 u 
在 任意 时 刻 : 的 实际 的 量 . 这 恰好 是 求 函 数 的 导数 的 逆 问题 . 
放射 性 蜡 变 是 一 个 典型 的 例 
F. itu = fO 是 某 放射 性 物质 在 
+ 时 的 量 : 假设 该 物质 的 每 一 质点 
在 给 定时 刻 都 以 一 定 的 概率 暗 变 ， 
: > 并 且 别 的 这 种 质点 的 状况 并 不 影 
O 1 2 3 4 5 响 这 个 概率 ,那么 赔 变 中 的 在 给 
图 279 HERO = wel, ho 定时 刻 的 变化 率 与 成 比例 , 即 与 
该 时 刻 的 总 量 成 比例 . 因此 u 满足 
(3), 其 中 是 负 常 数 ,这 个 上 反映 了 衰变 过 程 的 速度 的 大 小 ,因此 
u = ue. 
由 此 可 知 ,u PEAR AS ALE Ei] BO LT 
因为 如 果 u 是 在 4 时 的 量 ,而 w 是 随后 某 个 时 刻 2 时 的 量 ,那么 


第 8 章 MRF + 473+ 


Ri 

u UE’? 
s ki 

u wel 


它 只 依赖 于 o-i. 若 要 求 一 定量 的 物质 在 训 变 得 只 剩 原来 的 一 半 
所 需 的 时 间 , 我 们 只 须 求 这 样 的 ， = 一 ,使 得 


Keyt) 
= et), 


由 此 我 们 得 到 


1 二 jn2 —In2 
如 二 In 去 soa? me = =n? (5) 


对 于 任何 放射 性 物质 ,* 的 值 都 称 为 半衰期 ,并 且 s 或 类 似 的 值 


(meie = op 的 >) 可 以 由 实验 确定 . 对 于 镭 , 半衰期 大 约 是 


1550 Æ, H. 


Int 


=T 
由 此 知 ， u= gee OMEN, 
复 利 问题 可 作为 增长 规律 近似 于 指数 的 一 个 例子 . 已 知 货币 的 
数量 为 w 元 ,年 利息 是 3%. 一 年 后 的 货币 量 将 是 


u, 一 to(1 十 0.03)， 


一 一 0. 0000447. 


两 年 后 它 将 是 
u, = u, (1 +0. 03) 一 zxo(1 十 0.03)?， 
zt 年 后 将 是 
u, = u(1+0.03)', (6) 


现在 如 果 利息 不 是 以 年 为 复 算 间 隔 ,而 是 以 月 或 一 年 的 几 分 之 一 为 
复 算 间 隔 的 话 , 那 么 :年 后 的 货币 量 将 是 


。474。 什么 是 数学 
0. 03 \ 0.03\"7 
w+) =u[(14°) |. 
如 果 n BRA HE DLA EES NY SOM RF EI 
时 ,根据 8 6, 方 括 弧 中 的 量 趋 于 e”, TE t 年 后 的 量 将 是 
ne. (7) 


这 相当 于 复 利 的 连续 过 程 . 我 们 也 可 以 计算 出 按 3% 的 复 利 达 到 原 
来 资本 的 2 倍 所 需 的 时 间 s. 我 们 有 
ue 
这 样 大 约 在 23 年 后 货币 可 增长 为 原来 的 2 倍 . 
我 们 可 以 用 一 个 简单 的 方法 来 导出 公式 (7) ,而 不 必 像 上 述 那样 
一 步 步 地 推导 然后 再 取 极限 . 我 们 说 资本 的 增长 率 u 是 与 成 正比 
的 ,比例 因子 上 = 0.03, BI 
u' = ku, Hpk = 0.3. 


于 是 由 一 般 的 结果 (4) 中 可 得 出 公式 (7). 


号 3， 其 他 例题 简 谐 振动 
指数 函数 还 经 常 出 现在 更 为 复杂 的 情形 中 . 例如 函数 


=2, I s= 1 in 2 = 23,10, 


u=e™ (8) 
(其 中 是 大 于 零 的 常数 ) 是 微分 方程 


u’ =— 2kxu 


的 一 个 解 . 函数 (8) 在 概率 和 统计 中 有 着 根本 的 重要 性 ,因为 它 确定 
了 “ 正 态 ”分 布 密度 . 

=f PRM u= cost, v= sin t 也 满足 很 简单 的 微分 方程 . 首先 我 
们 有 
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u’ =— sin t =— v, 
, 
v =cost=u, 


这 是 “两 个 未 知 函 数 两 个 方程 的 微分 方程 组 ”, 它 再 微分 ,得 


” , 
u =— Yy 一 一 My 


” , 
v =u = 


这 就 表明 两 个 时 间 变 量 1 的 函数 x 和 wv 可 认为 是 同一 个 微分 方程 
z +z=0 (9) 

的 解 . 上 述 方程 是 一 个 很 简单 的 “二 阶 ?微分 方程 , 即 它 是 包含 = 的 二 
阶 导数 的 方程 . 这 个 方程 及 其 带 有 一 个 正 数 有 的 一 般 情形 

z” +kz=0 a0) 
(z = cos kt Alz = sin kt 是 它 的 解 ) 是 在 研究 振动 问题 中 出 现 的 . 这 
就 是 为 什么 振动 曲线 = sin kt 和 w = cos ki (图 280) 成 为 振动 力 
学 的 根基 的 原因 . 应 当 指 出 ,微分 方程 (10) 表 示 的 是 没有 摩擦 力 和 
阻力 的 理想 情形 . 在 振动 力学 的 微分 方程 中 ,阻力 可 以 由 另 一 项 
rz’ RIK 


z 十 rz 十 k*z 二 0. (11) 


图 280 


而 现在 的 解 是 “阻尼 ”振动 ,数学 上 用 公式 


。476 。 什么 是 数学 


y n ry? 
e ?coswt, e ‘sinwt; wo =/k — (5) ， 


表示 ,还 可 以 用 图 281 来 图 示 ( 作 为 一 个 练习 ,读者 可 以 通过 微分 来 
验证 这 些 解 ). 这 里 的 振动 和 纯正 弦 以 及 纯 余弦 是 同样 类 型 的 ,但 它 
们 的 强度 由 于 乘 一 个 指数 因子 而 下 降 , 而 这 个 指数 因子 又 按照 摩擦 
系数 + 的 大 小 而 或 快 或 慢 地 减少 . 


图 281 阻尼 振动 


4, 牛顿 动力 学 定律 

虽然 关于 这 些 事实 更 为 详细 的 分 析 已 经 超出 本 书 的 范围 ,我 们 
仍 希 望 把 它们 放 在 牛顿 用 以 革新 力学 和 物理 的 一 般 基本 概念 上 来 考 
察 . 考虑 了 一 个 质量 为 m, 空 间 坐 标 为 1 的 函数 z(t)， y(t), z(z) 的 
质点 的 运动 ,这 样 加 速度 的 分 量 是 二 阶 导数 ,z(t),，y”(t), 2), 
牛顿 所 作 的 最 重要 的 一 步 是 把 mzx”, my”, mx“ 看 成 是 作用 在 质点 上 
的 力 的 分 量 . 乍 看 起 来 ,这 可 能 只 是 物理 学 上 的 “ 力 ” 的 这 个 词 的 形式 
定义 . 牛顿 的 伟大 功绩 就 是 按照 自然 界 的 实际 现象 建立 了 这 个 定义 ， 
因为 自然 界 通常 提 到 的 那些 力 的 力 场 我 们 预先 知道 ,而 关于 我 们 要 
研究 的 质点 运动 却 什么 都 不 知道 . 牛顿 在 动力 学 上 的 伟大 成 就 , 即 对 
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开 普 勒 (Kepler) 天 体 运动 的 证 实 , 清 楚 地 表明 他 的 数学 概念 与 自然 
界 是 和 谐 的 . 牛顿 首先 假定 重力 吸引 力 是 与 距离 的 平方 成 反比 例 . 如 
果 我 们 把 太阳 放 在 坐标 系 的 原点 ,那么 若 已 知行 星 的 坐标 为 z，y， 
z, WATE x，y，z= 方 向 上 的 分 量 分 别 等 于 


z 
-ki ki ki, 


其 中 是 不 依赖 于 时 间 的 引力 常数 ,而 

rT Fy FZ 
是 从 太阳 到 行星 的 距离 . 这 些 表达 式 决定 了 局 部 力 场 ,而 与 此 力 场 内 
质点 的 运动 无 关 . 现在 这 个 力 场 的 知识 是 和 牛顿 一 般 动力 学 定律 ( 即 
他 借助 运动 表示 力 的 表达 式 ) 结 合 在 一 起 的 . 令 两 个 不 同 的 表达 式 相 
等 , 便 得 到 如 下 方程 : 


kx 


mz” = @ Tt 


ETE ae A 
c4 Hy +27)?’ 


" —kz 
(a ty $27)?” 
这 是 含有 三 个 未 知 函 数 z(t) ,y(t), z(t) ,包括 三 个 方程 的 微分 方程 
组 . 这 个 方程 组 可 以 求解 ,其 结果 与 开 普 勒 的 实际 观察 是 一 致 的 . 它 
表明 : 行星 轨道 是 以 太阳 为 一 焦点 的 圆锥 曲线 . 连接 太阳 与 行星 的 
直线 在 相等 时 间 间 隔 内 扫 过 的 面积 是 相等 的 . 并 且 两 个 行星 旋转 一 
周 的 周期 的 平方 与 它们 到 太阳 的 距离 的 立方 成 比例 . 我 们 略 去 证 明 . 
振动 问题 给 牛顿 的 方法 提供 了 一 个 更 为 初等 的 解释 . 假定 有 一 
个 质点 沿 着 一 条 直线 ( 设 为 轴 ) 运 动 ,用 一 个 弹性 力 (例如 弹簧 或 
橡皮 筋 ) 使 质点 确定 在 原点 . 如 果 质 点 从 原点 这 个 平衡 位 置 运 动 到 坐 
标 为 xz 的 位 置 ,那么 这 个 力 将 把 它 拉 回 来 . 这 个 力 的 大 小 假定 与 延 
PEERS x 成 比例 . 因为 力 的 方向 是 指向 原点 的 , 它 可 以 用 一 如 x 表 


mz 


，478。 什么 是 数学 


示 , 其 中 一 及 是 一 个 负 的 比例 因子 , 它 表示 弹 得 或 橡皮 筋 的 强度 . 再 
则 我 们 假定 有 一 个 摩擦 力 阻碍 着 运动 ,这 个 摩擦 力 与 质点 的 速度 x’ 
成 比例 ,比例 因子 为 一 ”~ 那么 在 任意 瞬间 的 合力 由 一 睫 z 一 rz 给 
出 ,按照 牛顿 的 一 般 原理 ,我 们 有 

mr” 二 一 及 rt 一 rr 或 

mr” +rr' +k z= 0. 
这 恰好 是 上 面 提 到 的 阻尼 振动 的 微分 方程 (11). 

这 些 简单 的 例子 是 很 重要 的 ,因为 振动 力学 和 电学 的 很 多 问题 

在 数学 上 恰好 都 能 用 这 个 微分 方程 描述 . 这 里 我 们 得 到 了 一 个 典型 
的 例子 , 即 很 多 表面 上 极 不 相同 并 互 不 联系 的 个 别 现象 可 以 统一 用 
一 个 抽象 的 数学 式 子 来 表示 . 从 一 个 给 定 现象 的 特殊 性 质 中 抽象 出 
一 个 适合 整个 这 类 现象 的 一 般 公式 ,这 种 抽象 是 用 数学 来 处 理 物理 
问题 的 一 个 特点 . 
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$1 原理 方面 的 内 容 
1, o FX t 


我 们 已 经 把 函数 的 导数 概念 与 函数 图 像 的 切线 这 样 的 直观 观念 
结合 起 来 了 . 由 于 函数 的 一 般 概念 十 分 宽广 ,所 以 为 了 逻辑 上 的 完整 
性 ,有 必要 摆脱 对 几何 直观 的 依赖 . 因为 我 们 并 不 能 担保 在 研究 圆 或 
椭 贺 这 些 简 单 曲线 时 出 现 的 那些 熟知 的 直观 事实 对 于 较 复杂 的 图 形 
也 必然 存在 , 例如 ,考虑 图 282 的 函数 ,这 个 函数 的 图 像 有 一 棱角 ,该 


函数 是 由 方程 
y=z+ a| 
y y y 
iO g NE 0 % 
图 282 ?一 工 十 | 工 | 图 283 y=|z| 图 284 y= zx 十 | z | 十 
(z-1) +] 2-1]. 


定义 的 ,其 中 |z| 是 xz 的 绝对 值 , 即 


?一 工 十 工 一 2z %4%2x>0, 


+ 480° 什么 是 数学 


y=r—r=0 4r<0. 
另 一 个 这 样 的 例子 是 函数 y =| x | ,再 一 个 是 
?一 z 十 | zj 十 (z 一 1) 十 |z 一 1 1， 
这 些 函 数 的 图 像 在 某 些 点 没有 确定 的 切线 或 方向 ;这 就 意味 着 这 些 
函数 在 相应 的 那些 x 值 上 不 存在 导数 . 


习题 : D 作 一 函数 f(z) ,使 它 的 图 像 为 正六 边 形 的 一 半 . 
2) 函数 


fa = ate Dhia) 


+|- e-i) [2-41] 
的 图 像 的 楼 角 在 什么 地 方 ? f OTEREN? 
作为 另 一 个 不 可 微 的 简单 例子 ,我 们 考虑 函数 


= ein A 
y y= f(@) = rsin z> 


这 是 函数 sin EOR 289 页 ) 乘 以 因子 z 


x 而 得 到 的 ;我 们 定义 当 z+ 二 0 时 f(x) 为 0. 这 
个 函数 在 z 为 正 值 时 的 图 像 见 图 285, 它 是 
处 处 连续 的 . 图 像 在 x = 0 的 邻 域 是 无 限 振 
荡 的 , 当 趋 近 于 x = 0 时 ,这 些 “ 波 ” 变 得 很 

285 y= xsin È 小 . 这 些 波 的 斜率 由 

天 (二 二 sin + ~ Leos + 
给 出 (读者 可 作为 练习 来 验证 一 下 ); 当 工 趋 于 0 时 ,这 个 斜率 在 无 限 
递增 的 正 、 负 界 之 间 振 动 . 对 于 z = 0, 我 们 可 以 按 差 商 
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| 
footn—sfoy_ k I 
h 一 大 


Sin 
h 


“4 h0 时 的 极限 来 具体 地 求 导数 .但 当 h->0 时 ,这 个 差 商 在 一 1 和 
十 1 之 间 振 动 , 且 不 趋 于 任何 极限 ,因此 函数 在 x 二 0 处 是 不 可 微 的 . 

这 些 例子 指出 了 这 种 问题 的 固有 困难 . 维尔 斯 特 拉 斯 引 人 注 目 
地 指明 了 这 一 点 ,他 构造 了 一 个 其 图 像 处 处 没有 切线 的 连续 郴 数 , 显 
然 可 微 性 可 以 推导 出 连续 性 ,而 上 述 的 这 个 例子 说 明 连 续 性 不 能 推 
出 可 微 性 ,因为 维尔 斯 特 拉 斯 函数 是 连续 的 但 处 处 不 可 微 . 在 实际 问 
题 中 ,这 样 的 问题 是 不 会 产生 的 . 除了 一 些 孤立 点 外 ,曲线 将 是 光滑 
的 ,不 仅 可 微 而 且 导 数 也 是 连续 的 . 那么 为 什么 我 们 不 简单 地 规定 在 
我 们 研究 的 问题 中 不 存在 这 些 “ 病 态 的 ”现象 呢 ? 在 微 积 分 中 我 们 正 
是 这 样 做 的 ,只 研究 可 微 函数 . 在 第 八 章 中 ,我们 完成 了 很 大 一 类 郴 
数 的 微分 ,因而 证 明了 它们 的 可 微 性 . 

因为 函数 的 可 微 性 在 逻辑 上 不 是 理所当然 的 ,因此 必须 或 者 假 
定 它 或 者 证 明 它 . 曲线 的 方向 或 说 切线 ,这 个 概念 原来 是 导数 概念 的 
基础 ,现在 则 是 从 导数 的 纯 分 析 定 义 中 导出 来 的 . 如 果 函 数 y = 
Sa) 有 导数 , 即 如 果 差 商 


fla+h) — f(x) 
h 


4h RICK BWI F 0 时 ,都 有 唯一 的 极限 f(a) ,那么 就 说 对 应 
的 曲线 有 斜率 为 "(zx) 的 一 条 切线 . 这 里 为 了 在 逻辑 上 使 人 信服 , 采 
取 的 方法 与 费 马 、 莱 布 尼 芯 和 牛顿 的 朴素 观点 正好 相反 . 


习题 1) 证明 连续 函数 xsin L 在 zx = 0 处 有 导数 
2) 证 明 函 数 arctan (十) 在 z = 0 处 不 连续 ,zaretan( 士 ) 在 z = 0 处 连 


续 ,但 没有 导数 , zarctan (十) 在 z = 0 处 有 导数 . 
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2, 积 分 


关于 连续 函数 的 积分 ,情况 是 类 似 的 . 我 们 不 再 把 “曲线 y = 
Sf (x) 下 的 面积 ”看 作 是 明显 存在 且 可 以 由 和 的 极限 表示 出 来 的 一 
个 量 .我 们 现在 用 这 个 极限 来 定义 积分 ,并 且 把 积分 的 概念 看 作 是 初 
始 基础 ,而 面积 的 一 般 概念 是 随后 由 它 导出 来 的 . 我 们 被 迫 采 取 这 种 
态度 是 由 于 几何 直观 应 用 到 像 连 续 函 数 那样 一 些 一 般 的 分 析 概念 上 
时 会 出 现 含混 的 缘故 . 我 们 首先 作 和 式 


S, = Dy) — arja) = DF Ax,» a) 
j=1 j=l 


其 中 z = a, zi， …，m 一 0 是 积分 区 间 的 一 个 分 割 ， 
Ax; = zj — zi 
是 第 ;个 小 区 间 的 长 度 或 x 值 的 差 ,而 vw 是 z 在 这 个 小 区 间 的 任意 
一 个 值 , 即 zj Sy, 三 zj.〈 例 如 ,我 们 可 以 取 v = 2; Rv; = 2,4.) 
现在 我 们 作 一 系列 这 样 的 和 式 ,它们 所 对 应 的 小 区 间 的 个 数 n 无 限 
增加 ,而 同时 小 区 间 的 最 大 长 度 递减 而 趋 于 0. 这 时 主要 的 事实 是 ， 
对 一 个 给 定 的 连续 函数 f(z) 来 说 ,和 式 S, 趋向 于 一 个 确定 的 极限 
A, 它 和 区 间 的 分 法 及 点 v 的 选 法 无 关 . 由 定义 ,这 个 极限 是 积分 


A= ip f (ade. 


当然 ,如 果 我 们 不 希望 依赖 于 面积 的 几何 直观 概念 的 话 ,这 个 极限 的 
存在 性 就 要 求解 析 地 加 以 证 明 . 这 个 证 明 在 任何 一 本 严格 的 微 积分 
教程 中 都 有 . 

比较 微分 和 积分 ,我 们 遇 到 了 下 述 的 对 偶 性 情况 . 从 定义 上 说 ， 
可 微 性 是 对 连续 函数 加 了 一 定 的 限制 条 件 , 然 而 微分 的 实际 运算 ( 即 
微分 的 算法 ), 却 是 在 少数 简单 的 法 则 的 基础 上 的 一 个 直接 手续 . 另 
一 方面 ,每 一 个 连续 函数 在 任意 两 个 给 定 界限 间 都 毫 无 例外 地 存在 着 
积分 ,但 这 些 积分 的 具体 计算 方法 即使 是 对 很 简单 的 函数 ,一 般 说 都 是 
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很 困难 的 . 在 这 点 上 , 微 积分 基本 定理 在 很 多 情况 下 成 了 进行 积分 运算 
的 决定 性 工具 . 然而 ,对 于 许多 函数 ,甚至 是 很 初等 的 函数 ,其 积分 并 没 
有 明显 的 表达 式 ,而 且 积分 的 数值 计算 要 求 更 高 级 的 计算 方法 . 


3, 积分 概念 的 另 一 些 应 用 D WK 


如 果 积 分 的 解析 概念 脱离 开 原来 的 几何 解释 ,我 们 会 遇 到 其 他 
一 些 同等 重要 的 解释 和 应 用 . 例如 ,在 力学 中 积分 可 解释 为 功 的 概念 
的 一 种 表示 法 . 下 述 最 简单 的 情况 就 足以 说 明 这 一 点 . 假定 一 个 物体 
在 与 zx 轴 同 方向 的 力 的 作用 下 沿 z 轴 运 动 . 设想 物体 的 质量 集中 在 
一 个 其 坐标 为 z 的 点 上 ,作用 力 看 成 是 位 置 的 函数 /(z)，f (zx) 的 
符号 表示 力 指向 与 x 轴 的 正 或 负 方 向 . 如 果 力 是 常数 并 生物 体 从 a 
运动 到 5, 那么 力 所 做 的 功 由 乘积 (6 一 a)。f 给 出 , 即 力 的 强度 和 
物体 所 经 过 的 距离 的 乘积 . 但 是 如 果 力 的 强度 随 zx 而 变化 ,我 们 就 
必须 用 极限 来 定义 所 做 的 功 (正如 我 们 定义 速度 那样 ). 为 此 目的 , 像 
以 前 一 样 我 们 用 点 ze = a, xy, +) x, 二 5 把 从 a Bld 的 区 间 分 为 
许多 小 区 间 ; 然 后 设想 在 每 个 小 区 间 内 的 力 是 相等 的 ,是 常量 ,比如 
说 ,是 终点 的 实际 值 f(x,) ,然后 计算 相应 于 这 个 阶梯 变动 的 力 所 做 
的 功 : 


S, = D fr)Az,. 
r=1 


如 果 现 在 我 们 像 以 前 那样 缩小 这 些小 区 间 并 令 n 增 大 ,可 以 看 出 这 
个 和 式 趋向 于 积分 


[ f Cr)dz. 


这 样 ,连续 变 力 所 做 的 功 由 一 个 积分 所 定义 . 
作为 一 个 例子 ,让 我 们 考虑 质点 m 用 一 个 弹簧 定 在 原点 x = 0 
处 ,如 在 第 477 页 讨论 的 那样 , 力 fz) 是 与 成 比例 的 ， 
f(z) = kr, 
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Hp 是 一 个 正 的 常数 . 那么 如 果 质 点 从 原点 运动 到 位 置 x = b, 
这 个 力 所 做 的 功 是 


b B 
f — k zdr =— k 7 
如 果 我 们 要 把 弹簧 拉 到 这 个 位 置 ,我 们 必须 克服 此 力 而 作 功 ,这 个 功 
FHE. 


积分 的 一 般 概 念 的 第 二 个 应 用 是 曲线 弧 长 的 概念 . 假定 我 们 要 
考虑 的 那 部 分 曲线 可 以 用 函数 fz) 表示 , 它 的 导数 


Pòs g 


也 是 连续 函数 . 为 了 确定 长 度 我 们 可 以 这 样 来 作 : 就 像 在 实际 中 常 

不 得 不 用 直 尺 测量 曲线 那样 ,我 们 在 AB 弧 中 作 一 个 有 个 短 边 的 

内 接 多 边 形 , 测 出 这 个 多 边 形 的 总 长 度 L,, Æ L, 作为 一 个 近似 值 ; 

S n AREK , 且 让 多 边 形 的 最 大 边 的 边 长 趋 于 零 ,我 们 定义 
L=limL, 


EI AB 的 长 (在 第 六 章 ,用 这 个 方法 得 到 的 圆周 长 是 把 它 看 作 内 接 

正 边 形 的 周 长 的 极限 ). 可 以 证 明 ,对 充分 光滑 的 曲线 这 个 极限 是 

存在 的 ,并 且 与 选取 内 接 多 边 形 序列 的 特定 方式 无 关 . 满足 这 种 条 件 

的 曲线 叫 作 可 求 长 的 . 在 理论 和 应 用 中 出 现 的 任何 “合理 的 ”曲线 都 

是 可 求 长 的 ,至 于 病态 的 情形 我 们 

AAA 将 不 作 研究 了 . 只 要 说 明 具有 连续 

导数 广 (z) 的 函数 F(z) 的 弧 AB 在 

这 个 意义 上 有 长 度 荆 并 且 可 以 用 
积分 表示 就 足够 了 . 

。 ”为 此 ,我 们 分 别 用 a 和 5 表示 

A 和 B 的 模 坐 标 ,然后 同 以 前 一 样 ， 


用 点 z =a, Ls s Ejo ts Ip = 


Xl x 


图 286 MK 
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5 把 从 a Bb 的 区 间 分 割 为 许多 小 区 间 ,小 区 间 长 度 为 Ar = x; 一 
zi， 并 且 考 察 以 上 述 这 些 点 工 ，y; = f(z) 为 顶点 的 折线 . 折线 的 
每 一 小 段 的 长 度 为 


(a; — tja) +0, ya) 


2 
= Jar F Ay = Az; [a+ ($2) . 
j 


因此 整个 折线 的 长 度 是 


LeS 1+ (22) * Ar;. 


jai 


如 果 现在 让 n AFER MAAN EFIA 
d , 
L=, 

并 且 我 们 得 到 长 度 上 的 积分 表达 式 


b 
L=f VIFT dr. (2) 


无 须 对 此 作 进一步 详细 的 理论 探讨 了 ,我们 只 作 两 点 补充 说 明 . 
第 一 ,如 果 B 被 看 作曲 线 上 坐标 为 z 的 动 点 ,那么 上 一 工 (z) 变 为 工 
的 函数 ,由 基本 定理 ,我 们 有 


L'@) = de =VI F œF, 


这 是 一 个 经 常用 到 的 公式 . 第 二 ,虽然 公式 (2) 给 出 了 问题 的 “一 般 ” 
解 ,但 难于 给 出 在 特定 情况 下 弧 长 的 明确 表达 式 . 因为 ,我 们 必须 把 
特定 的 函数 S) ,或 干脆 把 f(x) 代 人 (2) ,然后 对 所 得 到 的 表达 式 
实际 进行 积分 . 如 果 我 们 把 自己 限于 本 书 所 研究 的 初等 函数 的 范围 
内 ,那么 一 般 说 来 这 里 的 困难 是 难以 克服 的 . 我 们 注意 到 只 有 很 少 的 
一 些 情形 是 可 以 积分 的 . 函数 
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y=f@=V1-2 
= , d 
表示 单位 加 ;我 人 有 O = Ge Fp 从 而 


VIFT = 一 一， 
Vi-x 


所 以 圆 弧 的 弧 长 就 由 积分 
c= 
a/1—z 
给 出 . 对 抛物 线 y= 2°, 我 人 有 f(z) = 22, 则 从 z= 二 0 到 z= 二 5 的 
弧 长 是 


= arcsin b — arcsin a 


[VTF a. 
对 曲线 y = ln sin z, 我 们 有 f(x) = cot z, 并 且 弧 长 由 
[Vi Foar 
表示 . 
我 们 将 满足 于 只 写 出 这 些 积分 表达 式 . 就 我 们 现在 所 掌握 的 方 


法 来 说 ,再 稍微 多 一 点 技巧 就 能 计算 这 些 积分 了 ,但 在 这 方面 我 们 不 
再 下 功夫 了 . 


82 数量 级 


1. 指数 函数 和 x OR 


在 数学 中 我 们 经 常 遇 到 趋 于 无 穷 的 序列 an 有 时 我 们 需要 把 这 
个 序列 与 男 一 个 比 它 “ 快 ”一 些 然而 也 是 趋 于 无 穷 的 序列 b, 进行 比 


较 .为 了 把 这 个 概念 规定 的 确切 些 ,我 们 作 比 值 宪 , 如 果 无限 增加 
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时 ,比值 关 ( 分 子 、 分 母 同时 趋 于 无 穷 ) 趋 于 零 , 就 说 和 Ba, 更 快 地 


BTR MAW, 有 一 个 比 a。 更 高 的 数量 级 . 例如 序列 b, 二 下 比 
序列 a, = ”更 快 地 趋 于 无 穷 ,而 后 者 又 比 c, 二 Vn 快 ,因为 


如 果 比 痉 趋 于 异 于 零 的 有 限 常数 ,我 们 就 说 这 两 个 序列 a, 和 


b, 以 同样 的 速率 趋 于 无 穷 , 或 说 有 同样 的 数量 级 . 例如 a, = n° 与 
b, =2n? +n 有 同样 的 数量 级 ,因为 


人 们 可 能 以 为 ,把 n 的 舌 当 作 尺 码 ,可 以 对 趋 于 无 穷 的 任 一 序列 a, 
度量 出 它 趋 于 无 穷 的 各 种 级 别 . 要 做 到 这 一 点 ,我 们 必须 找到 一 个 适 


HHE n AEE a, ABR BULLS SF — REE 


数 . 令 人 惊奇 的 是 ,这 并 不 是 总 能 办 到 的 . 因为 不 论 s 选择 得 多 么 大 ， 
指数 函数 a", Hh a>, 例如 2 ,都 比 任何 的 严 更 快 地 趋 于 无 穷 ， 
而 不 论 * 是 多 么 小 的 正 指数 ,jnz 比 任何 的 n’ 都 更 慢 地 趋 于 无 穷 , 换 
名 话说 , 当 noolt RITARA 


Z 0 a) 
a 


mn_,o, (2) 


其 中 指数 s 不 一 定 是 整数 , 它 可 以 是 任意 一 个 固定 的 正 数 . 

为 证 明 (1) ,我 们 首先 把 命题 加 以 简化 ,办 法 是 取 这 个 比 的 :次 
方 根 . 如 果 这 个 根 趋 于 0, 那 么 原来 的 比 式 也 趋 于 0, 因 此 我 们 只 需 证 
明 当 增加 时 


= 


n 
b= a; 因为 a 假定 大 于 1, 那 么 5 和 ww = 0 也 大 于 1. 我 们 
可 以 记 
B=l+q 
其 中 g 是 正 的 . 现在 用 第 22 页 的 不 等 式 (6) 


bt = a+" >ltnqg>nq, 


所 以 
2 > nd 
A 
n Re. = 21 
a < a gt 
因为 后 面 的 量 当 增加 时 趋 于 0, 命 题 得 证 . 
事实 上 ,关系 式 
£o, (3) 
a 


当 工 取 遍 任 一 序列 zx; ays TRS FATA RI THR zx; 无 须 
与 正 整数 序列 1，2，3,… 重 合 . 因为 如 果 
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n—l<r<n, 


a" 


2 
ak 


=aq-4-+0, 
a” 


这 个 说 明 可 以 用 来 证 明 (2). 令 z=inz, He =a, We =n 
n 二 (e')”, 关系 式 (2) 中 的 比 式 变 为 


z= 
an 


这 就 是 (3) 当 * = 1 时 的 特殊 情形 . 
习题 : 1) 证 明 当 zco 时 函数 jn ln z 较 In x 更 慢 地 趋 于 无 穷 . 
1 1 < 
2) [让 的 导数 是 p pp 证 明 对 于 足够 大 的 x， 这 个 导数 是 
“ 渐 近 "等 价 于 第 一 项 的 , 即 当 xz->oo 时 ,它们 的 比 趋 丁 1. 


» 


2, in(n! ) KBR 
在 很 多 的 应 用 学 科 中 ,如 概率 论 ,重要 的 是 要 知道 当 n RAB, 
n! 的 数量 级 或 n! 的 “ 渐 近 状态 ”. 我 们 在 这 里 将 只 研究 n! 的 对 数 ， 
即 表达 式 
P, = lIn2++in3 十 ln4 十 … 十 lnn. 
我 们 将 证 明 P, 的 “ 渐 近 值 " 是 由 nin n 给 出 的 , 即 


laD AN 
ninn 1 Ñn ?时 . 


这 个 证 明 是 把 一 个 和 式 与 一 个 
积分 进行 比较 ,是 一 种 常用 的 典型 
方法 . 在 图 287 中 , 和 式 P, 等 于 那 
些 上 边 也 是 实 线 的 矩形 的 面积 之 
和 ,而 这 些 面积 合 起 来 不 超过 对 数 。 。 图 287 In(n!) 的 舍 算 


12 n-l n n+l i 
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曲线 下 由 1 到 n+] 的 面积 ( 见 第 466 页 习题 1) 
[nzde = 
1 


但 是 和 式 P, 同时 也 等 于 上 边 由 虚线 组 成 的 矩形 之 和 , 它 超过 曲线 
下 由 1 到 的 面积 


finzdz =nlnn—ntl, 
1 


于 是 我 们 有 
ninn—n+1<P,< (n+ Din(n+1l —2, 
除 以 nln n, 得 
ale 1 P l\lna+D _ 1 
ee tama one a) Inn Inn 


很 明显 , 当 ” 趋 于 无 穷 时 两 端的 式 子 都 趋 于 1， 因 此 命题 得 证 . 


习题 : 证 明 两 端的 式 子 分 别 大 于 1 一 十 而 小 于 1 十 二 . 


$3 无 穷 级 数 和 无 穷 乘积 
T1 函数 的 无 穷 级 数 
正如 我 们 早已 盖 述 过 的 ,把 一 个 量 * 表示 成 一 个 无 穷 级 数 
s= b +b: +b te, (1) 


只 是 下 述说 法 的 一 个 较 方便 的 记 法 ,并 没有 别 的 新 东西 , 即 当 n 增 加 
时 ,s 是 有 限 “ 部 分 和 ”序列 
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Sis S29 S39 es 
的 极限 ,其 中 的 s, 为 
Sa = bi +b, ++ H bn (2) 
因此 等 式 (1) 就 相当 于 极限 关系 , 当 n->oo 时 ， 
lim s, = s. (3) 


这 里 的 s, 是 由 (2) 定 义 的 . SAR BRS) FEN , OTR ERK C1) BRE 
于 值 *, 而 如 果 极 限 (3) 不 存在 ,就 说 这 个 级 数 发 散 . 
例如 ,级 数 


收敛 于 值 子 ,而 级 数 
ppd 

收敛 于 值 In 2. 另 一 方面 ,级 数 

1 一 1 十 1 一 1 十 … 
是 发 散 的 (因为 部 分 和 交替 变 为 0 与 1). 而 级 数 

1 十 1 十 1 十 1 十 … 
发 散 是 因为 部 分 和 趋 于 无 穷 . 

我 们 曾经 遇 到 过 这 样 的 级 数 , 它 的 项 b; 为 
b; = cx» 
是 工 的 函数 ,其 中 <; 是 常数 因子 . RHR ERS. CRRI 
多 项 式 出 现 的 部 分 和 
S, =o Harter +--+," 


的 极限 (加 上 常数 项 co ,需要 对 记 法 (2) 作 一 个 非 实质 性 的 改变 ). 因 
此 一 个 函数 f(z) 的 寡 级 数 展开 式 


. 492+ 什么 是 数学 


fD =e +q2+E2 t+ 


就 是 用 最 简单 的 函数 即 多 项 式 近 似 表示 f(x) 的 一 种 方法 . 总 结 并 补 


充 前 面 的 结果 ,我 们 列 出 以 下 的 蹇 级 数 展开 式 : 
Teer inet eet 
对 
arctanz 一 一 亏 十 于 a 
对 -l<xr<t+l Ry. 
Ind +2) =r- E 
对 “一 1<< 工 入 十 1 成 立 , 
nl 十 x iy Page... 
ging mata tet 
对 一 1<x< 十 1 成 立 . 


t 人 
e =l+r+z t3 tjt 


一 切 x 都 成 立 . 
我 们 还 要 加 上 以 下 重要 的 展开 式 : 
sinz =x Epa … ”对 一 切 z 都 成 立 . 
wees 对 一 切 z 都 成 立 . 
这 两 个 级 数 是 公式 ( 见 452 页 ) 


— 
a fs 


‘sin udu = 1 — cos x, 


z 
| cos udu = sin x 
o 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 


(a) 


(b) 
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的 简单 推论 .我们 从 不 等 式 


cosr <1 


开始 ,两 端 都 由 0 到 z 积分 ,这 里 x 是 任意 确定 的 正 数 . 我 们 求 得 
( 见 422 页 公式 (13)) 


sinz S T; 
再 次 积分 ,得 
12 
l—cosxr< > 


也 就 是 


2 
cosx 1-4. 


再 积分 ,我 们 得 到 


3 3 


i pi es 
Sin 工 之 工 2.372 aT 
按 此 方式 无 限 进行 下 去 ,就 可 得 到 两 组 不 等 式 
sinr Sx cosr <1 
3 2 
sing Sx~— Se cosx>1—-= 
! 2! 
A a i Bout 
sinr <x—37 tay cosa Slat 
sin x > poe are ae >11- 4% _ £ 
nr zr zy 1 一 元 os 之 2+ at 61 


现在 当 n->oo 时 ， Eo, 为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 选取 一 固定 的 整数 


m, 2 <> HHI = 25. 对 于 任意 整数 4 之 mm, Sn mtr, 
那么 
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a zx BY 1y 
< "mil m+2 ae <el). 


BLY recor too, BT c( J) 一 0. 由 此 可 知 


a 5 


7 
ae 

sinz =x— athoat 
xz 

cosz = 1— 大 + 看 一 ate 


因为 这 两 个 级 数 的 各 项 交错 变 号 上 且 绝 对 值 是 递减 的 (至 少 对 于 
| z | 志 1 是 如 此 ), 可 知 这 两 个 级 数 无论 从 哪 一 项 截断 ,其 误差 就 绝 
对 值 来 说 都 不 超过 被 舍 去 部 分 的 第 一 项 . 

说 明 : 这 些 级 数 可 以 用 来 计算 正弦 ,余弦 函数 表 . 例 : sin 1 是 多 


少 ? Egg IUE AT 


截断 后 的 误差 不 超过 二 5 (3) ， 即 小 于 0. 00000000002. 因此 
sin 1° =0. 0174524064, 精确 到 小 数 点 后 10 位 数 . 
最 后 ,我们 不 加 证 明 地 似 述 一 下 “二 项 式 级 数 ” 
(1 十 z) "一 1 十 ar 十 ciz + 十 (11) 
其 中 C; 是 “二 项 式 系数 ” 
C= a(a—1)-*"(a—s+1) 
E 
如 果 a =nn 是 正 整数 ,那么 我 们 有 C=1, HÆs>n, (11) 中 的 所 有 
系数 C: 都 等 于 零 , 从 而 我 们 就 回 到 普通 二 项 式 定理 的 有 限 公 式 . 初 
等 二 项 式 定理 可 以 从 正 整 指数 扩展 为 任意 正 的 、 负 的 有 理 的 或 无 
理 的 指数 a, 这 是 牛顿 旱 年 作出 的 伟大 发 现 之 一 . 当 a 不 是 正 整 数 
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时 ,(11)? 右 边 就 成 为 无 穷 级 数 , 它 对 一 1<z<<1 成 立 . 当 |z| 之 1 时 
级 数 (11) 发 散 ,这 时 等 号 失去 意义 . 


特别 是 ,把 a = 二 RAAD ,我 们 得 到 展开 式 


1 1 
VIi+z= 1+37- .a 


E 3 163-54)... (12) 


像 十 八 世纪 其 他 的 数学 家 一 样 ,牛顿 对 他 的 公式 并 没有 给 出 一 
个 真正 的 证 明 . 这 种 无 穷 级 数 的 收敛 性 以 及 这 些 无 穷 级 数 能 成 立 的 
范围 ,直到 十 九 世纪 才 有 了 一 个 令 人 满意 的 分 析 . 


= 一 1 
习题 : 写 出 Vi 二 A RK. 


展 式 (4) 一 (11) 都 是 泰勒 (B. Taylor) (1685~1731)— MAK 
特殊 情形 . 泰 勤 公式 的 目的 ,是 对 很 大 一 类 的 函数 ,寻求 用 函数 f 及 
其 导数 来 表示 系数 c, 的 规律 ,从 而 把 其 中 任意 一 个 F(z) 展 成 寡 
级 数 


f) = otar taor ter t+. (13) 

这 里 不 可 能 阐述 和 建立 泰勒 公式 成 立 的 条 件 ,也 无 法 证 明 泰 勒 公式 . 
但 下 面 大 体 合理 的 考虑 可 以 解释 有 关 数 学 事实 之 间 的 相互 联系 . 

我 们 事先 假定 展开 式 (13) 成 立 , 再 假定 OTM, f OT, 
等 等 , 即 认 为 各 阶 导数 

FEY, FE), ory FO CH), e 
实际 都 存在 . 最 后 ,就 像 有 限 多 项 式 似 的 ,我 们 假定 无 穷 寡 级 数 可 以 
逐 项 微分 . 在 这 些 假定 下 ,我 们 可 以 根据 f(x) 在 xz = 0 的 邻 域 的 状 
态 来 确定 系数 c,. 首先 以 x = 0 代 人 (13) ,我 们 得 到 
co = f (0), 


+496 + 什么 是 数学 


因为 级 数 (13) 中 含有 的 项 都 消失 了 . 现在 我 们 微分 (13) ,得 到 
f (2) 一 c 十 2cz 十 3c 妇 十 … 十 mcoz +e, 3) 
FRA x = 0, 但 这 次 是 代入 (13") 中 而 不 是 (13) ,我 们 得 到 
c = f'(0). 
HP (13"), RINA 
f'a) 一 2c 十 2。3。cz 十 … 
十 (一 D) ene a? tor; a3”) 
把 zx = 0 RA A3 BRB 
2!c = f”). 
类 似 地 ,微分 (13”) 且 代入 z= 0, 有 
3!c = f°(0). 
这 样 连续 的 作 下 去 ,我 们 得 到 一 般 公式 
gs 400, 


Hp f (0) fH n NERE a = 0 A. MARR ED 
BR 


f= FO Hafo + EO 
HEO pom, 4) 
作为 微分 的 练习 ,读者 可 以 验证 ,在 (4) 一 (11) 的 各 个 级 数 中 , 泰 
勒 级 数 的 系数 公式 都 是 成 立 的 . 
2, RUA cosx+isinx = e 


DLT AE CAE PRED RR NBR — ERB 
围 内 正弦 和 余弦 函数 与 指数 函数 之 间 的 紧密 联系 . 应 该 预先 指出 , 欧 
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拉 的 “证 明 ” 以 及 我 们 随后 的 讨论 ,严格 说 来 都 是 没有 意义 的 ; 它 是 典 
型 的 十 八 世 纪 的 形式 处 理 方法 . 
让 我 们 从 第 二 章 已 经 证 明 的 棣 莫 弗 公式 开始 


(cos np +isin ng) = (cos p+ isin 9)". 
在 此 ,我 们 代 人 9p 二 7 得 到 公式 

(cosz+isinz) = (cos = +isin =)". 
现在 如 果 工 是 给 定 的 ,那么 当 半 很 大 时 ，cos SARF 


cos0 = 1, 


但 它们 相差 很 小 ;并 且 因 为 


sin 之 
一 1 当 基 一 0 时 ， 


z[k 


( 见 317 页 ) 我 们 看 到 sin EMAL SE H. 因此 我 们 可 以 得 到 一 
个 看 来 合理 的 极限 公式 
cosz+isinz = lim( 1+8) 当 n 一 oo 时 ， (15) 
把 这 个 方程 的 右 端 和 公式 (463 页 ) 
e= lim(1+2)" 24 n — co 时 


比较 ,我 们 有 
cosx+isinz = e". (15) 


这 就 是 欧 拉 的 结果 . 
从 的 展开 式 出 发 ,我 们 用 另 一 种 形式 主义 的 方法 可 以 得 到 同 
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样 的 结果 . 把 z = 过 (这 里 是 实数 ) 代 人 
一 1 十 让 二 如 十 所 十 … 


中 ,如 果 我 们 留意 i 的 逐次 嗜 是 i, —1, —i, 1, 并 且 是 周期 性 的 , 那 
么 合并 实 部 和 虚 部 ,得 


+i(r-5 + -F+~); 


此 式 右 端 与 cos x 及 sin z 的 级 数 比较 ,我 们 再 一 次 得 到 欧 拉 公式 ， 
这 样 的 推理 决 不 是 关系 式 (15 ?的 严格 证 明 . 我 们 的 第 二 个 论证 所 以 
有 问题 是 因为 e 的 展开 式 是 在 z 是 实数 的 假定 下 导出 的 ;因此 作 代 
换 z = iz 需要 说 明 其 合理 性 . 同样 地 ,第 一 个 论证 的 成 立 被 下 述 的 
事实 破坏 了 , 即 公式 


e =lim(1+2)" noon 


只 是 对 z 为 实数 的 情况 而 言 . 

为 了 使 欧 拉 公式 从 仅仅 是 形式 上 成 立 变 为 严格 的 数学 真理 , 需 
要 发 展 复 变 函数 理论 . 这 个 理论 是 十 九 世纪 伟大 数学 成 就 之 一 . 还 有 
其 他 许多 问题 都 促进 了 这 个 意义 深远 的 发 展 . 例如 ,我 们 已 看 到 函数 
的 震级 数 展开 式 在 不 同 的 z 的 区 间 收 敛 . 为 什么 某 些 展 式 总 是 收 
敛 , 即 对 一 切 的 x 都 收敛 ,而 另外 一 些 展 式 对 |z|>>1 就 失去 意义 呢 ? 

例如 ,考虑 第 492 页 等 比 级 数 (4), 它 对 |z| 二 1 是 收敛 的 . 当 
Zz 二 1 时 ,这 等 式 的 左边 是 完全 有 意义 的 , 它 取 值 


然而 右边 级 数 的 状态 很 奇怪 ,成 为 
1 一 1 十 1 一 1 十 …， 
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这 个 级 数 不 收 敛 ,因为 它 的 部 分 和 在 1 和 0 间 摆 动 . 这 说 明 即 使 函数 
本 身 没有 显 出 任何 无 规律 性 ,也 能 产生 一 个 发 散 级 数 . 当然 , 函数 


这 二 当 z 一 一 1 时 变 为 无 穷 . 由 于 容易 说 明 一 个 等 级 数 在 z 一 >0 
是 收敛 的 , 则 在 一 a 二 zx 二 a 时 总 是 收敛 的 ,所 以 我 们 似乎 可 以 因为 
TH Ea 一 一 1 处 的 不 连续 性 而 为 其 展 式 的 怪异 现象 找到 一 个 “ 解 
R 然而 函数 一- 也 可 展 为 级 数 
ae 二 1 一 Zz 十 zt 一 xz 十 … 
这 只 要 在 (4) 中 用 zx? RE x RIT. 这 个 级 数 当 |z| <1 时 也 是 收敛 
的 ,而 当 z = 1 时 , 它 又 变 成 发 散 级 数 
1 一 1 二 1 一 1 十 …， 

并 且 当 |z|>1 时, 它 爆 炸 性 地 发 数 ,但 函数 本 身 到 处 都 很 正规 . 

实际 上 这 种 现象 的 完善 的 解释 只 有 当 函 数 被 看 作 是 自 变 量 的 复 


数值 时 (同时 也 看 作 实 数值 ) 才 是 可 能 的 . 例如 ,级 数 I 4x =i 


时 必 是 发 散 的 ,因为 这 时 分 数 的 分 母 变 为 0. 由 此 推出 级 数 对 于 所 有 
满足 1zl>1il=1 的 z 必 然 也 发 散 , 因 为 可 以 证 明 如 果 对 任意 这 样 
一 个 z 收 敛 的 话 , 则 对 z = i 它 也 收敛. 这 个 早期 微 积分 中 完全 被 忽 
视 的 级 数 收敛 性 问题 ,是 开创 复 变 函 数理 论 的 主要 原因 之 一 . 


3, 调和 级 数 和 Zeta 函数 ”正弦 的 欧 拉 乘 积 


各 项 为 整数 的 简单 组 合 的 级 数 是 特别 有 趣 的 . 作为 一 个 例子 ,我 
们 考虑 "调和 函数 ” 


1¢$tttteettin, (16) 


它 与 In 2 的 级 数 的 区 别 只 是 偶数 项 的 符号 不 同 . 
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要 问 这 级 数 是 否 收敛 就 是 问 序列 
Sis Soo S39 °° 
是 否 趋 于 有 限 极限 ,其 中 
1 1 1 
ss =l+gtagtets. (17) 


虽然 级 数 (16) 的 项 越 往 后 越 小 并 趋 于 0, 但 容易 看 到 这 个 级 数 并 不 
收敛 . 因为 如 果 取 足够 多 的 项 ,我 们 就 能 超过 任意 事先 给 定 的 正 数 ， 
使 S, 无 限 增 大 ,因而 级 数 (16)“ 发 散 到 无 穷 ”. 为 了 看 清 这 一 点 ,我 们 
观察 


s=1+4, 

se e 
wend (beet boat (hte td) 
=n+$>143, 


一 般 为 
sm >1 +3. (18) 


这 样 看 来 ,例如 只 要 m > 200, 部 分 和 就 超过 100. 
虽然 调和 级 数 不 收 敛 ,但 可 以 证 明 级 数 


1 十 去 十 击 十 二 十 …… 十 二 十 (19) 
对 大 于 1 的 任何 s 都 是 收敛 的 ,因而 对 所 有 的 s > 1, 定义 以 * WA 
变量 的 所 谓 Zeta 函数 
Gs) = lim(1+ 24242444) ( 当 m com 
(20) 
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Zeta 函数 和 素数 之 间 有 一 个 重要 的 关系 ,这 个 关系 我 们 可 以 利用 等 
比 级 数 的 知识 把 它 推导 出 来 . 设 p = 2, 3,5, 7, … 是 任意 一 个 素 
数 ; 那 么 对 于 之 1, 有 


1 
0o<—=<l, 
p 


使 得 


1 1 1 
1 十 方 十 襄 十 高 十 …， 
下 pp pt p™ 


> 
我 们 把 与 所 有 素数 p = 2, 3, 5,7, … 相应 的 这 些 表达 式 乘 在 一 起 ， 
而 不 考虑 这 样 一 个 运算 是 否 成 立 . 在 左 端 得 到 无 穷 “乘积 ” 


rab Paha 


= in| | 当 ”~ co 时 ， 
Pi 加 


而 在 另 一 端 我 们 得 到 级 数 
1 = 
lta tate ECs), 


这 是 因为 大 于 1B 1 SCAB BE RE — WERIT RRR EY 
积 . 这 样 Zeta 函数 就 表示 成 一 个 乘积 : 


= | ee 
Ss) = 加 | 到 
2 j 


如 果 只 有 有 限 个 不 同 的 素数 , 设 为 p,，p。，…，p,, 那 么 (21) 的 右 端 
的 乘积 是 一 个 普通 的 有 限 乘积 ,因此 是 一 个 有 限 值 ,甚至 对 s = 1 也 
是 如 此 . 但 正如 我 们 已 见 过 的 ,Zeta 函数 对 * = 1, 有 


(21) 
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aja Pp base 
slaty t 


发 散 到 无 穷 . 这 样 的 讨论 (可 以 很 容易 作出 严格 的 证 明 ) 表 明 素 数 有 
无 限 多 个 . 这 当然 比 欧 几 里 得 的 证 明 ( 见 第 30 页 ) 要 复杂 得 多 , 难 理 
解 得 多 . 但 从 一 条 困难 的 道路 攀登 山峰 是 很 使 人 神往 的 ,虽然 从 另 一 
条 比较 舒服 的 道路 也 能 到 达 山峰 . 

像 用 无 穷 级 数 表 示 函 数 那样 ,(21) 这 样 的 无 穷 乘积 往往 和 无 穷 
级 数 同样 有 用 . 另 一 个 无 穷 乘积 是 关于 三 角 函 数 sin x 的 , 它 是 欧 拉 
的 又 一 个 成 就 . 要 理解 这 个 公式 ,我 们 先 讨 论 多 项 式 . 如 果 f(x) = 
a 十 az 十 … 十 az” 是 一 个 次 多 项 式 , 且 有 ?个 不 同 的 零点 
ZX1，"…， Xn， 那么 由 代数 可 知 f(z) 可 以 分 解 为 线性 因子 ( 见 第 116 
页 ) 


f(x) = alt — x1) (£ — 7,), 


把 乘积 2,222, 作为 因子 提出 ,上 式 可 写成 
f(z) =C(1— 2) (1-2) (1-2), 


zı T Tn 

其 中 C 是 常数 , 若 令 z= 二 0, 那么 得 到 C = a). 现在 如 果 不 考虑 多 项 
式 而 代 之 以 较为 复杂 的 函数 f(x) ,于 是 产生 一 个 问题 ,是 否 仍然 可 
能 利用 f(z) 的 零点 把 它 分 解 为 因 式 乘 积 (一 般 是 不 可 能 的 . 例如 指 
数 函 数 根本 没有 零点 ,因为 对 所 有 的 二 都 有 er 天 0). 欧 拉 发 现 对 正 
弦 函 数 这 样 的 分 解 是 可 能 的 . 为 了 用 最 简单 的 方式 写 出 这 个 公式 ,我 
们 不 考虑 sin x 而 考虑 sin rz. 因为 sin rz = 0 对 所 有 的 整数 ”成 
立 , 而 对 其 他 数 都 不 成 立 , 所 以 这 个 函数 的 零点 是 工 一 0, 士 1, 士 2， 
士 3，…. 欧 拉 公式 表述 为 


(0 


(80-8). æ 
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这 个 无 限 乘积 对 所 有 的 x 值 都 是 收敛 的 它 是 数学 中 最 漂亮 的 公式 
之 一 .对 工 二 去 , 它 变 为 


因为 


1 (2n—1)(2n+t+1) 
Zn? 2n -+ 2n 7 


我 们 得 到 第 309 页 指出 的 威廉 斯 乘积 


所 有 这 些 事实 的 证 明 ,请 读者 参考 微 积分 课本 (可 参见 第 572 I. 
“$4 用 统计 方法 得 到 素数 定理 


当 数 学 方法 应 用 于 研究 自然 现象 时 ,人 们 常 满足 于 这 样 的 论证 : 
即 在 一 系列 严密 的 逻辑 推理 中 ,或 多 或 少 加 上 一 些 合理 的 假设 . 甚至 
在 纯 数学 中 ,也 会 遇 到 类 似 的 推理 ,尽管 没有 提供 严格 的 证 明 , 但 是 
它 给 出 了 正确 的 解 ,并 提示 了 通 往 严格 证 明 的 方向 . 捷 线 问题 的 贝 努 
利 解 ( 见 第 392 页 ) 就 有 这 样 的 特点 ,分 析 中 早期 的 大 多 数 工 作 都 是 
如 此 . 

利用 应 用 数学 特别 是 统计 力学 中 的 典型 方法 ,我 们 在 这 里 作 一 
些 论证 ,至 少 使 素数 分 布 律 看 来 是 对 的 (实验 物理 学 家 赫兹 (G. 
Hertz) 向 作者 建议 了 有 关 的 方法 ). 在 第 一 章 的 补充 中 , 这 个 定理 在 
经 验 的 基础 上 曾经 讨论 过 : BAF 的 素数 的 个 数 A(n) 渐 近 地 等 
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n 
FHL; 
Amo 
nn 


这 意味 着 当 n EFEX, A) p WH PRM 1. 

首先 我 们 假设 , 按 下 述 意 义 描述 素数 分 布 的 数学 规律 是 存在 的 : 
对 于 充分 大 的 ,函数 A(m 近 似 地 等 于 积分 | Wde, 其 中 Wz) 
是 一 个 度量 素数 的 “密度 ”的 函数 (我 们 选取 2 为 积分 下 限 是 由 于 当 
工 之 2 时 显然 有 A(z) = 0). 确切 些 说 , 令 z 是 一 大 数 ,而 Ax 为 另 一 
大 数 ,但 z 的 数量 级 大 于 Ax( 例 如 我 们 令 Ar = Jz). 然后 假定 素数 
的 分 布 足够 光滑 ,以 使 由 z 到 十 Ar 的 区 间 内 的 素数 个 数 近似 地 等 
于 W(z)Az, 并 且 W(xz) 作 为 z 的 函数 变化 的 很 慢 ,使 得 在 不 改变 它 
的 渐 近 值 的 情形 下 ,能 用 一 系列 近似 矩形 来 取代 


|wcodr 


在 作 了 这 些 准备 后 ,我 们 开始 论证 . 
我 们 已 经 证 明了 (第 489 页 ) 对 于 充分 大 的 整数 ,ln n! 渐 近 地 
等 于 nlnn， 


Inn! ~nln n. 


现在 我 们 要 给 出 包含 素数 的 Inn! 的 第 二 个 公式 ,并 且 把 两 个 式 子 
加 以 比较 . 让 我 们 计算 一 下 ,小 于 的 任意 一 个 素数 p, 作 为 整数 
n! 二 1，2。3。…。 的 一 个 因子 出 现 了 多 少 次 . 我 们 用 [a], 表示 使 
A 整除 a 的 最 大 整数 . 因为 每 个 整数 的 素 因子 分 解 是 唯一 的 ,可 见 
对 于 任意 两 个 整数 a。 和 5, 有 [ab], = [a], +o]. 所 以 

Cnt], = [1], + £2], + £3], +: + [Cn],. 
在 序列 1, 2, 3,…, nn 内 可 被 DY 整除 的 各 项 是 p*，2pt，3p'，…， 
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当 很 大 时 ,它们 的 个 数 NN 近似 等 于 六 可 被 pt 整除 但 不 能 被 p 
的 更 高 次 备 整 除 的 项 的 个 数 M 等 于 Ni 一 Ne. 因此 
Ln!], = M, + 2M, +3M ++ 
一 (Ni 一 N:) 十 2(N: 一 Ni) 十 3CON: 一 Ni) 十 … 
=N,+N,+N, ++" 


a TE TRL SEE. A ee 
= Tpit 
n 
= 
(当然 ,这 等 式 只 是 近似 的 . ) 
可 见 , 当 很 大 时 ,对 所 有 小 于 的 素数 思 , 表 达 式 pr 的 乘积 
可 以 用 来 近似 的 给 出 数 n!. 这 样 ,我 们 有 公式 


Inn! ~ 23 


把 这 个 式 子 和 我 们 以 前 的 Inn! 的 渐 近 关系 式 比 较 , 并 且 用 工 
代替 ,得 到 


ilnp. 


Inz~ D Be. (D 


pax P 
下 一 步 是 关键 所 在 ;我 们 要 利用 W(z) 求 (1) 的 右 端 的 渐 近 表达 
A. 当 工 很 大 时 ,我 们 选择 点 2 = 和, 名, …， & En = r, 对 应 的 增 
BY AE, = §., —§ 从 而 把 从 2 到 zz= 二 的 区 间 分 割 为 许多 (7 个 ) 
小 区 间 . 在 每 个 小 区 间 内 可 能 有 素数 ,并 且 在 第 j 个 小 区 间 内 的 所 有 
素数 的 值 都 近似 等 于 $. 由 我 们 关于 W(z) 的 假定 ,在 第 j 个 小 区 间 
内 的 素数 个 数 近似 等 于 W(6)。AS ;因此 (1) 的 右 端的 和 近似 等 于 


Srog gs. Ag. 
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把 这 个 有 限 和 用 它 所 逼近 的 积分 来 代替 ,我 们 得 到 (1) 的 一 个 看 起 来 
合理 的 推论 , 即 关系 式 


ig ln 
Inz~ [we pokes (2) 


我 们 要 用 它 来 确定 未 知 函 数 Wx). 如 果 我 们 用 普通 的 等 式 代 替 符 
号 ~ 并 且 将 两 端 都 对 工 微分 ,那么 根据 微 积 分 基本 定理 ,有 


Inz 
’ 
m4 


ta ws) 
x 1 


W(z) 一 工 一 1 (3) 


zinz’ 


讨论 一 开始 ,我 们 已 经 假定 了 A(z) 近 似 地 等 于 


| WODdzs 


因此 ，A(z) 可 由 积分 
[aoe (4) 


2 Zln 工 


近似 地 给 出 . 为 了 计算 这 个 积分 ,我 们 注意 到 函数 


有 导数 


, es ee 1 
fe inz (na)? 


当 z 的 值 充分 大 时 ,两 个 表达 式 
1 1 Tose at 
Inz (lnz)2” inz zlnz 
是 近似 相等 的 ,因为 对 充分 大 的 zx 来 说 ,这 两 个 表达 式 的 第 二 项 都 
远 远 小 于 第 一 项 . 于 是 积分 (4) 近 似 等 于 积分 
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[ir @de f@-fO=- 


2 
nz ln?’ 
这 是 因为 被 积 函数 在 大 部 分 积分 区 域内 都 几乎 相等 又 由 于 [25 是 
一 个 常数 ,所 以 当 很 大 时 可 以 路 去 ,于 是 就 得 到 最 终结 果 


Aai 
nz 


这 就 是 素数 定理 . 

我 们 不 能 指望 上 面 的 论证 中 除 启发 性 的 价值 外 还 具有 更 多 的 东 
西 .但 在 做 更 深入 的 分 析 后 却 发 现存 在 着 如 下 的 事实 . 我 们 大 胆 所 做 
的 一 切 步骤 都 是 合理 的 ,而 其 证 明 并 不 困难 ;特别 是 关于 等 式 (1), 关 
于 这 个 和 式 与 (2) 中 的 积分 之 间 的 渐 近 相等 ,以 及 关于 由 (2) 到 (3) 的 
过 渡 都 是 合理 的 . 但 是 ,要 证 明 我 们 一 开始 所 作 的 假定 , 即 一 个 光滑 
密度 函数 W(x) 的 存在 性 , 那 就 困难 得 多 了 . 一 旦 承认 了 这 一 点 ,这 
个 函数 的 估 值 是 比较 简单 的 事 ,就 这 个 观点 而 言 , 这 样 一 个 函数 的 存 
在 性 的 证 明 是 这 个 素数 问题 的 最 为 困难 之 处 . 


第 9 章 
最 新 进展 


$1 产生 素数 的 公式 


( 见 第 34 页 ) 


如 今 我 们 已 经 知道 许多 不 同 的 、 可 以 产生 素数 的 多 项 式 . 不 过 ， 
它们 没 给 我 们 增添 多 少 关于 素数 的 知识 ;相反 ,它们 却 表明 了 多 项 式 
能 具有 多 人 么 奇特 的 性 质 . 

在 1900 年 ,国际 数学 家 大 会 上 , 希 尔 伯 特 在 他 的 著名 演讲 中 提 
出 了 23 个 问题 . 他 认为 ,这 些 问题 的 解决 对 今后 数学 的 发 展会 有 重 
要 的 意义 . 希 尔 伯 特 的 第 十 个 问题 是 : 是 否 存 在 一 个 一 般 的 方 
法 一 一 现在 称 为 算法 ,用 它 能 判断 丢 番 都 方程 是 否 有 解 . 在 大 卫 
《Martin Davis) 、 普 特 南 (Hilary Putnam) 和 罗宾逊 (Julia Robinson) 
的 前 期 研究 基础 上 ,俄国 数学 家 马 带 雅 舍 维 奇 (Yuri Matijasevic) 于 
1970 年 证 明了 ,这 种 “判定 算法 ”是 不 存在 的 . 由 于 这 种 方法 ,十 分 有 
效 地 ,把 多 项 式 当 作 模 拟 计算 机 算法 的 繁 难 的 “编程 语言 ,因此 , 生 
成 的 多 项 式 是 非常 多 的 . 琼斯 (James Jones) 发 现 了 一 个 不 存在 “ 判 
定 算法 ”的 多 项 式 方程 组 . 它 由 最 高 次 为 5” 的 33 个 变量 的 18 个 方 
程 组 成 . 

马 蒂 雅 含 维 奇 的 证 明 , 有 一 个 令 人 感 兴趣 的 副产品 . 即 , 存 在 一 
个 (同样 复杂 的 ) 有 23 个 变量 的 多 项 式 plas +s ry), HERNE 
数 时 , 它 的 正 值 恰 是 一 个 素数 . 1976 年 ,琼斯 . 萨 托 (D， Sato), E 
(HH.，Wada) 和 维 恩 斯 (D，Wiens) 给 出 了 一 个 相对 简单 的 .具有 同样 
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性 质 的 有 26 个 变量 的 多 项 式 . 设 这 些 变 量 记 做 a, b,c,…, zx, y, z 
(这 是 巧合 ,但 对 排版 印刷 有 帮助 ,因为 字母 表 中 是 26 个 字母 . ) ,他 
们 的 多 项 式 是 : 


| 


(k 十 2){1 一 [wz 十 h 十 j 一 qj 

[(gk +2g+k+D(h+j) +h- z} 
[2n+ p+qtz—e] 

ERHI HDHD +1— fF 
[e(e+2)(a+1)?+1—07] 


[Ce —1)y¥ +1—-2] 

[l6 y (a —1) +1—w’ F 

[la+ u lu? — a)? — 1) Ady) +1 aH cu)’ T 
[n+l+v—y]} 

[ia DE +1—m’ }? —[ai +k4+1—1-if? 


[p+l(a—n—1) +(2an + 2a — n’ — 2n—2) —m]}’ 
[q+ y(a— p—1) +s(2ap + 2a — p’ —-2p—2)—2x} 


[z+ pl(a— p) + t(2ap — p> — 1) — pm}*} 


Ha, , z 是 整数 时 ,这 个 表达 式 的 正 值 , 恰 是 素数 . 
这 有 一 个 明显 的 矛盾 , 即 这 个 表达 式 显 然 可 以 因 式 分 解 . 事实 


上 , 它 具 有 


(& 十 2){1 一 M) 的 形式 . 然而 ,M 是 一 些 平方 的 和 ,因此 ， 


HHNH M= 0 时 ,这 个 表达 式 取 正 值 . 此 时 , 它 的 值 为 十 2. 所 以 ， 
多 项 式 M 必须 被 构造 成 满足 : 

& 十 2 是 素数 , 当 且 仅 当 Mk, 其 他 变量 ) 一 0 
而 这 用 马 蒂 雅 舍 维 奇 的 方法 是 可 以 做 到 的 . 

在 上 述 讨论 中 ,得 不 到 有 关 素 数 的 什么 特殊 性 质 . 当 这 一 点 变 得 
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十 分 明显 时 ,人 们 对 上 述 结论 就 没有 了 多 大 兴趣 . 它们 可 以 用 任意 的 
“递归 可 列 ” 数 列 代 痊 , 一 一 本 质 上 说 ,意味 着 一 个 无 穷 序列 可 由 有 限 
个 可 计算 的 条 件 所 决定 一 一 即 靠 设计 一 个 适当 的 多 项 式 来 实现 . 上 
述 发 现 的 价值 在 于 ,“ 可 计算 性 ”的 概念 可 用 多 项 式 的 语言 来 表示 . 而 
不 是 引入 一 个 代数 公式 能 使 素数 理论 简单 . 


$2 FBR MAES + KH 
(第 39 TD 


哥 德 巴赫 猜想 ( 即 ,每 一 个 大 于 2 的 偶数 都 可 以 表示 成 两 个 素数 
之 和 ) 与 “ 挛 生 素数 猜想 ”( 即 ,存在 无 穷 多 个 素数 请 使 得 之 十 2 也 是 
素数 ) 紧 密 相关 . 至 今 它 们 都 还 没有 被 证 明 . 但 是 ,现在 ,对 这 两 个 问 
题 的 研究 已 经 有 了 很 大 的 进展 . 

在 数论 中 解决 这 类 问题 最 有 力 的 一 个 方法 叫做 复 分 析 . 其 中 
的 思想 要 回溯 到 欧 拉 ,特别 是 黎 曼 . 黎 曼 研 究 了 Zeta HA E), 
示 了 它 和 素数 的 关系 ( 见 第 501 页 ). 从 1920 年 起 ,哈代 和 利 特 伍 
德 发 展 了 这 一 理论 一 一 现在 称 作 解 析 数 论 一 一 把 它 应 用 于 解决 如 
下 的 一 类 问题 : 把 整数 表示 为 一 些 特殊 整数 之 和 . 1937 年 , 维 诺 格 
拉 托 夫 , 用 他 们 的 方法 ,证 明了 : 每 一 个 充分 大 的 奇数 是 三 个 素数 
之 和 . 这 改善 了 他 自己 在 1934 年 证 明 的 “每 一 个 充分 大 的 正 整数 
可 写成 不 超过 四 个 素数 之 和 ”的 结果 . 在 前 面 第 40 页 里 柯 朗 和 罗 
宾 提 到 的 是 这 后 一 个 结果 ,并 指出 ,这 个 定理 仅仅 对 “充分 大 ”一 一 
大 于 某 个 特殊 的 值 m 一 一 的 正 整数 成 立 . 他 的 证 明 并 不 能 告诉 我 们 
n 的 值 要 多 大 . 1956 年 , 布 罗 德 金 (K. G. Borodzkin) 填 补 了 这 一 空 
白 . 他 表明 ,只 要 

no = exp(exp(16. 038)) 


就 够 了 ,这 里 exp(z) = e. 另外 有 些 数学 家 ,应 用 维 诺 格拉 托 夫 的 
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方法 ,证 明了 :几乎 ?所 有 的 偶数 都 是 两 个 素数 之 和 . 即 证 明了 : 不 超 
过 整数 n 的 这 种 偶数 所 占 的 比例 , 当 n 趋 于 无 穷 时 ,是 趋 于 100085. 

1919 年 ,布朗 (Viggo Brun) 引 进 了 一 个 不 同 的 方法 : 筛 法 . 这 是 
爱 拉 托 塞 姆 得 法 ( 见 第 34 页 ) 的 推广 . 他 用 这 个 方法 证 明了 ,每 一 个 
充分 大 的 偶数 可 表示 为 如 下 两 个 数 之 和 : 它们 每 一 个 均 是 不 超过 9 
个 素数 的 乘积 . 随后 ,许多 人 对 此 定理 作 了 一 系列 的 改进 . 比如 ,1937 
年 ,里 奇 (G. Ricci) 证 明了 ,每 一 个 充分 大 的 偶数 可 表示 为 如 下 两 个 
数 之 和 : 一 个 是 至 多 两 个 素数 的 乘积 , 另 一 个 是 至 多 366 个 素数 的 
乘积 . EEP. Kuhn) ,应 用 布 赫 夕 塔 布 (A. A，Buchstab) 的 组 合 思 
想 , 证 明了 ,每 一 个 充分 大 的 偶数 是 如 下 两 个 数 之 和 : 它们 每 一 个 都 
是 至 多 4 个 素数 的 乘积 . 1957 年 , 王 元 ,在 广义 黎 曼 假设 成 立 的 前 提 
下 ,证 明了 每 一 个 充分 大 的 偶数 是 如 下 两 个 数 之 和 : 一 个 是 素数 , 另 
一 个 是 不 超过 3 个 素数 的 乘积 . 

经 典 的 黎 曼 假设 ,这 是 希 尔 伯 特 23 个 问题 中 的 另 一 个 问题 ,被 
不 少 人 看 作 是 整个 数学 中 最 重要 的 一 个 未 解决 的 问题 . CHRE 
Zeta 函数 C(s) ,这 里 自 变量 s 是 复数 . 这 个 假设 是 说 : 如 果 ks) =0 
且 :不 是 实数 ,那么 一 定 存 在 某 个 实数 y 使 得 * = 1/2 十 iy. 在 人 们 
努力 证 明 这 个 假设 的 过 程 中 已 产生 了 许多 极 重要 的 成 果 , 使 得 数论 
和 代数 几何 发 生 了 革命 性 的 变化 . 而 且 , 解 决 这 样 一 个 问题 的 任何 一 
种 方法 ,几乎 总 是 变 成 为 解决 该 问题 的 一 些 重要 的 、 或 多 或 少 等 价 的 
命题 ,例如 广义 黎 曼 假设 (广义 黎 曼 假设 被 认为 是 同样 类 型 命题 中 较 
强 的 ). 由 于 黎 曼 假设 和 它 的 推广 成 了 进步 的 明显 障碍 ,一 些 数论 
学 家 就 在 黎 曼 假设 或 它 的 推广 是 成 立 的 前 提 下 去 探索 数论 中 的 问 
题 . 这 种 做 法 被 认可 的 一 个 理由 是 ,这 样 做 可 能 会 引出 一 个 矛盾 的 
结果 ,从 而 表明 黎 曼 假设 是 错误 的 . 当然 这 仅仅 是 一 种 “合理 ”的 说 
F. 数论 学 家 缺乏 耐心 了 ,他 们 想 看 看 , 若 黎 曼 假设 成 立 , 能 得 到 些 
什么 结果 . 

有 时 ,用 这 种 做 法 得 到 结果 后 ,会 发 现 可 能 不 必用 到 黎 曼 假设 . 
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1948 年 , 瑞 尼 (Alfred Renyi) 不 用 广义 黎 曼 假设 ,证 明了 ,每 一 个 充 
分 大 的 偶数 是 一 个 素数 和 另 一 个 至 多 为 c 个 素数 的 乘积 的 和 ,这 里 
是 确定 的 ,但 不 知道 它 的 数值 是 几 . 1961 年 ,巴尔 巴 恩 (M. B. Bar- 
ban) 表 明 c = 9 就 够 了 . 1962 年 , 潘 承 洞 把 它 减 到 c == 5. 很 快 巴尔 巴 
恩 和 潘 承 洞 ,各 自 独立 地 ,把 它 减 到 c = 4. 1965 年 , 布 赫 夕 塔 布 对 
c = 3 证 明了 这 定理 成 立 . 最 后 ,在 1966 年 ,陈景润 进一步 改善 了 得 
法 并 证 明了 这 定理 对 c = 2 成 立 . 就 是 说 ,每 一 个 充分 大 的 偶数 是 一 
个 素数 和 男 一 个 至 多 为 2 素数 的 乘积 的 和 一 一 “素数 加 一 个 几乎 是 素 
数 ” 这 是 迄今 为 止 我 们 所 知 的 、 最 接近 完整 的 哥 德 巴赫 猜想 的 结果 . 

挛 生 素数 猜想 的 进展 和 前 面 很 类 似 . 布朗 在 1919 年 发 表 的 那 篇 
论文 也 证 明了 ,存在 无 穷 多 个 数 p, 使 得 p Mp +2 都 是 不 超过 9 个 
素数 的 乘积 . 随 着 改善 布朗 关于 哥 德 巴赫 猜想 的 结果 ,对 他 关于 挛 生 
素数 猜想 的 结果 也 有 相 类 似 的 改善 . 1924 年 , 拉 德 玛 撤 (Rade- 
macher) 把 布朗 的 数 从 9 减 到 7. 布 赫 夕 塔 布 进 了 一 步 ,他 在 1930 年 
把 它 减 到 6, 在 1938 年 把 它 减 到 5. 王 元 在 1957 年 的 一 篇 论文 中 宣 
称 “ 挛 生 素数 猜想 的 结果 已 得 到 解决 ,但 从 该 论文 看 , 它 只 是 说 , 存 
在 无 穷 多 个 数 p, 使 得 p Mp 十 2 都 是 不 超过 3 个 素数 的 乘积 . 在 广 
义 黎 曼 假 设 的 基础 上 ,1962 年 他 证 明了 这 一 结果 . 在 1965 年 , 布 赫 
夕 塔 布 ,不 用 广义 黎 曼 假设 ,证 明了 ,有 某 个 确定 的 数 c, 存 在 无 穷 多 
个 数 p, 使 得 p Ap + 2 都 是 不 超过 c 个 素数 的 乘积 . 陈景润 在 1973 
年 的 论文 中 证 明了 c= 2 就 足够 了 . 这 仍然 是 最 接近 挛 生 素数 猜想 
的 结果 . 用 现在 的 方法 把 结果 进一步 改进 似乎 已 不 太 可 能 . 需要 真正 
的 新 思想 . 


$3 RIKER 
( 见 第 52 页 ) 


自 柯 朗 和 罗 宾 写 出 了 《什么 是 数学 这 本 书 以 来 ,最 富 戏 剧 性 的 
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进展 之 一 是 ,在 1994 年 ,普林斯顿 大 学 的 维尔 斯 (Andrew Wiles) iE 
明了 费 马 大 定理 . 回忆 费 马 的 猜想 是 : 方程 
2 二 六 二 (1) 

当 n 之 3 时 没有 非 零 整数 解 . 维尔 斯 的 证 明 技 术 很 高 ,只 有 专家 才能 
接受 . 然而 ,证 明 的 总 体 轮廓 ,人 们 还 是 可 以 理解 的 . 证 明 用 的 是 反 证 
法 ,并 且 有 效 地 利用 了 “椭圆 曲线 ”理论 . 所 谓 椭圆 曲线 是 指 ,由 形 如 

y=ar'+twr’+crtd (2) 
(a, b, c, d 是 有 理 数 ) 的 丢 番 都 方程 所 确定 的 曲线 (形容 词 “椭圆 
的 ”来自 所 谓 椭 圆 函 数 ,并 不 涉及 曲线 的 形状 ). 对 于 这 类 方程 人 们 已 
经 了 解 了 很 多 ,这 部 分 理论 是 数论 中 被 研究 得 最 透彻 的 地 方 之 一 ， 


ARR SBD RSH (Z) 十 (之) = 1， 即 , 使 得 点 
(X,Y) =(2, 2) 在 方程 为 


x"+Y"=1 (3) 


的 费 马 曲线 上 . 若 X 和 了 都 是 有 理 数 , 则 称 (X, Y) 为 有 理 点 , 于 是 
费 马 大 定理 就 等 价 于 这 样 的 论断 : 4 n > 3 时 ,在 费 马 曲 线 (3) 上 不 
存在 有 理 点 . 在 1970 年 与 1975 年 间 , W HEB A (Yves Helleg- 
ouarch) 观 察 到 费 马 曲线 (3 和 椭圆 曲线 (2) 之 间 有 一 个 奇怪 的 联系 . 
Æ/K Jean-Pierre Serre) 建 议 反 过 来 考虑 问题 : 利用 椭圆 曲线 的 性 
质证 明 费 马 大 定理 的 结论 . 1985 年 , 弗 雷 (Gerhard Frey) 通 过 引进 现 
在 称 为 弗 雷 椭圆 曲线 的 做 法 ,而 使 该 建议 得 以 明确 . 弗 雷 椭圆 曲线 是 
与 费 马 方程 的 假定 的 解 有 联系 的 . 假定 费 马 方程 A" 十 B" = C" 有 非 
零 解 ,我 们 构造 椭圆 曲线 

y =2(2+A")(2— B") (4) 
这 就 是 弗 雷 椭圆 曲线 . 并 且 当 上 且 仅 当 费 马 大 定理 不 成 立时 , 它 才 存 
在 .所 以 ,为 了 证 明 费 马 大 定理 ,只 要 证 明 弗 雷 曲 线 (4) 不 存在 就 可 以 
了 .证 明 的 方法 是 用 “间接 证 明 法 ”( 即 反 证 法 )( 见 第 100 页 ): 假定 


*。514。 什么 是 数学 


这 曲线 存在 ,然后 导出 矛盾 . 这 表明 弗 雷 曲线 根本 不 存在 ,进而 推出 
费 马 大 定理 是 真 的 . 弗 雷 通过 证 明 他 的 曲线 具有 一 些 极端 奇怪 和 不 
可 信 的 性 质 ,找到 了 有 利 的 证 据 ,说 明 他 的 曲线 “不 应 该 存在 ”在 
1986 年 ,里 贝 特 (Kenneth Ribet) 把 这 问题 归结 为 ,假如 数论 中 一 个 
未 解决 的 大 难题 一 谷山 丰 (Taniyama) 猜 想 一 是 真 的 话 ,就 可 以 
证 明 弗 雷 曲线 不 存在 . 因而 ,他 把 一 个 著名 的 未 解决 的 难题 , 费 马 大 
定理 ,转化 为 另 一 个 未 解决 的 难题 . 这 种 转化 通常 是 没什么 用 的 ,只 
不 过 是 用 一 个 更 难 的 问题 代 痊 一 个 难题 但 在 这 里 , 它 击 中 了 要 害 ， 
因为 它 提供 了 证 明 费 马 大 定理 的 脉络 . 

说 明 谷山 丰 狂 想 需 要 专门 的 技术 . 但 可 参照 下 面 的 特殊 情形 加 
以 解释 . 在 “ 毕 达 哥 拉 斯 方程 " a? 十 二 c 中 ,单位 加 和 正弦 ,余弦 三 
角 函 数 之 间 有 密切 的 关系 . 为 找 出 这 种 关系 ,观察 毕 达 哥 拉 斯 方程， 
它 可 被 改写 成 (和 4) 十 (之 ) = 1 的 形式 . 这 表明 ,点 (z，y) = 


(2, JEDEH 2 +y = 1 的 单位 加 上 . 众所周知 ,三 角 函 数 所 


供 了 一 种 表示 单位 圆 的 简便 方法 . 特别 地 ,由 毕 达 哥 拉 斯 方程 和 正 
弦 、 余 弦 函 数 的 几何 定义 知 ,方程 

cos’ 0+ sin? 0 = 1 (5) 
对 任意 角 0 都 是 成 立 的 ( 见 第 283 页 ). 如 果 我 们 令 x = cos 9, y = 
sin 9, 那么 (5) 表 示 点 (z，y) 在 单位 圆 上 . 综 上 所 述 : 求 毕 达 哥 拉 斯 
方程 的 整数 解 等 价 于 求 一 个 角 0 使 得 cos 6 和 sin 9 都 是 有 理 数 


(分 别 等 于 对 和 和 ). 因为 三 角 函 数 具备 许多 好 的 性 质 , 所 以 ,这 种 思 


想 就 成 为 毕 达 哥 拉 斯 方程 的 一 种 真正 富有 成 效 的 理论 的 基础 

谷山 丰 猜 想 表明 ,类 似 的 思想 (在 一 个 相当 技巧 性 的 背景 下 ) 可 
应 用 于 任何 椭圆 曲线 . 但 需要 用 更 复杂 的 “ 模 ” 函 数 代 蔡 正 弦 和 余弦 
函数 , 所 以 ,有 关 椭圆 函数 的 问题 可 由 有 关 模 函数 的 问题 所 替代 ,人 恰 
如 有 关 圆 的 问题 可 由 有 关 三 角 函 数 的 问题 所 替代 一 样 . 
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维尔 斯 意识 到 ,不 必 完 全 利用 谷山 丰 猜 想 , 只 需 考虑 谷山 丰 猜 想 
的 一 个 特殊 情况 ,用 弗 雷 的 方法 就 能 得 到 满意 的 结果 . 即 , 把 它 应 用 
于 称 之 为 “ 半 稳 定 ” 的 一 类 椭 贺 曲线 上 . 在 长 达 100 页 的 论文 中 ,他 运 
用 了 足够 有 效 的 方法 去 证 明 , 半 稳定 时 的 谷山 丰 猜 想 . 得 到 了 以 下 的 
定理 : 设 M 入 是 两 个 不 同 的 非 零 互 素 整数 ,并 且 使 得 MN(M— 
N) 能 被 16 整除 . 那么 椭圆 曲线 y = x(z 十 MD (z 十 NN) 能 被 模 函 数 
参数 表示 . 实际 上 ,能 被 16 整除 的 条 件 意 味 着 ,这 个 曲线 是 半 稳 定 
的 . 所 以 , 半 稳 定 的 谷山 丰 猜 想 建 立 了 所 希望 的 性 质 . 

现在 ,我 们 把 维尔 斯 定理 应 用 到 弗 雷 曲线 (4) 上 , 令 M = A", 

=—B", #4 M-N = A +B = C”, 所 以 MNOM 一 N) = 

一 4"B"C", 我 们 必须 证 明 它 能 被 16 整除 . 现在 , A, B, C 中 必然 有 
一 个 是 偶数 ,一 一 因为 ,车 A 和 B 都 是 奇数 ,那么 C" 是 两 个 奇数 之 
和 ,因此 是 偶数 . 这 意味 着 C 是 偶数 . 由 于 很 早 以 前 哆 拉 证 明 n = 3 
时 的 费 马 大 定理 ,我 们 可 进而 假设 > 5. 因为 偶数 的 5 次 或 更 高 次 
FEAT BE 2° = 32 整除 , 数 一 A"B"C "是 32 的 整 倍数 . 所 以 ,能 被 16 整 
BR. 因而 , 弗 雷 曲线 满足 维尔 斯 定理 的 假设 . 这 表明 , 弗 雷 曲线 可 被 模 
函数 参数 表示 . 然而 ,里 贝 特 关于 谷山 丰 猜 想 意味 着 : 弗 雷 曲线 不 存 
在 的 证 明 . 是 通过 证 明 弗 雷 曲线 不 能 被 模 函 数 参数 表示 来 实现 的 . 这 
是 一 个 矛盾 ,所 以 费 马 大 定理 是 正确 的 . 

这 个 证 明 是 非常 间接 的 ,并 且 需 要 高 深 的 理论 . 而 且 , 在 维尔 斯 
最 初 发 表 的 证 明 中 ,出 现 了 一 些 问题 . 产生 了 一 些 戏剧 性 的 效果 . 他 
通过 电子 邮件 发 布 信息 ,进行 数学 交流 ,承认 这 些 困难 . 但 声称 有 信 
心 用 他 的 方法 会 克服 它们 . 修改 证 明 花 费 了 比 预想 更 长 的 时 间 . 1994 
年 10 月 26 日 , 茹 宾 (Karl Rubin) 发 布 了 另 一 条 信息 :“ 众 所 周知 , 维 
尔 斯 阐述 的 证 明 …… 有 重要 的 一 步 过 不 去 , 即 一 个 欧 拉 系统 的 构造 . 
在 不 成 功 地 试图 修复 这 个 构造 之 后 ,维尔 斯 回 到 了 早先 试验 过 的 不 
同 的 方法 (当时 为 了 利用 欧 拉 系统 的 思想 ,他 曾 放弃 了 这 一 想法 ), 然 
后 ,他 完成 了 他 的 证 明 . ” 
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$4 连续 统 假设 
( 见 第 102 页 ) 


连续 统 假设 是 说 ,无 穷 集合 中 ,除了 整数 集 的 基数 ,实数 集 的 基 
数 是 最 小 的 . 现在 人 们 知道 ,连续 统 假设 既 不 是 真 的 ,也 不 是 假 的 ,而 
且 它 是 无 法 判定 的 . 为 了 理解 这 个 意思 ,我 们 需要 简单 地 回顾 一 下 公 
理化 的 方法 ( 见 第 224 页 ). 公理 化 方法 是 ,通过 令 述 一 组 数学 对 象 应 
满足 的 条 件 一 一 公理 ,来 确定 该 数学 对 象 . 它 关注 的 是 ,这 个 数学 对 
象 和 其 他 对 象 的 关系 ,而 不 关心 该 对 象 是 由 什么 原料 “构成 ”的 . 在 集 
合 论 的 简单 介绍 中 ,假定 概念 ,诸如 “集合 ”等 ,都 是 定义 好 了 的 ,只 描 
述 如 何 应 用 它们 . 但 是 ,要 建立 一 个 严格 的 框架 来 讨论 连续 统 假 设 ， 
就 必须 对 集合 论 建立 公理 体系 . 

1964 年 , 柯 恩 (Paul Cohen) 证 明了 ,连续 统 假设 是 否 成 立 依赖 
于 集合 论 的 公理 如 何 选择 . 这 状况 类 似 于 几何 学 . 欧 几 里 得 平行 公理 
是 否 成 立 依赖 于 几何 的 类 型 有 使 它 成 立 的 “ 欧 几 里 得 ”几何 ,也 有 使 
它 不 成 立 的 “ 非 欧 几 里 得 ”几何 ( 见 第 228 页 ). 类 似 地 ,存在 着 使 连续 
统 假设 成 立 的 “ 康 托 ” 集 合理 论 ,也 存在 着 使 它 不 成 立 的 “ 非 康 托 ” 集 
合理 论 . 最 初 是 哥 德 尔 证 明了 ,连续 统 假设 对 某 些 集合 论 的 公理 体系 
是 成 立 的 . 后 来 , 柯 恩 ,用 一 种 叫做 “ 力 迫 法 ”的 新 技术 ,证 明了 在 另 一 
些 公理 体系 中 连续 统 假设 是 不 成 立 的 . 因此 ,不 可 能 存在 一 组 好 的 公 
理 , 使 得 它 给 出 唯一 的 “自然 的 ”集合 理论 . 


§5 集合 论 中 的 符号 


( 见 第 124 页 ) 


数学 中 的 符号 是 由 当时 的 时 尚 所 决定 的 ,有 时 , 它 也 会 改变 . 
此 , 柯 朗 和 罗 宾 当 初 在 本 书 中 用 的 一 些 符号 ,与 现在 通行 的 相 比 ,会 
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有 一 些 不 大 的 变化 . 不 过 ,这 些 变 化 大 都 不 重要 ,无 需 一 一 指出 ( 例 
A, “连续 统 假设 ” 那 时 称 为 “有 关连 续 统 的 假设 ”). 但 是 ,关于 集合 这 
部 分 ,这 差别 是 明显 的 ,不 能 不 提 . 

现在 “逻辑 和 ”与 “逻辑 积 ” 几 乎 是 不 用 了 ,人 们 用 “并 ”和 "* 交 ?来 
RE. SRA IES. MARA ORR. 对 全 集合 ,也 不 再 用 一 个 专 
门 的 符号 1 来 表示 . 现在 ,两 个 集合 的 并 和 交 的 符号 是 : 

并 : AUB( 柯 朗 和 罗 宾 在 本 书 前 面 记 作 A+B) 

Z: ANB( 柯 朗 和 罗 宾 在 本 书 前 面 记 作 AB). 

余 集 通常 写 为 A" AA ' 仍 常用 . 现在 , 子 集合 的 包含 关系 用 己 
或 吐 表示 . 和 一 与 二 不 同 的 是 ,ACB 并 不 要 求 A 关 B, 这 和 柯 朗 和 罗 
宾 写本 书 时 是 一 样 的 . 为 了 表示 子 集 的 不 等 关系 ,现在 用 一 个 比较 不 
方便 的 记号 AS B. 

在 计算 机 科学 和 电子 工程 中 ,仍然 用 记号 A 十 B、AB 和 A ,在 
那里 用 它们 描述 逻辑 开关 形成 的 电路 . 

不 太 令 人 满意 的 是 ,现在 的 记号 ,把 第 126 页 中 的 与 代数 运算 类 
似 的 性 质 (6 一 17) 和 弄 得 含糊 不 清 了 . 但 是 ,如 果 看 看 性 质 (10，11， 
13) ,这 可 能 也 不 完全 是 坏事 . 


$6 四 色 定 理 


( 见 第 253, 270 页 ) 


1976 年 6 A, 阿 佩 尔 (Kenneth Appel) 和 哈 肯 (Wolfgang 
Haken) 证 明了 四 色 定 理 . 这 个 证 明 , 用 一 种 相当 复杂 的 方式 ,分 析 了 
两 千 个 左右 的 特殊 地 图 的 状况 . 考察 所 有 这 些 情况 是 极 元 长 乏味 的 ， 
所 以 ,他 们 用 了 一 个 计算 机 ,进行 了 上 千 个 小 时 的 计算 ,完成 了 核对 
的 工作 . 现在 ,由 于 有 了 更 好 的 理论 方法 以 及 更 快速 的 计算 机 ,这 个 
证 明 可 以 在 几 小 时 内 完成 . 但 是 ,至 今 还 没有 找到 能 用 “ 笔 和 纸 ” 给 出 
的 证 明 . 是 否 存在 更 简单 的 证 明 ? 目前 还 没 人 能 回答 这 一 问题 . 但 
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是 ,人 们 已 经 知道 , 沿 着 上 述 证 明 的 方向 是 不 可 能 使 证 明 得 到 实质 性 
的 简化 的 . 

柯 朗 和 罗 宾 关 于 五 色 定理 的 证 明 ( 见 第 270 页 ), 是 取 自 开 姆 玻 
(Arthur Kempe) 的 工作 . 开 姆 玻 是 一 个 律师 和 业余 数学 家 , 他 在 
1879 年 发 表 文 章 , 声 称 证 明了 四 色 定 理 . 他 用 的 是 数学 归纳 法 ( 见 第 
15~28 页 ) 的 另 一 种 形式 , 即 所 谓 存在 “最 小 正规 地 图 ”. 其 基本 思想 
是 , 若 四 色 定 理 不 成 立 ,那么 必 存 在 着 需要 五 种 颜色 上 色 的 地 图 ,如 
果 这 种 “糟糕 ”地 图 存在 ,可 以 把 它们 以 各 种 不 同方 式 组 成 更 大 的 地 
图 ,使 得 所 有 这 些 地 图 也 都 需要 五 种 颜色 上 色 . 由 于 使 “糟糕 ”地 图 变 
大 的 做 法 没有 任何 意义 ,我 们 可 以 ,从 相反 的 方向 着 手 ,去 看 最 小 的 
“糟糕 ?地 图 , 称 它 为 最 小 正规 地 图 . 由 最 小 自然 数 原理 ( 见 第 26 页 ， 
它 等 价 于 数学 归纳 法 ) 知 ,车 “糟糕 ?地 图 存在 ,那么 最 小 正规 地 图 一 
定 存在 . 最 小 正规 地 图 有 如 下 特性 : 它 需要 五 种 颜色 上 色 , 但 任何 区 
域 数 少 于 它 的 地 图 只 需 四 种 颜色 上 色 . 证 明 的 做 法 是 ,通过 揭示 上 述 
特性 ,给 出 最 小 正规 地 图 的 结构 ,直到 最 终 说 明 最 小 正规 地 图 不 可 能 
存在 . 由 于 产生 了 矛盾 ( 见 第 100 页 的 反 证 法 ), 四 色 定 理 一 定 成 立 . 

开 姆 玻 的 思想 是 , 取 一 个 最 小 正规 地 图 ,然后 造 一 个 与 它 相关 、 
但 比 它 小 的 地 图 . 由 于 所 取 的 地 图 是 最 小 正规 的 ,这 较 小 的 图 是 可 以 
用 四 种 颜色 上 色 的 . 然后 ,他 试图 由 此 说 明 原来 的 图 也 能 用 四 种 颜色 
上 色 . 具体 地 说 ,他 的 做 法 是 , 取 一 个 最 小 正规 地 图 ,然后 把 某 个 适当 
的 区 域 缩 小 ,成 一 个 点 . 这 样 得 到 的 地 图 ,区 域 比 原来 少 ,可 以 用 四 种 
颜色 上 色 . 如 果 把 缩小 的 区 域 恢 复 回 来 ,再 找 一 种 颜色 给 它 上 色 , 同 
时 不 改变 其 他 区 域 的 颜色 ,一 般 来 说 ,这 是 不 可 能 的 . 因为 ,原来 与 这 
个 缩小 的 区 域 相 邻 的 区 域 ,它们 之 间 可 能 已 经 用 了 四 种 颜色 上 色 . 但 
是 ,这 个 缩小 的 区 域 ,如 果 是 一 个 三 角形 , 即 它 只 和 三 个 区 域 相 邻 , 那 
就 不 成 问题 . 如 果 是 一 个 四 边 形 ,用 一 种 现在 称 为 “ 开 姆 玻 链 ”的 巧妙 
办 法 交换 颜色 ,可 以 改变 与 它 相 邻 区 域 的 颜色 ,从 而 也 能 解决 问题 . 
如 果 是 一 个 五 边 形 , 开 姆 玻 宣 称 ,可 以 用 一 种 类 似 的 办 法 处 理 . 并 且 ， 
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他 证 明了 ,每 一 个 地 图 必 包 含 一 个 区 域 , 它 要 么 是 三 角形 ,要 么 是 四 
边 形 ,要 么 是 五 边 形 . 因此 ,总 存在 一 个 合适 的 区 域 可 以 被 缩小 ， 
再 恢复 . 

1890 年 , 黑 伍德 (Percy Heawood) 发 现 了 开 姆 玻 在 处 理 五 边 形 
区 域 时 的 一 个 错误 . 他 认识 到 , 把 开 姆 玻 的 方法 做 一 些 修改 可 以 证 
明 , 用 五 种 颜色 就 足够 了 . 多 了 一 种 颜色 可 以 使 得 缩小 的 五 边 形 很 容 
易 恢复 . 本 书 第 270 页 给 出 的 就 是 这 一 证 明 . 但 , 另 一 方面 ,人 们 找 不 
到 必须 要 用 五 种 颜色 才能 上 色 的 地 图 . 

1922 年 ,富兰克林 (Philip Franklin) 证 明了 ,任何 一 个 不 超过 26 
个 区 域 的 地 图 可 以 用 四 种 颜色 上 色 . 他 的 方法 ,以 及 其 可 约 构 形 的 思 
想 ,成 为 最 终 证 明 四 色 定 理 的 基础 . 一 个 构 形 是 指 ,地 图 中 的 一 组 连 
接着 的 区 域 , 以 及 关于 每 个 区 域外 边 有 多 少 个 区 域 和 它 相 邻 的 信息 . 
为 了 看 到 可 约 性 的 意义 ,考虑 缩小 和 恢复 一 个 三 角形 的 例子 . 把 三 角 
形 缩小 成 一 个 点 ,假定 缩小 后 的 地 图 ( 它 比 原来 少 了 一 个 区 域 ) 能 用 
四 种 颜色 上 色 . 那么 原来 的 地 图 也 能 用 四 种 颜色 上 色 . 这 因为 三 角形 
只 和 三 个 区 域 相 邻 , 当 把 这 三 角形 恢复 后 ,可 把 剩 下 的 第 四 种 颜色 给 
CLE. 一 般 说 来 ,给 定 一 个 构 形 ,我 们 考虑 : 包含 它 的 任意 一 个 地 
图 ,如 果 只 要 把 这 构 形 缩 小 后 得 到 的 地 图 能 用 四 种 颜色 上 色 , 这 个 地 图 
就 也 能 用 四 种 颜色 上 色 ,我们 称 这 样 的 构 形 为 可 约 的 . 类 似 前 面 的 讨论 
知 ,四 边 形 是 可 约 的 . 开 姆 玻 认为 五 边 形 也 是 可 约 的 ,但 是 他 错 了 . 

显然 ,最 小 正规 地 图 不 可 能 包含 可 约 构 形 . 所 以 ,如 果 能 说 明 每 
一 个 最 小 正规 地 图 都 必须 包含 一 个 可 约 构 形 ,我 们 就 得 到 了 所 要 的 
矛盾 . 要 做 到 这 一 点 ,最 直接 的 方法 是 , 找 出 不 可 避免 的 可 约 构 形 集 
合 ,不 可 避免 集 的 意思 是 指 ,任何 一 个 地 图 一 一 不 仅 是 最 小 正规 地 
图 一 一 都 必须 包含 这 个 集合 中 的 一 个 构 形 . 开 姆 玻 相 当成 功 地 做 到 
了 这 一 点 ,他 正确 地 证 明了 ,集合 {三 角形 ,四 边 形 ,五 边 形 } 是 一 个 不 
可 避免 集合 .但 是 ,在 证 明 五 边 形 是 可 约 时 ,他 出 现 了 错误 . 不 过 ,他 
证 明 的 基本 思路 一 一 找 出 一 组 不 可 避免 的 可 约 构 形 集合 一 一 却 是 一 
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个 非常 漂亮 的 思想 . 

1950 年 , 希 斯 (Heinrich Heesch) 公 开 宣称 ,通过 寻找 可 约 构 形 
的 一 个 不 可 避免 集合 就 能 够 证 明 四 色 定 理 . 他 是 第 一 个 这 样 说 的 数 
学 家 . 但 是 ,他 认识 到 ,一 个 不 可 避免 集合 包含 的 构 形 , 远 不 是 开 姆 玻 
所 给 出 的 三 种 . 五 边 形 必 须 被 一 系列 其 他 构 形 来 代替 . 事实 上 , 希 斯 
估计 ,大 约 需要 10000 个 大 小 适中 的 构 形 . 后 来 ,他 设计 了 一 种 “放电 
算法 ”, 用 它 来 证 明 集合 的 不 可 避免 性 . 假定 每 一 个 区 域 都 充 了 电 , 然 
后 ,让 它们 按照 一 定 的 规则 流向 邻近 的 区 域 . 例如 ,我 们 可 以 要 求 任 
何 一 个 五 边 形 的 电量 ,被 分 成 等 份 ,分 别 流向 与 它 相 邻 的 区 域 , 但 不 
包括 与 它 相 邻 的 三 角形 .四边形 和 五 边 形 . 通过 对 电量 分 布 的 性 质 的 
分 析 , 可 以 表明 , 某 些 特殊 的 构 形 一 定 会 出 现 ,否则 会 发 生 “ 漏 电 ”. 给 
出 的 条 件 越 复杂 ,得 到 的 不 可 避免 构 形 的 集合 也 就 越 复 杂 . 

1970 年 , 哈 肯 发 现 可 以 改进 希 斯 的 放电 方法 ,并 开始 努力 解决 四 色 
问题 . 最 大 的 困难 是 不 可 避免 集合 中 的 构 形 的 数量 . 估计 要 核对 10000 
个 区 域 的 可 约 性 . 整个 计算 要 进行 上 百年 . 而 且 , 在 这 不 可 避免 集合 中 只 
要 发 现 有 一 个 构 形 是 不 可 约 的 ,最 终 , 整 个 的 计算 将 全 无 价值 . 

在 1972 年 到 1974 年 这 段 时 间 内 , 哈 肯 和 阿 佩 尔 一 起 ,通过 计算 
机 相互 讨论 ,试图 增加 成 功 的 机 会 . 第 一 轮 的 计算 机 程序 就 提供 了 许 
多 有 用 的 信息 . 他 们 修改 程序 以 克服 各 种 缺 欠 并 反复 试验 . 虽然 出 现 
过 许多 细节 上 的 问题 ,但 都 被 他 们 及 时 解决 了 . 大 约 讨论 了 六 个 月 之 
后 , 哈 肯 和 阿 佩 尔 开 始 确信 ,他 们 证 明 集 合 不 可 避免 性 的 方法 是 行 之 
有 效 的 . 1975 年 ,他 们 设计 的 程序 从 搜索 状态 开始 ,向 目标 发 起 最 后 
的 冲击 . 1976 年 1 月 ,他 们 开始 构造 一 个 大 约 有 2000 个 区 域 的 不 可 
避免 集 . 这 一 工作 在 1976 年 6 月 完成 . 然后 ,他 们 检验 这 集合 中 每 一 
个 构 形 是 否 可 约 , 这 时 必须 要 用 计算 机 . 对 哈 肯 和 阿 佩 尔 给 出 的 这 不 
可 避免 集合 中 的 2000 多 个 构 形 ,计算 机 尽职 地 报告 出 ,每 一 个 都 是 
可 约 的 . 这 与 存在 着 最 小 正规 地 图 的 假定 相 矛 盾 . 所 以 ,平面 上 的 任 
何 一 个 地 图 ,用 四 种 颜色 上 色 就 足够 了 . 
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利用 大 量 计算 得 到 的 结果 ( 仅 靠 人 脑 是 无 法 完成 这 一 核对 工作 
的 ) 是 否 算得 上 是 一 个 证 明 ? 哲学 家 铁 木 钦 柯 (Stephen Tymoczko) 
说 :如 果 把 四 色 定 理 看 作 是 被 证 明了 的 定理 ,那么 我 们 必需 改变 ' 定 
理 ? 的 涵义 ,更 确切 地 说 ,必需 改变 “证 明 ?的 概念 . ”但 是 ,从 事 研究 的 
数学 家 几乎 都 不 同意 这 种 看 法 . 一 个 原因 是 ,有 一 些 不 依赖 于 计算 机 
的 数学 证 明 , 其 证 明 又 长 又 复杂 ,以 至 于 ,即使 研究 了 十 年 , 没 人 敢 拍 
着 胸 及 保 证 其 中 一 点 问题 也 没有 . 例如 ,所 谓 的 “有 限 单 群 分 类 定 
理 ”, 它 的 证 明 至 少 有 10000 页 . 这 是 上 百人 努力 的 结果 ,而 且 , 只 有 
受过 很 好 训练 的 学 者 才能 读 懂 . 但 是 ,数学 家 一 般 都 相信 它 的 证 明 是 
正确 的 . 原因 是 ,证 明 的 整个 想法 是 有 意义 的 ,细节 是 相符 的 ,还 没有 
人 发 现 有 严重 错误 ,而 且 , 对 从 事 这 工作 的 人 的 信任 程度 至 少 和 信任 
一 个 与 此 问题 无 任何 关系 、 完 全 外 行 的 人 是 一 样 的 . 当然 ,如 果 任 何 
人 一 一 内 行 或 外 行 一 一 发 现 了 错误 ,就 不 可 能 再 认为 证 明 是 对 的 .但 
至 今 没有 人 发 现任 何 错误 . 

和 有 限 单 群 分 类 定理 相 比 , 哈 表 和 阿 佩 尔 的 证 明 中 没有 任何 更 
不 可 信服 的 地 方 . 事实 上 ,只 要 程序 不 错 ,计算 机 比 人 更 不 容易 犯错 
误 . 哈 肯 和 阿 佩 尔 证 明 的 思路 ,在 逻辑 上 是 没 问 题 的 . 况且 ,他 们 的 不 
可 避免 集合 是 可 以 用 手 来 计算 的 . 也 看 不 出 有 任何 理由 来 怀疑 他 们 
用 来 核对 可 约 性 的 程序 的 准确 性 . 用 随机 ”接点 试验 ?也 没 发 现 错误 . 
哈 表 在 接见 记者 时 ,综述 了 大 部 分 人 的 看 法 :“ 任 何人 ,从 任何 地 方 沿 
着 这 个 方向 走 , 都 可 以 完成 其 细节 并 进行 核对 ,证 明 该 定理 . 计算 机 
在 几 个 小 时 可 以 完成 的 细节 比 人 在 一 生 中 所 希望 做 的 都 多 . 这 一 事 
实 并 没有 改变 数学 证 明 的 概念 . 改变 的 不 是 理论 而 是 数学 的 实践 . ” 


$7 豪 斯 道夫 维 数 和 分 形 
( 见 第 255 页 ) 


庞 加 莱 在 1912 年 给 出 的 维 数 定义 ( 见 第 256 页 ) 是 一 个 拓扑 的 
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定义 . 并且 一 一 十 分 合理 地 一 一 按 此 定义 得 到 的 维 数 总 是 整数 . 但 最 
近 出 现 的 维 数 概念 已 与 庞 加 莱 所 定义 的 相去 其 远 . 这 种 维 数 概念 最 
初 是 由 豪 斯 道夫 (Felix Hausdorff) 在 1919 年 提出 ,并 在 20 世纪 30 
年 代 由 贝斯 可 维 奇 (A. S. Besicovitch) 加 以 发 展 . 不 过 ,随后 它 在 数 
学 上 变 得 死 气 沉沉 . 现在 ,由 于 它 在 曼 德 勃 罗 特 (Benoit Mandelbrot) 
的 分 形 理论 中 的 应 用 , 豪 斯 道夫 维 数 又 盛行 起 来 . 分 形 是 指 这 样 的 几 
何 对象 , 它 具有 在 尺度 上 能 任意 放大 和 缩小 的 结构 . 例如 著名 的 曼 德 
HS SH (A 288). 


图 288 A — BRR EER A ED RR 


这 个 集合 是 使 序列 cy Cte, (P+)? +e, vee 不 趋 于 无 穷 的 
那些 复数 c( 一 个 复数 可 被 表示 为 平面 上 的 一 个 点 ) 所 构成 的 . 这 里 ， 
序列 中 的 每 一 项 都 是 前 一 项 的 平方 再 加 上 c. 

一 个 集合 的 豪 斯 道夫 -贝斯 可 维 奇 维 数 ,现在 通常 称 为 分 维 (也 
称 分 形 维 或 分 数 维 ). 由 于 它 是 一 个 确切 的 量 (这 个 量 可 以 用 实验 来 
测量 ,并 和 理论 进行 比较 ) ,因而 ,已 在 许多 不 同 的 科学 分 支 中 得 到 应 
用 . 令 人 惊讶 的 是 , 豪 斯 道夫 维 数 不 必 一 定 是 整数 . 这 个 奇怪 的 性 质 
(也 是 这 样 的 数 被 看 作 是 维 数 的 理由 ) ,可 通过 下 面 对 标 度 维 数 的 简 
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单 阐述 来 说 明 . 某 些 形状 相同 的 几何 体 放 在 一 起 可 以 组 成 一 个 较 大 
的 它们 的 复制 品 . 例如 ( 见 图 289) ,需要 两 个 相同 的 线段 (一 维 几何 
体 ) 组 成 长 度 扩大 两 倍 的 一 个 线段 . 需要 四 个 相同 的 正方 形 (二 维 几 
何 体 ) 组 成 边 长 扩大 两 倍 的 一 个 正方 形 . 需要 八 个 相同 的 立方 体 (三 
维 几 何 体 ) 组 成 棱 长 扩大 两 倍 的 一 个 立方 体 . 一 般 地 ,需要 2” 个 相同 
的 4 维 超 立 方 体 ( 见 第 239 页 ) 组 成 边 长 扩大 两 倍 的 一 个 大 超 立 方 
体 : 需要 “ = af 个 相同 的 几何 体 组 成 一 个 边 长 扩大 a 倍 的 大 
复制 品 . 


I 
一 维 二 维 三 维 
两 个 相同 线段 四 个 相同 正方 形 八 个 相同 正方 体 


289 使 几何 体 边 长 加 倍 , 所 需要 的 复制 品 的 个 数 与 它 的 维 数 有 关 


为 了 从 这 方程 得 到 d, 可 通过 对 方程 两 边 取 对 数 求 解 ( 见 第 458 
页 , 式 (6)): 


Inc = dlna, 


于 是 


d= jnc . (6) 
lna 


我 们 可 以 按 另 一 方式 利用 此 方程 ,给 定 c 和 a 来 定义 4. 这 个 结果 就 
称 为 集合 的 标 度 维 数 . 通过 例子 可 得 到 许多 有 趣 的 结论 . 例如 , 康 托 
集 ( 见 第 255 页 ) 是 把 两 个 相同 的 部 分 (c = 2) 组 成 长 度 扩大 3 倍 (a 
= 3) 的 一 个 复制 品 ( 见 图 290). 


第 一 个 复制 品 第 二 个 复制 品 


联合 了 三 倍 长 度 的 康 托 集 
图 290 康 托 集 的 两 个 复制 品 是 原来 长 度 的 三 售 


图 291 谢 尔 宾 斯 基 垫 片 的 三 个 复制 品 是 原来 边 长 的 两 倍 
按照 定义 (6) , 康 托 集 的 标 度 维 数 d 是 


= in2_ bse 
d = 7-3 = 0. 630923+--, 


这 是 一 个 实数 ,但 不 是 整数 . 类 似 地 , 谢 尔 宾 斯 基 (Sierpinski) 垫 片 
( 见 图 291) 是 由 三 个 形状 相同 的 垫 片 组 成 边 长 扩大 二 倍 (a = 2) 的 
复制 品 . 所 以 , 它 的 标 度 维 数 是 


d= Bs = 1,584962--- 


因为 这 个 量 与 “好 的 ”集合 (如 线段 正方 形 、 立 方 体 等 ) 的 通常 的 


维 数 相同 . 所 以 ,应 把 它 看 成 为 维 数 . 对 于 许多 集合 ,分 维 与 标 度 维 数 
是 一 致 的 . 但 分 维 对 那些 不 能 把 相同 几何 体 放 在 一 起 而 扩 成 复制 品 
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的 集合 仍 有 定义 . 分 形 集合 的 分 维 通常 不 是 一 个 整数 ,虽然 它 有 时 可 
以 是 . 例如 ,在 1991 Æ, AIL (Mitsuhiro Shishikura) 证 明了 曼 德 
勃 罗 特集 的 边界 的 分 维 等 于 2. 分 维 的 真正 意义 在 于 它 能 度量 “集合 
充满 整个 空间 的 程度 ?或 “集合 的 粗糙 程度 ”例如 , 康 托 集 的 维 数 严 
格 地 在 0 和 1 之 间 , 它 充满 空间 的 程度 比 一 点 (0 维 ) 大 而 比 线段 (1 
维 ) 小 . 这 样 ,和 庞 加 莱 的 方法 不 同 ,利用 分 维 重 新 解决 了 康 托 集 究竟 
是 0 维 还 是 1 维 的 问题 ( 见 第 256 页 ). 


$8 Æ 结 
CAS 262 页 ) 


由 于 琼斯 多 项 式 的 发 现 ,使 得 纽 结 理论 成 为 现今 大 量 研究 工作 
的 核心 . 琼斯 多 项 式 是 用 来 区 分 拓扑 不 等 价 的 纽 结 的 一 种 著名 新 方 
法 . 纽 结 理论 涉及 链 环 和 纽 结 . 下 面 我 们 从 精确 地 阐述 这 些 概念 
开始 . 

链 环 是 三 维 空间 中 的 一 个 或 多 个 闭环 组 成 的 集合 . 单个 闭环 称 
为 此 链 环 的 部 件 . 闭环 可 以 被 扭曲 或 打 结 ,并 且 一 一 顾名思义 一 一 可 
以 用 任意 方式 把 多 个 闭环 连结 在 一 起 ;也 包括 按 通 常 所 说 的 所 有 的 
环 彼此 分 离 . 如 果 只 有 一 个 环 , 则 称 此 链 环 为 纽 结 . 链 环 理论 的 中 心 
问题 是 ,找到 能 判断 两 个 链 环 或 纽 结 是 否 是 拓扑 等 价 的 有 效 方法 . 拓 
扑 等 价 是 指 , 两 个 链 环 中 的 任 一 个 可 以 连续 变形 为 另 一 个 ( 见 第 
249,250 页 ). 特别 地 ,我 们 想 要 搞 清楚 ,是 否 有 看 起 来 像 打 结 的 环 ， 
而 事实 上 却 是 不 打 结 的 , 即 等 价 于 一 个 不 打 结 的 环 (图 292(a)); 以 
及 是 否 组 成 链 环 的 n 个 部 件 彼此 可 能 不 相连 结 , 即 等 价 于 彼此 分 高 
的 nn 个 部 件 ( 图 292(b) ). 

解决 这 些 问题 的 方法 是 , 求 拓扑 不 变量 . 拓扑 不 变量 是 指 , 链 环 
连续 变形 时 ,始终 不 改变 的 那些 数值 (或 更 复杂 的 数学 对 象 ). 由 此 可 
知 ,具有 不 同 不 变量 的 链 环 一 定 是 拓扑 不 等 价 的 . 然而 ,有 相同 拓扑 


+ 526+ 什么 是 数学 


个 复制 品 


图 292 (a) 不 打 结 的 环 〈b) 彼此 分 离 的 n 个 部 件 


不 变量 的 链 环 可 能 是 等 价 的 ,也 可 能 是 不 等 价 的 . 判定 的 方法 只 能 
是 ,发 现 拓扑 等 价 性 ,或 者 创建 一 个 更 敏感 的 不 变量 . 

在 发 现 琼斯 多 项 式 之 前 , 纽 结 理论 中 的 标准 纽 结 不 变量 是 1926 
年 发 现 的 亚 利 山 大 (Alexander) 多 项 式 . 每 一 个 纽 结 都 确定 一 个 含 变 
量 : 的 多 项 式 , 而 且 , 这 多 项 式 是 可 以 按 标准 程序 进行 计算 的 . 这 里 
我 们 不 去 关注 具体 步骤 , 仅 叙述 一 下 已 获得 的 一 些 结果 . 图 293 列 出 
的 是 若干 简单 的 纽 结 和 它们 的 亚 利 山 大 多 项 式 . 


左手 三 叶 纽 结 右手 三 叶 纽 结 


P-t+1 P-t+1 


八字 形 结 RS yat 


P-31+1 -2P43P-2141 #-2P43P-2141 


图 293 菜 些 常 见 的 纽 结 和 它们 的 亚 利 山大 多 项 式 
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因为 三 叶 纽 结 与 缩 帆 结 有 不 同 的 亚 利 山大 多 项 式 ,所 以 用 亚 利 
山大 多 项 式 可 以 很 好 地 区 分 它们 . 但 却 不 能 区 分 下 列 各 对 纽 结 : 

， 缩 帆 结 和 平 纽 结 

+ 左手 三 叶 纽 结 和 右手 三 叶 纽 结 
尽管 上 述 每 一 对 纽 结 直观 上 “明显 ”地 不 等 价 . 问题 是 ,我 们 怎样 证 明 
这 一 点 呢 ? 在 1926 年 至 1984 年 这 段 时 间 , 数 学 家 为 解决 这 些 问题 
及 类 似 的 问题 花费 了 很 多 精力 . 他 们 取得 了 成 功 , 但 用 的 却 是 颇 为 复 
杂 的 方法 . 纽 结 理论 没有 停滞 不 前 ,但 它 肯 定 需 要 新 的 思想 . 

1984 年 ,新 西 兰 人 琼斯 (Vaughan Jones) 致 力 于 研究 有 关 算 子 
代数 的 迹 函数 的 分 析 方 面 的 问题 . 这 项 研究 与 数学 物理 有 联系 . 哈 特 
(D. Hatt) 和 海 坡 (Pierre de la Harpe) 注 意 到 ,琼斯 的 一 些 方程 看 起 
来 颇 像 德 带 理论 中 的 方程 , 穗 带 理论 是 和 链 环 紧 密 相关 的 一 种 线 的 
缠 结 系统 . 琼斯 深入 思考 这 个 巧合 背后 可 能 的 原因 ,发 现 了 他 的 迹 函 
数 可 以 用 来 为 链 环 定义 一 个 多 项 式 不 变量 . 

起 初 人 们 认为 ,琼斯 多 项 式 肯定 是 亚 利 山大 多 项 式 的 某 些 变形 ， 
但 很 快 就 发 现 它们 完全 是 新 的 . 不 涉及 算 子 代数 的 、 较 简单 的 定义 已 
经 找到 . 5 组 数学 家 独立 地 同时 发 现 了 能 更 好 地 区 分 纽 结 的 一 个 更 
一 般 的 方法 : 含 两 个 变量 的 公式 ,此 公式 通常 称 为 堆 姆 弗 利 (HOM- 
FLY) 多 项 式 ,这 名 字 是 公式 发 现 者 们 名 字 的 缩写 : Hoste 一 Ocnea- 
nu—Millett--Freyd—Lickorish—Yetter. 今天 已 经 有 了 十 多 个 新 的 
纽 结 多 项 式 . 利用 它们 已 经 解决 了 许多 重要 问题 . 但 也 暴露 了 它们 自 
身 的 一 些 新 疑难 . 因为 它们 并 不 完全 适合 建立 拓扑 的 方法 . 在 某 种 意 
义 上 说 ,拓扑 学 家 能 够 计算 它们 ,并 能 证 明 有 关 它 们 的 定理 ,但 他 们 
还 不 能 确定 这 些 新 的 多 项 式 不 变量 真正 是 什么 . 它们 显然 与 量子 物 
理 有 某 种 较 深 的 联系 . 

有 创建 性 的 琼斯 多 项 式 ,在 区 别 左 手 三 叶 纽 结 与 右手 三 叶 纽 结 
方面 ,是 十 分 有 效 的 . 而 这 是 亚 利 山大 多 项 式 做 不 到 的 . ERAS 
项 式 效果 则 更 好 . 它 还 能 区 分 缩 帆 纽 结 与 平 纽 结 . 事实 上 , 若 用 P(L) 
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EREN L 的 霍 姆 弗 利 多 项 式 , 则 有 
P( 左 手 三 叶 纽 结 ) =— 2r 一 zx! 十 zy， 
P( 右 手 三 叶 纽 结 ) = 一 2 一 x 十 x 人 y?， 
PERAR) = (— 22° 一 zx 十 zy)( 一 27 一 x 十 xy)， 
PCRAA) = (— 22? r Hry y. 
RE r, y 是 定义 多 项 式 的 两 个 变量 . 显然 ,这 些 结论 不 仅 证 明了 三 


叶 纽 结 的 两 种 类 型 是 拓扑 不 等 价 的 ,而 且 , 也 证 明了 缩 帆 纽 结 与 平 纽 
结 是 拓扑 不 等 价 的 . 


$9 力学 中 的 一 个 问题 


( 见 第 330 页 ) 


柯 朗 和 罗 宾 在 这 里 的 讨论 犯 了 一 个 错误 . 尽管 如 果 增 加 一 些 条 
件 有 可 能 挽救 他 们 的 错误 . 而 问题 是 ,如 果 我 们 把 拓扑 学 的 方法 应 用 
于 他 们 认为 正确 讨论 的 这 个 动力 学 问题 ,那么 他 们 证 明 中 的 缺陷 是 
很 容易 检查 出 来 的 . 

我 们 重复 叙述 一 下 这 个 问题 . 设 火车 沿 直线 轨道 在 两 个 车 站 之 
间 运 行 . 在 车 厢 的 底板 上 用 枢 轴 装 置 一 竿 , 它 在 未 触 到 底板 时 ,可 在 
无 摩擦 力 的 情况 下 ,或 前 或 后 地 转动 ( 见 第 331 页 图 175). 若 此 竿 一 
碰 到 底板 ,就 假设 在 随后 的 运动 中 它 始 终 停留 在 底板 上 . 假定 我 们 已 
经 知道 火车 是 怎样 运动 的 . 并 不 要 求 运动 是 匀速 的 : 火车 可 以 加 速 ， 
突然 停止 ,甚至 可 以 暂时 倒退 . 但 火车 必须 是 从 某 一 站 出 发 , 且 最 终 
到 达 另 一 站 . 

柯 朗 和 罗 宾 的 问题 是 ,是 否 总 可 以 找到 一 个 位 置 ,把 竿 置 于 此 位 
置 后 ,使 得 在 火车 的 整个 行程 中 ,此 竿 始终 不 会 落 在 底板 上 . 他 们 的 
解答 是 , 竿 的 最 终 位 置 连续 依赖 于 竿 的 初始 位 置 . 这 里 初始 角 有 一 个 
从 0" 到 180" 的 连续 变化 范围 . 因为 最 终 位 置 是 连续 依赖 于 初始 位 置 
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的 ,由 布尔 查 诺 定理 ( 见 第 323 页 ) 知 ,最 终 角 也 是 连续 变化 的 . 如 果 
开始 时 , 竺 是 向 前 倒 在 底板 上 , 即 从 0° 开 始 , 则 午 将 始终 保持 这 种 状 
况 . 如果 开始 时 ,让 竿 向 后 倒 在 底板 上 , 即 从 180 开始 , 则 竿 也 将 始 
终 如 此 . 所 以 ,最 终 角 的 范围 包括 从 O° BI) 180 "的 所 有 值 . 特别 地 , 包 
括 90°. 因此 ,我 们 可 以 使 竿 的 最 终 位 置 成 垂直 的 . 由 于 竿 在 碰 到 底 
板 后 将 总 停留 在 底板 上 ,因此 ,这 时 竿 就 始终 不 会 碰 到 底板 . 

困难 的 是 ,上 述 讨论 中 的 连续 性 假设 是 未 被 证 实 的 . 问题 并 不 在 
于 牛顿 运动 律 的 复杂 性 ,而 在 于 “吸引 边界 条 件 ”: 如 果 竿 碰 到 底板 ， 
那么 它 就 始终 躺 在 底板 上 . 为 了 看 到 为 什么 这 个 边界 条 件 引 起 了 麻 
烦 ,我 们 引进 一 种 拓扑 图 ,表示 系统 的 所 有 可 能 运动 状态 . 这 个 方法 
称 为 相 图 , 可 回溯 到 庞 加 莱 的 时 代 . 此 方法 是 描述 运动 的 一 种 空 
间 一 一 时 间 图 形 . 不 仅 是 描述 竿 的 一 种 初始 位 置 ,而 是 多 种 不 同位 
置 -一 -原则 上 应 该 是 所 有 可 能 的 初始 位 置 . 竿 的 位 置 是 0 到 360 之 
间 的 一 个 角度 . 我 们 按 水 平方 向 作 图 ( 见 图 294). 令 时 间 按 垂直 方向 
变动 . 注意 ,因为 0" = 360°, 所 以 这 幅 图 的 左右 两 边 是 重合 的 . 并 可 
设想 ,此 矩形 被 卷 成 一 个 圆 简 . 

现在 ,( 确 定 了 竿 的 位 置 的 ) 角 度 按时 间 和 位 置 的 运行 轨迹 形成 
了 一 条 曲线 ,这 条 曲线 围绕 着 这 圆 简 转 . 它 被 爱 因 斯 坦 称 之 为 “世界 
ZR”. 不 同 的 初始 角度 导致 不 同 的 曲线 . 由 动力 学 规律 知道 ,当初 始 
角 连 续 变动 时 ,这 些 曲 线 也 是 连续 变动 的 一 一 只 要 边界 条 件 不 起 作 
H. 没有 这 些 边界 条 件 , 竿 可 以 自由 地 转动 360" 一 一 没有 底板 去 阻 
碍 它 转 满 整 图 . 图 294(a) 所 示 的 是 一 种 可 能 的 运动 情形 . 在 这 里 ,最 
终 位 置 是 连续 依赖 于 初始 位 置 的 . 

然而 , 当 吸 引 边界 条 件 被 引入 后 (图 294(b)) ,最终 位 置 就 无 需 
连续 依赖 于 初始 位 置 . 被 右边 界 刚好 磁 到 的 曲线 可 以 向 左边 任意 摆 
动 . 事实 上 ,在 此 特殊 的 图 形 内 ,所 有 的 初始 位 置 都 终止 于 底板 上 . 这 
就 和 柯 朗 与 罗 宾 的 结论 相反 了 , 即 不 可 能 选择 一 个 使 竿 在 整个 运动 
中 都 不 碰 到 底板 的 初始 位 置 . 


270° 
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(a) 没有 边界 条 件 (b) 边界 条 件 起 作用 时 


图 294 对 不 同 的 初始 条 件 , 竿 可 能 的 运动 状况 
(a) 没有 边界 条 件 (b) 边界 条 件 起 作用 时 

柯 朗 和 罗 宾 推理 中 的 错误 ,是 1976 年 首先 由 波斯 特 (Tim Pos- 
ton) 指 出 来 的 . 但 一 直 未 被 广泛 传 知 . 连续 性 的 假设 ,在 对 运动 加 上 
额外 的 条 件 后 可 重新 恢复 . 例如 ,完全 水 平 的 轨道 ,没有 弹簧 的 火车 
等 等 不 过 ,作为 拓扑 学 在 动力 系统 中 的 应 用 ,理解 为 什么 吸引 边界 
条 件 会 破坏 连续 性 ,这 似乎 是 更 有 启示 性 的 . 这 个 困难 在 高 等 拓扑 动 
力学 中 是 重要 的 . 在 此 基础 上 ,产生 了 新 的 概念 :“ 孤 立 障碍 ”, 这 是 指 
没有 动力 轨 线 与 它 的 边界 相 接 触 的 区 域 . 


$10 施 泰 纳 问题 
( 见 第 365 页 ) 


施 泰 纳 问题 ( 见 第 365 页 ) 涉 及 的 是 一 个 三 角形 ABC ,要 找 出 一 
点 了 ,使 得 总 距离 PA + PB 十 PC 达到 最 小 . 当 三 角形 ABC 的 每 个 
内 角 都 小 于 120° 时 , 解 已 是 唯一 的 , 它 使 得 线段 PA、PB、PC 之 间 
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的 夹 角 都 是 120"( 见 第 366 页 图 208). 施 泰 纳 问题 可 以 推广 为 街道 
网 络 问题 , 即 对 给 定 的 一 组 点 (城市 ) ,要 找 出 连接 它们 的 最 短 网 络 线 
(街道 ). 这 里 有 一 个 非常 吸引 人 的 猜想 ,这 个 猜想 直到 最 近 才 被 
证 明 . 

假定 我 们 希望 找 出 一 个 网 络 连接 一 组 城市 . 一 个 办 法 是 用 所 请 
生成 网 络 ,其 作法 是 ,用 线段 把 城市 连 起 来 . 另 一 个 办 法 是 用 施 泰 纳 
网 络 , 该 作法 允许 加 上 一 些 其 他 的 城市 ,使 得 连接 的 线段 在 加 上 的 城 
市 处 的 夹 角 是 120°. 对 一 组 给 定 的 城市 ,其 最 短 生 成 网 络 的 长 度 叫 
做 生成 网 络 长 ;其 最 短 施 泰 纳 网 络 的 长 度 叫 做 施 素 纳 网 络 长 . 柯 朗 和 
罗 宾 ( 见 第 370 页 ) 以 “道路 网 问题 ”为 标题 ,讨论 了 求 施 泰 纳 网 络 长 
的 问题 . 显然 , 施 泰 纳 网 络 长 是 小 于 或 等 于 生成 网 络 长 的 . 问题 是 ,能 
相差 多 少 呢 ? 

假定 有 三 个 城市 ,分 别 位 于 边 长 为 一 个 单位 的 正三 角形 的 顶点 
上 . 在 图 295 中 给 出 了 最 短 施 泰 纳 网 络 和 最 短 生成 网 络 . 在 图 中 心 新 
加 的 点 称 为 施 泰 纳 点 . 一 般 地 说 ,如 果 
一 个 点 和 这 组 城市 的 三 个 点 相连 , 且 
三 条 连 线 的 夹 角 都 是 120", 就 称 这 点 
为 施 泰 纳 点 .图 295 中 ,生成 网 络 长 是 
2 ,而 施 泰 纳 网 络 长 是 V3. 此 时 ,二 者 之 
间 的 比值 是 of = 0. 866. 用 最 短 施 泰 
纳 网 络 比 用 最 短 生成 网 络 ,路 长 大 约 于 eee gene 
节省 了 13.34%, 和 最 短 生成 网 络 (虚线 ) 

1968 年 ,吉尔 伯 特 (Edgar Gilbert) 和 珀 拉 (Henry Pollak) 猜 测 ， 
不 论 城市 的 初始 位 置 如 何 , 施 泰 纳 网 络 长 比 生成 网 络 长 节省 的 量 不 
会 超过 13. 34%. 这 相当 于 说 ,对 任何 的 一 组 城市 ,有 


施 秦 纳 网 络 长 V3 
生成 网 络 长 全 2 
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这 个 命题 被 称 为 施 泰 纳 比值 猜想 . 经 过 相当 多 的 努力 ,终于 在 1991 
年 ,由 堵 丁 柱 和 黄 光 明 (Frank Hwang) 证 明了 这 一 猜想 . 我 们 在 叙述 
他 们 的 方法 之 前 , 先 介 绍 一 下 必要 的 背景 . 

求生 成 网 络 长 是 一 个 简单 的 计算 问题 . 即使 城市 相当 的 多 ,也 是 
如 此 . 可 以 用 一 种 贪 束 算法 来 解决 : 从 你 能 找到 的 最 短 连 线 开始 , 然 
后 ,每 次 加 上 剩 下 的 线 中 最 短 的 ,在 加 时 不 能 使 网 络 中 出 现 环 路 , 直 
到 每 个 城市 都 被 连 上 . 求 施 泰 纳 网 络 长 就 绝 不 是 那么 容易 的 . 你 不 能 
只 是 取 以 城市 为 顶点 的 所 有 三 角形 , 求 出 它们 的 施 泰 纳 点 ,然后 找 出 
连接 这 些 城市 和 这 些 特殊 的 施 泰 纳 点 的 最 短 网 络 . 例如 ,假定 有 六 个 
城市 ,位 于 两 个 相 邻 的 正方 形 的 顶点 上 ,如 图 296. 图 296(a) 给 出 了 
一 个 施 泰 纳 网 络 . 它 是 这 样 得 到 的 : 首先 解决 城市 在 一 个 正方 形 的 
四 个 顶点 的 问题 ,然后 ,通过 剩 下 两 个 点 的 施 秦 纳 点 ,把 这 两 个 点 与 
已 经 连 起 来 的 网 络 连接 . 但 是 ,图 296(b) 给 出 的 施 泰 纳 网 络 是 最 短 


(b) 


图 296 


(a) 正方 形 的 施 泰 纳 网 络 和 等 腰 三 角形 的 施 泰 纳 网 络 的 组 合 
(b) 同一 组 城市 的 更 短 的 施 泰 纳 网 络 
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的 . 图 中 正方 形 的 边 只 是 说 明 城市 所 在 的 位 置 ,不 是 网 络 线 . 

你 不 可 能 一 段 段 地 建立 最 短 的 施 秦 纳 网 
络 . 对 一 组 城市 来 说 , 它 的 施 泰 纳 点 应 该 是 ,和 
它 相连 的 线 夹 角 为 120". 举 一 个 简单 的 例子 ， 
坐落 在 一 个 正方 形 的 四 个 顶点 的 城市 , 它 的 施 
泰 纳 点 ,和 其 中 任意 三 个 顶点 组 成 的 子 集 的 施 
泰 纳 点 是 不 一 样 的 (图 297). 平面 上 有 无 穷 多 
个 点 ,即使 它们 大 多 数 都 不 会 是 施 泰 纳 点 ,是 Shan ERAT 
否 存在 求 施 泰 纳 点 的 算法 ,也 是 不 容易 看 出 来 施 秦 纳 点 ( 白 点 ) 和 
的 . 但 是 ,这 种 算法 确实 存在 . 它 是 被 梅 扎 克 三 个 城市 组 成 的 
(Z.A，Melzak) 第 一 个 发 现 的 . 不 过 ,在 实际 ANRA 
应 用 中 ,即使 对 中 等 数量 的 城市 ,这 个 方法 也 
是 很 笨拙 的 , 目前 它 已 得 到 改善 ,但 没有 根本 性 的 变化 . 

现在 ,人 们 已 经 有 很 好 的 理由 来 说 明 ,为 什么 这 些 算法 效率 不 
高 . 随 着 计算 机 应 用 的 发 展 ,产生 了 一 个 新 的 数学 分 支 : 算法 复杂 性 
理论 . 它 研究 的 不 是 算法 一 解决 问题 的 方法 一 一 而 是 这 些 算法 的 
效率 如 何 . 给 定 一 个 涉及 nn 个 对 象 (在 这 里 是 指 个 城市 ) 的 问题 , 当 
增加 时 ,解决 这 个 问题 的 时 间 增 长 的 会 多 快 ” 如 果 运 算 的 时 间 ( 即 
步骤 ) 不 超过 n 的 某 一 确定 的 短 的 一 个 常数 倍 , 例 如 ,5m? 或 1066n!， 
那么 ,这 个 算法 就 叫做 以 多 项 式 时 间 运 行 的 ,并 且 , 这 种 问题 被 认为 
是 “容易 ”的 , 通常 认为 这 个 算法 ,在 实际 上 ,是 可 行 的 (但 如 果 常数 特 
别 巨大 , 它 就 不 成 了 ). 如 果 运 算 的 时 间 不 是 多 项 式 的 一 一 即 , 快 于 任 
何 的 短 的 常数 倍 ,例如 ,是 指数 的 , 像 2" 或 10" ,那么 ,这 问题 的 运 
算 时 间 是 非 多 项 式 的 ,这 时 ,这 问题 被 认为 是 “ 难 ” 的 . 通常 认为 这 个 算 
法 ,在 实际 上 ,是 不 可 行 的 . 在 多 项 式 时 间 和 指数 时 间 之 间 , 还 有 相当 多 
的 “相对 容易 ”或 “比较 难 ” 的 问题 ,这 些 问题 实际 上 更 多 的 是 靠 经 验 . 

例如 ,把 两 个 ”位 数 相 加 ,加 上 进位 ,至 多 做 2n 个 单个 数码 的 加 
法 . 因此 ,运行 时 间 不 趋 过 的 一 次 睾 的 一 个 常数 倍 ( 即 2 倍 ). 两 个 
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这 样 的 数 的 乘法 ,涉及 大 约 n 个 单个 数码 的 乘法 和 不 超过 On? 个 加 
法 ,或 者 说 ,3n? 个 单个 数码 的 运算 . 不 论 小 学 生 怎 么 喊 难 , 这 些 问 题 
都 是 “容易 ”的 . 反之 ,考虑 旅行 商 问题 : 给 推销 员 找 一 条 通过 一 组 给 
定 城市 的 最 短路 . 如 果 有 个 城市 ,那么 ,我 们 需要 考虑 的 线路 的 数 
EEn! = n(n 一 1)(n 一 2)…3。2。1, CHE n 的 任何 次 吞 都 增长 得 
快 . 因此 , 靠 一 一 枚 举 是 毫 无 希望 .没有 效率 的 . 

相当 奇怪 的 是 ,算法 复杂 性 理论 中 ,其 中 心 的 问题 是 ,证 明确 有 复 
杂 的 算法 . 即 , 要 证 明 某 个 “有 兴趣 ”的 问题 真正 是 “ 难 ” 的 . 这 里 的 困难 
在 于 ,证 明 一 个 问题 是 “容易 ”的 并 不 难 ;而 证 明 一 个 问题 是 “ 难 ”的 却 
很 难 ! 为 了 说 明 一 个 问题 是 “容易 ”的 ,只 需 找到 一 个 用 多 项 式 时 间 能 
解决 它 的 算法 . 而 不 用 管 这 算法 是 不 是 最 好 的 ,最 巧妙 的 . 但 是 ,为 了 
证 明 一 个 问题 是 “ 难 ” 的 ,只 给 出 某 个 非 多 项 式 时 间 的 算法 是 不 够 的 . 可 
能 你 选 的 算法 是 不 对 的 ,也 许 存 在 一 个 更 好 的 多 项 式 时 间 的 算法 . 为 了 
排除 这 种 可 能 性 ,你 必须 找到 某 种 数学 的 方式 ,用 它 来 考虑 这 问题 的 所 
有 可 能 算法 ,说 明 它们 没有 一 个 是 多 项 式 时 间 的 . 但 这 是 十 分 困难 的 . 

现在 ,有 一 系列 的 “ 难 ” 问 题 一 一 如 ,旅行 商 问 题 \ 装 箱 问题 (给 定 
一 个 大 小 固定 的 盒子 和 许多 物体 , 放 多 少 物 体能 填 满 这 个 盒子 ) 、 背 
包 问 题 (如 何 能 以 最 好 的 方式 ,把 一 堆 给 定 大 小 的 物体 放 人 一 组 给 定 
大 小 的 盒子 中 ), 至 今 没 人 能 证 明 这 些 问题 中 的 任何 一 个 是 “ 难 ” 的 . 
但 是 ,在 1971 年 ,多 伦 多 大 学 的 库 克 (Stephen Cook) 证 明了 ,如 果 这 
些 问题 中 有 任何 一 个 是 “ 难 ” 的 ,那么 ,其 他 的 问题 也 是 “ 难 ” 的 . 大 致 
的 意思 是 ,你 可 以 把 这 些 问题 中 的 任何 一 个 挑 出 来 ,作为 这 些 问 题 的 
一 个 “代表 ”, 它 是 “ 难 ” 的 ,大 家 就 都 “ 难 ”, 共 存亡 . 这 些 问题 称 为 是 
NP 一 完全 的 . NP 的 意思 是 “ 非 多 项 式 的 ”. 人 人 都 相信 NP 一 完全 的 
问题 是 “ 难 ” 的 ,但 这 一 直 未 能 被 证 明 . 

NP 一 完全 性 和 施 泰 纳 问 题 有 关 , 因为 格拉 汉 姆 (Ronald 
Graham) , i (Michael Garey) 和 约翰逊 (David Johnson) 证 明了 ， 
计算 施 泰 纳 网 络 长 的 问题 是 NP 一 完全 的 问题 . 即 ,对 于 任意 给 定 的 
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一 组 城市 , 求 出 精确 的 施 泰 纳 网 络 长 的 任何 有 效 算法 ,将 自动 地 ,对 
那些 被 普遍 相信 是 不 具备 这 种 算法 的 计算 问题 ,提供 有 效 算法 . 

因此 , 施 泰 纳 比 值 猜想 (7) 变 得 十 分 重要 . 因为 它 表明 了 ,你 可 以 
用 一 个 容易 ”的 问题 代替 一 个 “ 难 ” 的 问题 而 损失 不 太 大 . 吉尔 伯 特 
和 珀 拉 , 在 他 们 做 这 猜想 时 ,手头 有 着 许多 证 据 . 特别 是 ,他 们 能 证 明 
这 猜想 的 一 个 较 弱 的 结果 , 施 泰 纳 网 络 长 与 生成 网 络 长 之 比 至 少 是 
0. 5. 到 了 1990 年 ,通过 许多 人 的 大 量 计算 ,证 明了 这 个 猜想 对 4 个 、 
5 个 和 6 个 城市 的 情形 是 对 的 . 对 一 般 的 ,任意 多 个 城市 ,人 们 把 这 个 
比值 的 下 限 从 O. 50 提高 到 0. 57、0. 74 和 0. 8. 在 1990 年 前 后 ,格拉 汉 姆 
HOE Fang Chung) 把 它 提高 到 0. 824. 其 计算 量 之 大 ,被 他 们 称 为 “这 
是 真正 可 怕 的 一 一 十 分 清楚 的 是 ,用 这 种 方法 再 做 下 去 是 不 对 头 的 ” 

为 了 能 进一步 向 前 推进 ,这 些 庞大 的 计算 必须 被 简化 . 堵 丁 柱 和 
黄 光明 发 现 了 -一 个 更 好 的 方法 ,完全 可 以 避 开 这 些 可 怕 的 计算 . 基本 
的 问题 是 ,在 解决 这 个 问题 时 ,如 何 让 等 
边 三 角形 参加 进来. 在 图 295 的 正三 角形 YVAN 
的 例子 ( 它 给 出 了 上 述 比值 的 下 界 ) 和 一 YEN) 
般 的 一 组 城市 (希望 它 有 同样 的 下 界 ) 之 YOY G 


间 , 有 一 个 大 的 空 txt OXY YY 
间 , 有 -个 大 的 空隙. 如 何 能 够 穿 过 这 个 LA 
“无 人 "区 ? 这 里 存在 着 一 类 “中 间 站 ”. 想 RAN 


象 在 平面 上 铺 满 了 大 小 相同 的 正三 角形 ， 
形成 了 三 角形 网 格 ( 图 298). 城市 只 位 于 图 298 


这 些 三 角形 的 中 心 是 我 们 要 考虑 的 施 泰 纳 点 . 简 而 言 之 ,你 可 以 找到 
许多 ,不 是 靠 计算 而 是 靠 理 论 上 的 分 析 的 办 法 来 处 理 这 个 问题 . 

当然 ,并 不 是 每 一 组 城市 都 能 很 方便 地 放 到 三 角形 的 顶点 上 . 堵 
丁 柱 和 黄 光 明 的 洞察 力 在 这 里 是 起 了 决定 作用 的 . 证 明 仍 然 是 用 反 
证 法 , 找 出 矛盾 . 假定 这 个 猜想 是 不 对 的 ,这 时 ,一 定 存在 一 个 反例 ， 


即 有 一 组 城市 ,对 它 来 说 ,其 比值 小 于 如 . 堵 丁 柱 和 黄 光明 证 明了 ， 
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如 果 这 猜想 有 反例 存在 ,那么 一 定 有 一 个 反例 , 它 的 所 有 城市 都 在 三 
角形 网 格 的 顶点 上 . 这 使 得 问题 变 成 了 规范 的 问题 ,从 而 ,相对 来 说 ， 
简单 地 证 明了 这 个 定理 . 

为 了 对 城市 在 三 角形 网 格 项 点 的 情形 ,证 明 上 述 结果 ,他 们 把 这 
猜想 重新 表述 ,叙述 成 一 个 对 策 论 的 问题 . 在 这 里 ,参加 游戏 的 人 相 
互 竞争 , 设法 减少 对 手 的 赢得 . 对 策 论 是 1947 EID KS 
(Johnvon Neumann) 和 摩根 斯 特 恩 (Oskar Morgenstern) 在 他 们 发 
表 的 经 典 著作 《竞赛 论 与 经 济 行为 ?中 建立 的 . 在 堵 丁 柱 和 黄 光 明 关 
于 施 泰 纳 比值 猜想 的 表述 中 ,一 个 游戏 者 选择 施 泰 纳 网 络 的 一 般 “ 形 
状 ”, 而 其 他 人 选择 的 是 ,他 们 能 找到 的 、 这 网 络 的 最 短 长 度 . 堵 丁 柱 
和 黄 光 明 观 察 到 这 游戏 中 的 收益 函数 有 “上 号 ”的 特性 ,从 而 ,否定 了 网 
格 上 反例 的 存在 . 


$11 肥皂 膜 和 最 小 曲面 
( 见 第 395 页 ) 


在 第 七 章 $ 11 中 多 次 提 到 一 个 观察 到 的 现象 : 当 三 片 皂 膜 相 
交 时 ,它们 构成 120" 夹 角 . 这 是 与 施 泰 纳 问 题 ( 见 第 366 页 ) 相 关 的 
现象 . 当 四 片 皂 膜 曲面 交 于 一 点 时 ,有 类 似 的 现象 . 如 第 396 页 图 
240 所 示 , 从 实验 上 看 ,每 个 曲面 在 该 点 处 形成 的 角 接 近 109°. 这 


也 是 四 个 平面 交 于 四 面体 的 中 心 时 形 
NS 成 的 角度 ,如 图 299 所 示 . 附带 地 ,这 意 
味 着 ,图 240 中 的 小 的 中 心 “正方 形 ”不 
Fe 是 真正 的 正方 形 . 并 且 , 转 而 可 解释 为 
什么 立方 体 框架 上 形成 的 13 张 曲面 是 
图 299 四 面体 框架 中 的 最 EOC h. 


小 曲面 ; 四 个 面相 交 在 这 些 有 关 角 度 的 一 般 结 果 是 普 拉 图 
中 心 ,形成 109 的 角 。 首先 记录 下 来 的 . 他 叙述 了 在 框架 上 捍 
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膜 形状 的 三 个 原理 : 

D 它们 由 有 限 个 平坦 的 或 光滑 弯曲 的 曲面 ,光滑 地 相交 组 成 . 

2) 这 些 曲面 仅 以 两 种 方式 相交 : 三 张 曲面 相交 于 一 光滑 曲线 
或 四 张 曲面 交 于 一 点 . 

3) 三 张 曲面 相交 时 ,它们 彼此 间 的 夹 角 是 120"; 四 张 曲面 相交 
时 ,形成 的 棱 之 间 的 角度 约 是 109” 
在 1976 年 ,阿尔 姆 格雷 (Frederick Almgren) #1) (Jean Taylor) 
证 明了 这 三 个 性 质 都 是 由 单独 一 个 数学 原理 得 来 的 . 这 个 原理 是 第 
七 章 8$ 11 的 基础 . 它 表述 为 : 皂 膜 所 取 的 形状 是 使 总 面积 达到 最 小 
的 形状 . 也 许 使 人 惊讶 的 是 ,证 明 中 困难 的 步骤 是 , 普 拉 图 的 第 一 个 
原理 和 大 多 数 的 定性 的 讨论 一 一 即 证 明 形状 是 由 有 限 个 曲面 组 成 
的 . 另外 两 个 原理 从 几何 上 证 明 是 相对 容易 的 . 我 们 首先 说 明 后 者 的 
论证 ,然后 再 讨论 普 拉 图 第 一 原理 的 证 明 . 

由 第 一 原理 推导 出 第 二 和 第 三 原理 的 第 一 步 是 ,利用 曲面 的 光 
滑 性 ,把 问题 简化 为 一 个 有 关 平 面 的 问题 . 如 果 把 三 张 曲 面 的 交 线 或 
四 张 曲 面 的 交点 附近 的 一 个 很 小 的 区 域 放 大 ,那么 曲面 几乎 是 平 的 . 
并 且 , 放 得 越 大 , 越 显 得 平坦 . 通过 思考 这 种 近似 含有 的 误差 ,只 要 简 
单 地 假定 曲面 是 平面 ,就 足以 证 明 普 
拉 图 第 二 和 第 三 原理 了 . 第 二 步 ,把 这 
个 问题 化 为 球面 上 直线 的 问题 . 考虑 
平面 区 域 如 何 与 球 心 在 交 线 上 或 交点 
上 的 球面 相 截 ,那么 ,这 组 平面 可 由 一 
组 大 圆 上 的 弧 线 代替 ( 见 图 300). 与 
最 小 化 面积 的 要 求 相似 ,这 些 弧 线 的 500 把 一 组 和 而 的 几何 转化 
总 长 度 应 最 小 . 用 与 施 泰 纳 定理 的 球 
面 表述 相似 的 一 个 方法 ( 见 第 367 页 ) ,证 明 三 条 相交 的 弧 线 的 交角 
为 120". 第 三 步 是 ,证 明 满足 这 些 条 件 的 大 圆 弧 只 有 十 种 构 形 (图 
301). 第 四 步 , 依 次 对 每 一 种 构 形 ,寻找 能 使 球体 内 总 面积 减少 的 、 相 


9 10 
图 301 MAZZ 120 的 十 种 构 形 
选 自 Scientific American (科学 的 美国 人 ) 235, No. 1 (July 1976), pp. 90 
一 91]. 


应 平面 的 微小 变形 一 一 这 可 能 会 产生 新 的 面 . 如 果 这 样 缩减 面积 是 
可 能 的 ,相应 圆 弧 的 构 形 应 该 被 取消 ,因为 它 不 满足 最 小 面积 的 曲面 
这 一 要 求 . (在 实际 中 ,为 了 导出 有 关 的 微小 变形 的 一 般 形式 ,可 以 制 
作对 应 的 线 框架 ,通过 观察 皂 膜 形成 的 样式 对 某 些 情形 进行 研究 . 面 
积 缩减 的 各 种 可 能 性 ,是 可 以 通过 适当 的 估计 而 严格 建立 的 . ) 通 过 
这 些 步 骤 后 ,有 三 个 构 形 被 保留 下 来 了 . 它们 是 ,一 个 单独 的 大 圆 , 交 
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角 为 120" 的 三 张 曲面 以 及 交角 为 109" 的 四 张 曲面 . 普 拉 图 第 二 和 第 
三 原理 就 立刻 得 到 . 

上 述 的 一 切 讨论 都 取决 于 ,要 证 明 面 积 最 小 的 形状 是 由 有 限 个 
曲面 组 成 的 . 为 了 说 明 这 一 点 ,需要 仔细 考虑 各 种 可 能 的 、 更 复杂 的 
形状 . 这 就 需要 把 面积 的 概念 推广 到 更 复杂 的 曲面 . 这 个 问题 分 为 两 
个 步骤 . 首先 ,证 明 存在 某 个 复杂 的 曲面 , 它 使 一 般 概念 的 面积 达到 
最 小 . 其 次 ,利用 最 小 化 的 性 质证 明 : 这 复杂 的 曲面 实际 上 是 相当 简 
单 的 , 它 是 由 有 限 个 光滑 曲面 组 成 的 . 

完成 这 两 个 步骤 的 技巧 具有 独创 性 和 抽象 性 . 属于 “几何 测度 
论 ” 的 领域 一 -分 形 维 的 定义 属于 这 同一 领域 .粗略 地 说 ,任何 一 个 
特定 的 曲面 S, 都 可 用 其 “测度 ”来 代替 . 这 测度 是 一 个 函数 , 即 对 给 
定 空间 中 的 任意 区 域 X, 都 可 由 曲面 S 位 于 X 内 部 的 那 部 分 面积 与 
其 对 应 . 对 更 复杂 的 曲面 ,可 以 用 具有 这 些 曲 面 测度 类 似 性 质 的 函数 
来 表示 . 用 测度 来 代替 曲面 形状 的 好 处 是 ,测度 具有 很 多 非常 好 的 性 
质 一 一 例如 ,它们 可 以 相 加 ,或 可 把 它 定 义 为 其 他 测度 序列 的 极限 . 
而 对 几何 形状 ,很 难 直 接 定 义 这 样 的 运算 . 

在 几何 测度 论 中 ,最 小 测度 的 存在 性 可 直接 得 到 . 这 个 论证 的 更 
困难 之 处 是 ,如 何 表明 每 一 个 最 小 测度 对 应 一 组 有 限 个 光滑 曲面 . 具 
有 讽刺 意味 的 是 ,这 些 曲面 如 何 连接 起 来 的 知识 (如 果 它们 确实 是 曲 
面 的 话 ) 一 一 普 拉 图 第 二 ,第 三 原理 一 一 帮助 了 阿尔 姆 格雷 和 泰勒 解 
决 了 ,怎样 证 明 它 们 实际 上 是 曲面 的 问题 . 预先 知道 “应 该 是 什么 ”的 
答案 ,通常 会 使 寻找 证 明 方法 变 得 容易 些 . 


$ 12 非 标 准 分 析 


( 见 第 445 页 ) 


柯 朗 和 罗 宾 在 第 447 页 指出 :“ 作 为 无 穷 小 量 的 “微分 ,现在 是 
肯定 而 且 不 光彩 地 被 抛弃 了 . ”这 确切 地 反映 了 在 《什么 是 数学 ) 这 本 
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书写 作 的 时 代 人 们 的 观点 . 尽管 有 柯 朗 和 罗 宾 这 样 的 结论 ,在 人 们 心 
目 中 仍然 有 某 种 直观 的 东西 ,并 会 借助 旧式 的 “无 穷 小 量 ” 进 行 讨论 . 
这 些 词 仍 在 我 们 的 语言 或 思想 中 出 现 . 例如 时 间 的 “瞬间 ”,“ 瞬 时” 速 
度 ,曲线 被 看 作 是 无 穷 多 个 小 的 直线 ,曲线 围 成 的 面积 看 成 是 无 穷 多 
个 面积 为 无 穷 小 的 矩形 之 和 . 这 种 直观 现在 又 被 认为 是 对 的 了 . 因为 
最 近 发 现 无 穷 小 量 的 概念 不 再 是 不 光彩 的 ,并 且 完 全 不 需要 被 抛弃 . 
现在 可 以 对 分 析 建 立 一 个 严格 的 体系 ,其 中 维尔 斯 特 拉 斯 的 e-6 E 
义 ( 见 第 313 页 ) 被 有 关 无 穷 小 量 的 论述 所 代替 . 这 些 无 穷 小 量 看 上 
去 和 莱 布 尼 茨 ,牛顿 , 柯 西 的 直观 思想 惊人 地 类 似 , 

使 得 无 穷 小 量 重 新 受到 尊重 的 学 科 称 为 非 标准 分 析 . 它 不 同 于 
e-6 的 方法 ,但 完全 是 有 生命 力 的 、 可 行 的 . 然而 ,由 于 某 些 原因 一 一 
其 中 之 一 是 科学 上 的 保守 性 一 一 使 得 大 多 数 的 数学 家 仍 宁愿 采用 维 
尔 斯 特 拉 斯 的 观点 . 最 大 的 心理 问题 是 ,建立 这 样 一 个 体系 要 涉及 现 
代数 理 逻 辑 的 深奥 思想 . 大 约 从 1920 年 到 1950 年 ,数理 逻辑 有 一 个 
飞速 的 发 展 . 产生 的 一 个 分 枝 叫 做 模型 论 , 它 讨论 的 问题 是 ,构造 和 刻 
画 公理 体系 的 模型 一 一 服从 这 些 公理 的 数学 结构 . 例如 ,坐标 平面 是 欧 
氏 几 何 的 一 个 模型 , 庞 加 菜 盘 ( 见 第 233 页 ) 是 双 曲 几何 的 一 个 模型 ， 
等 等 . 

对 实数 来 说 ,有 一 个 标准 的 公理 体系 . 长 期 以 来 ,人 们 认为 这 是 
唯一 的 模型 一 一 标准 实数 系 R. 之 所 以 如 此 ,其 中 一 个 原因 是 ,构造 
实数 的 不 同方 法 ( 见 第 82 页 ,第 85 页 ) 得 到 的 数 系 是 完全 一 致 的 . 而 
且 , 它 不 包含 无 穷 小 量 和 无 穷 大 量 . 那么 ,是 否 可 以 应 用 模型 论 来 构 
造 一 个 “ 非 标准 ”的 实数 系 ,使 得 它 包含 这 些 奇怪 的 对 象 呢 ? BORE 
辑 学 家 把 公理 体系 分 为 “第 一 阶 的 "和 “第 二 阶 的 ”. 在 第 一 阶 的 理论 
中 ,公理 表达 的 是 这 体系 中 所 有 对 象 都 要 满足 的 性 质 ,但 不 要 求 这 些 
对 象 组 成 的 集合 也 都 满足 . 而 在 第 二 阶 的 理论 中 ,不 存在 这 样 的 限 
制 . 在 普通 的 算术 中 , 像 “ 对 一 切 的 +,，y 有 


r+y=y+r” (8) 
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这 样 的 命题 是 第 一 阶 的 . 而 且 , 代 数 的 通常 运算 法 则 都 是 第 一 阶 的 . 
但 如 下 的 “ 阿 基 米 德 公 理 ， 


如 果 对 所 有 的 自然 数 n 有 z <2, = 0" 9 


是 第 二 阶 的 . 对 实数 系 来 说 ,大 多 数 的 公理 都 是 第 一 阶 的 ,但 也 有 些 
是 第 二 阶 的 .事实 上 ,第 二 阶 的 公理 (9) 是 有 决定 意义 的 , 它 使 得 R 
中 不 可 能 存在 无 穷 小 量 和 无 穷 大 量 . 于 是 ,由 此 可 知 ,如 果 公理 体系 
减弱 到 仅仅 包含 R 中 的 第 一 阶 的 特性 ,就 会 存在 使 (9) 不 成 立 的 其 
他 模型 . KR 是 这 样 的 一 个 模型 , 称 它 为 超 实 数 系 . 非 标准 分 析 的 
这 个 想法 是 罗宾逊 (Abraham Robinson) 在 1960 年 前 后 确立 的 . 我 
们 已 经 看 到 有 非 欧 几何 和 非 康 托 集合 论 , 现 在 我 们 又 发 现存 在 着 非 
阿 基 米 德 数 系 . 

RER 包含 了 一 些 重要 的 子 集合 ,有 标准 的 自然 数 集 N = {0， 
1, 2, ++}, 也 有 一 个 比 它 大 的 非 标准 自然 数 集 N” ;有 标准 整数 集 乙 和 
相应 的 延 拓 , 非 标准 整数 集 Z ;有 标准 有 理 数 集 Q 和 相应 的 延 拓 IE 
有 理 数 集 Q" ;有 标准 的 实数 集 R 和 非 标准 实数 集 ( 超 实数 集 R ). 

R 中 每 一 个 第 一 阶 的 性 质 都 可 以 唯一 地 、 自 然 地 延 拓 到 R" .但 
是 ,(9) 表 示 的 第 二 阶 的 性 质 在 R" 中 不 成 立 . 超 实 数 包含 有 真正 的 
无 穷 小 量 和 无 穷 大 量 . WW, ER 是 无 穷 小 量 是 指 工 满足 : zx 天 0， 


BRAH n EN, 有 工 一 i, 以 前 关于 “无 穷 小 量 不 存在 ”的 讨论 实 


际 上 是 证 明了 ,在 实数 集中 不 存在 无 穷 小 量 , 也 就 是 说 ,无 穷 小 量 属 
FR’ ,但 不 属于 R. 这 完全 是 合理 的 ,因为 R 是 R* 的 子 集 . 随 之 而 
KE R 中 (9) 应 “修改 ”为 


如 果 对 所 有 的 maE N" ,有 xz 二 士 , 则 xz 二 0. (10) 


这 确实 是 成 立 的 . 因此 ,把 (9) 中 自然 数 改 为 非 标准 自然 数 会 有 很 大 
的 不 同 . 
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以 前 人 们 延 拓 数 集 时 ,是 为 了 使 所 希望 的 性 质 能 够 在 更 大 的 范 
围 内 成 立 ( 见 第 64~76 页 ). 现在 ,把 实数 延 拓 到 超 实 数 是 又 一 个 例 
子 .例如 ,把 有 理 数 延 拓 到 实数 ,是 为 了 允许 2 可 以 开平 方 ;把 实数 延 
拓 到 复数 ,是 为 了 允许 一 1 可 以 开平 方 . 所 以 ,为 什么 不 能 把 实数 延 
拓 到 超 实数 从 而 允许 无 穷 小 量 存在 呢 ? 

我 们 可 以 在 R' 中 来 证 明 R 中 的 定理 ,因为 只 要 涉及 的 是 第 一 
阶 的 性 质 , 数 系 R AR 是 没有 区 别 的 . AR 有 许多 新 的 特性 , 例 
如 ,存在 无 穷 小 量 和 无 穷 大 量 . 这 些 新 的 性 质 能 用 一 种 新 的 方式 表 
示 . 这 些 新 的 特性 是 第 二 阶 的 性 质 . 这 说 明了 为 什么 新 的 数 集 具 有 这 
些 性 质 而 原来 的 数 集 却 没有 它们 . 类 似 的 说 明 可 以 适用 于 数 系 和 子 
HAR: NAN, ZAZ, QMQ. 

为 了 对 于 非 标准 分 析 能 有 些 体会 ,这 里 给 出 几 个 定义 , 一 个 超 实 
数 ,如 果 它 小 于 某 个 标准 实数 ,就 称 它 是 有 限 的 超 实 数 ; 如 果 它 小 于 
任何 标准 的 正 实数 ,就 称 它 是 无 穷 小 量 . 不 是 有 限 的 超 实数 ,就 称 它 
是 无 穷 大 量 . 任何 不 在 R 中 的 数 都 叫 非 标准 的 . 如 果 z 是 无 穷 小 量 ， 


则 二 是 无 穷 大 量 ,反之 亦 然 . 


如 果 仅仅 是 发 明了 一 个 数 系 , 那 就 没什么 重要 意义 . 但 是 ,R 和 
R 虽然 不 同 , 却 有 着 紧密 联系 . Bb. BPE RR x RAE 
一 的 一 个 标准 部 分 std(z), 它 无 限 接近 x, Bil zx 一 std(x) 是 无 穷 小 
量 . 换 句 话说 ,每 一 个 有 限 超 实 数 都 可 以 唯一 地 表示 为 “ 它 的 标准 部 
分 加 一 个 无 穷 小 量 ” 这 就 好 像 每 一 个 标准 部 分 被 无 限 多 个 接近 它 的 
超 实数 所 包围 ,通常 把 它们 称 为 它 的 光 晕 . 每 一 个 这 样 的 光学 围绕 着 
一 个 实数 ,不 知 什么 原因 ,这 个 实数 被 称 为 它 的 影子 ,虽然 , 像 “ 核 ” 
“中 心 ”这 样 的 词 会 让 人 更 好 地 想象 . 利用 数 的 标准 部 分 ,我 们 可 以 把 
R' 的 性 质 转移 到 R, 反 过 来 也 可 以 这 样 做 . 

为 了 看 到 非 标准 分 析 中 的 证 明 与 标准 分 析 中 的 证 明 的 不 同 , 看 
看 莱 布 尼 茨 是 如 何 计算 函数 y= f(x) = 2° 的 导数 的 . 他 取 了 一 个 


很 小 的 数 Ar, 给 出 比值 EEA NL (牛顿 的 做 法 基本 相 
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同 ,只 是 他 用 符号 o 代替 Ax. ) 莱 布 尼 茨 的 做 法 如 下 : 计算 


《(z 十 Arz) — f) 
Ar 


M (w+ Ar)’ a? 
Ar 


x +2rAr + (Ar)? — 2° 
Ar 


— 2xAr+(Ar)* 
Ar 


= 2x + Ar 
莱 布 尼 获 宣称 ,Az 是 无 穷 小 量 ,因此 可 以 忽略 不 计 ,得 到 2z. 但 是 ， 
为 了 使 LEER LD 有 意义 ,Az 必须 不 等 于 零 ,但 是 ,这 样 


2r + Ar 就 不 会 等 于 2zr. 这 一 困难 使 得 柏 克 菜 (Berkeley) 大 主教 写 
出 了 著名 的 批评 文章 (分 析 学 者 ,或 致 一 个 不 信教 的 数学 家 》, 在 这 简 
文章 中 ,他 指出 了 微 积分 基础 中 的 某 些 逻 辑 上 的 问题 . 

维尔 斯 特 拉 斯 为 了 回击 柏 克 莱 的 反对 ,加 上 了 最 后 一 步 : 让 Ar 
趋 于 零 , 取 极限 .牛顿 和 莱 布 尼 茨 表示 过 类 似 的 思想 ,但 不 像 维尔 斯 
特 拉 斯 用 se- 语言 表示 的 那么 清楚 . ) 由 于 Ar 的 非 零 值 可 以 趋 于 
零 ,我 们 可 以 假定 ,在 计算 的 过 程 中 Az 的 值 都 不 等 于 零 , 因 此 ,用 
Ar 去 除 是 有 意义 的 . 然后 ,让 Ar->0, 取 极限 ,去 掉 Ar 这 别扭 的 项 ， 
得 到 所 要 的 2z. 

在 非 标准 分 析 中 解决 的 方法 就 比较 简单 了 . 取 z 为 一 个 有 限 数 
且 是 标准 的 ( 即 让 TER ,假定 Az 是 真正 的 无 穷 小 量 ,我 们 用 2z 十 
Az 的 标准 部 分 std(2z 十 Ar)( 它 等 于 2z) 来 代替 它 . 换 句 话说 ,我 们 
把 f(x) 的 导数 定义 为 


i de f(x) 
std Ar |, 


这 里 z 是 标准 实数 而 Az 是 任意 的 无 穷 小 量 . 选取 标准 部 分 的 思想 
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恰恰 是 导数 的 定义 , 即 用 z 的 实数 值 的 函数 来 代替 r 和 Ar 的 超 实 
数值 的 函数 . 这 时 ,去 掉 Ar 的 项 的 做 法 是 完全 严格 的 ,因为 std(z) 
是 唯一 确定 的 实数 . 不 用 在 各 种 借口 的 掩盖 下 ,把 额外 的 Ax 去 掉 ， 
而 是 很 清楚 地 把 它 删除 . 

非 标准 分 析 的 教程 好 像 是 在 展示 ( 柯 朗 和 罗 宾 花 了 很 多 篇 幅 想 
让 我 们 避免 的 ) 错 误 . 例如 : 

1. 如果 对 所 有 的 无 穷 大 量 w, FJ ,一 L 是 无 穷 小 量 ,那么 序列 
So 就 收敛 到 工 (与 第 298 页 的 内 容 比较 ). 

2. 如 果 对 所 有 的 无 穷 小 量 e, f(z + ©) 无 限 靠近 f (2), 即 
fate) — f(x) 是 无 穷 小 量 ,那么 函数 了 在 z 处 连续 (与 第 320 页 
的 内 容 比 较 ). 


3. 对 所 有 的 无 穷 小 量 Ar, LEADS sega a 等 


价 于 函数 了 在 zx 处 有 导数 (与 第 425 页 的 内 容 比 较 ). 

4. 由 曲线 围 成 的 区 域 的 面积 是 无 穷 多 个 无 穷 小 矩形 的 和 (与 第 
411 页 内 容 比较 ). 

然而 ,在 非 标准 分 析 的 体系 中 ,这 些 命题 都 可 以 赋予 严格 的 

事实 上 ,关于 R 中 的 内 容 , 非 标准 分 析 不 可 能 得 到 任何 与 标准 
分 析 不 同 的 结论 . 为 此 ,很 容易 使 人 认为 ,用 非 标准 方法 是 没 用 的 , 因 
为 “ 它 产生 不 了 任何 新 的 东西 ” 但 不 应 过 早 下 结论 . 问题 不 是 “得 到 
的 结果 是 否 相同 ?”, 而 应 该 是 “得 到 这 些 结果 的 方法 ,是 不 是 更 简单 、 
更 自然 ?牛顿 在 他 的 “自然 科学 的 哲学 原理 ?一 书 中 曾 说 过 ,任何 用 
微 积分 能 证 明 的 结论 ,用 经 典 几 何 也 能 证 明 . 但 这 并 不 意味 着 微 积分 
没有 价值 . 对 于 非 标准 分 析 也 应 该 这 样 看 . 

经 验 显示 ,用 非 标 准 分 析 给 出 的 证 明 , 通 常 是 更 简短 的 , 比 经 典 
的 e-6 证 明 更 直接 . 因为 它 避免 了 对 经 典 证 明 中 出 现 的 各 种 量 的 复 
杂 的 估计 . 广泛 采用 非 标 准 分 析 的 一 个 主要 障碍 是 ,对 它 的 理解 ,要 
求 有 很 强 的 数理 逻辑 背景 一 一 这 与 传统 分 析 是 十 分 不 同 的 . 
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下 面 的 大 多 数 问题 是 给 程度 比较 好 一 点 的 读者 准备 的 . 这 些 题 
目 是 为 了 培养 独立 思考 的 能 力 ,而 不 是 为 了 训练 平常 的 技巧 . 


算术 和 代数 


(1) 我 们 怎么 知道 (如 第 74 页 上 所 说 的 那样 ) 10 的 任意 次 寡 都 
不 能 被 3 整除 ? 〈 见 第 58 页 ) 

(2) 证 明 最 小 正 整数 原理 是 数学 归纳 法 定理 的 一 个 推论 . ( 见 第 
26 页 ) 

(3) 把 二 项 式 定理 用 到 (1 十 1)” 的 展开 式 , 证 明 


C+C Ci e + C= 2. 


“(4) 任 取 一 个 整数 z = abe, 把 它 的 数码 加 起 来 a 十 5 十 
< 十 …， 从 = 中 减 去 这 个 数 ,在 所 得 的 结果 中 任意 去 掉 一 个 数码 ,再 
把 剩 下 的 数码 加 起 来 用 w 表示 . 如 果 我 们 只 知道 w, 能 不 能 找 出 一 
个 规则 来 求 出 划 掉 的 数码 是 几 ? Cw = 0 时 , 无 法 确定 . ) 像 同 余 的 许 
多 其 他 简单 事实 那样 , 它 可 以 用 来 编 一 个 很 好 的 谜语 . 

(5) 一 阶 等 差 数 列 是 这 样 一 系列 数 a, a 十 d, a 十 2d, a 十 
3d, +++, 其 中 相 邻 两 项 的 差 是 一 个 常数 . 二 阶 等 差 数 列 是 这 样 一 系 
列 数 a ，as，as，…, 其 中 差 us 一 ai 形成 一 阶 等 差 数 列 . 类 似 地 , 
阶 等 差 数 列 是 这 样 一 系列 数 : 这 些 差 形 成 一 个 一 1 阶 等 差 数 列 . 证 
H: 整数 的 平方 是 一 个 二 阶 等 差 数 列 ,并 用 归纳 法 证 明 整 数 的 & 次 
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FER 阶 等 差 数 列 . 任意 一 个 序列 ,如 果 它 的 第 项 a, 可 以 表示 为 
co Hant onr +e ant 

的 形式 ,这 里 这 些 c EAR TA CE k 阶 等 差 数列 .“ 对 于 & = 2, 
k = 3 和 一 般 的 &, 证 明 这 个 命题 的 逆 命 题 . 

(6) TERA k 阶 等 差 数列 的 前 n 项 的 和 是 一 个 十 1 阶 等 差 数 列 . 

(7) 10296 有 多 少 个 因子 ? 〈 见 第 33 页 ) 

(8) 利用 代数 公式 

(a? +N +d’) = (ac —bd)’ + (ad + bc)’, 

通过 归纳 法 证 明 : 任意 整数 r = aaz…a.， 如 果 所 有 这 些 a 是 两 个 
整数 的 平方 和 , 则 ~ 本 身 也 是 两 个 整数 的 平方 和 .用 2 = +7’, 
5= +2, 8 = 2? 十 22 等 等 ,对 r= 二 160, r = 1600, r = 1300, 
r = 625 来 验证 这 一 点 . 如 果 可 能 的 话 , 对 这 些 数 给 出 几 种 不 同 的 


(两 个 整数 平方 和 的 表示. 
(9) 用 习题 (8) ,由 给 定 的 一 些 毕 达 再 拉 斯 三 元 数 , 造 出 一 个 新 
的 毕 达 哥 拉 斯 三 元 数 . 
(10) 对 以 7, 11, 12 为 基底 的 数字 系统 ,建立 类 似 于 第 44 页 的 
那些 可 除 性 规则 . 
(11) 已 知 两 个 正 有 理 数 
r= 人 s=4, 


证 明 不 等 式 r > s Mac 一 bd > 0 等 价 . 
(12) 己 知 两 个 正 数 r、s, WEr< s, WA 


r+s 


rg 


<s, 


z<ars< (r+s)’. 


附录 补充 说 明 问题 和 习题 。 547+ 


(13) 如 果 = 是 任 一 复数 ,用 归纳 法 证 明 : +i 可 以 表 为 量 


一 = 十 十 的 一 个 ”次 多 项 式 .( 见 第 114 页 ) 
“(14) 简 记 Elp) = cos p+ isin p, 我 们 有 
[LE(p)]” = Elmo). 
利用 这 一 点 和 第 20 页 上 的 等 比 级 数 公式 ( 它 对 复数 也 成 立 ) 
TEA: 
sin p+ sin 2g + sin 39+ + + sin ng 


1 
_ cos > —cos(n+>)e 
asin £ 


4 + cos p+ cos 29+ cos 39+ +++ + cos np 


E sin(n | +)e 
2sin -$ 
(15) 在 第 25 页 习题 3 的 公式 中 ,如 果 我 们 代 人 
9 一 下 (P)， 
将 得 到 什么 结果 ? 
解析 几何 


仔细 研究 下 面 的 练习 ( 它 提供 了 一 些 图 和 数值 的 例子 ) 将 有 助 于 
掌握 解析 几何 的 要 点 . 假设 读者 已 经 熟悉 了 三 角 学 中 的 定义 和 简单 
的 事实 . 

把 直线 或 线段 看 作 带 有 从 它 的 一 点 到 另 一 点 的 方向 ,这 常常 是 
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有 用 的 . 有 向 直线 PQ( 或 有 向 线段 PQ) 意 味 着 这 直线 (或 线段 ) 带 有 
从 已 到 Q 的 方向 .一 条 有 向 直线 如 果 没 有 明确 的 表示 ,将 认为 它 取 
了 任意 一 个 确定 的 方向 .但 对 有 向 z 轴 ,其 方向 将 取 作 从 0 出 发 到 带 
AE 坐标 的 点 的 方向 ;对 有 向 y 轴 也 类 似 . 必须 而 且 只 须 有 向 直 
线 (或 有 向 线段 ) 有 相同 的 方向 则 称 它们 是 平行 的 . 在 有 向 直线 上 的 
一 条 有 向 线段 ,其 方向 可 以 用 这 线段 两 个 端点 的 距离 加 上 正 负 号 来 
表示 ,其 正 、 负 号 按照 这 线段 和 这 直线 的 方向 是 相同 还 是 相反 而 定 . 
我 们 希望 把 “线段 PQ” 这 词 推广 到 P 和 Q 重合 时 的 情形 ,对 这 样 一 
个 “线段 ”, 我 们 必须 明确 规定 它 的 长 度 为 零 , 且 没有 方向 . 

(16) 证 明 ; 如 果 P, C yy) 和 Ps(zs，y% ) 是 任意 两 点 , 则 线段 
P,P, 的 中 点 Po(x。，yo) 的 坐标 为 


(zi +22) Qi +y?) 
7 > Yo aan 


To 


更 一 般 地 ,如 果 P, 和 P, 是 不 同 的 点 ，P。 在 有 向 直线 P P, 上 使 有 
向 长 度 的 比值 P,P。: PiP, $F k, 则 P, 的 坐标 是 
Zo 一 (1 一 A)zi Hkz: y = (1—k)y +kyz. 


(提示 : 在 这 带 比 例 的 线 眉 上 作 两 条 平行 横 线 . ) 
这 时 在 直线 P,P, 上 的 点 ,其 坐标 的 形式 是 


z= Àt 十 azz， y = Ayi HAY» 


REA +A, =1. A, =1 入 二 0 分 别 表示 点 Pl MA P. A, 取 负 值 表 
示 点 在 P, 外 ,4 取 负 值 表示 点 在 P 外 . 

AD 以 类 似 的 方式 用 & 的 值 来 说 明 直 线 上 点 的 位 置 . 

用 正 负数 来 表示 旋转 的 方向 ,这 和 表示 距离 一 样 重要 . All x HH 
旋转 90° 后 和 有 向 y 轴 重 合 . 我 们 把 这 个 旋转 方向 定义 为 正 的 . 在 通 
常 的 坐标 系 中 , 正 x 轴 指 向 右 方 , 正 y 轴 指 向 上 方 ,这 是 反 时 针 意 义 
的 旋转 . 现在 我 们 定义 一 有 向 直线 L 到 另 一 有 向 直线 L 的 角 为 : L 
变 成 平行 于 ls 时 , 转 过 的 角度 . 自然 ,这 角度 可 以 差 360"( 一 周 ) 的 整 
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数 倍 . 例如 ,有 向 x 轴 到 有 向 y 轴 的 角 是 90° BR — 270° 等 等 . 
(18) 如 果 a 是 有 向 z+ 轴 到 有 向 直线 1 的 角 , Pi P, 是 1 上 任 两 
Fis d 表示 从 已, 到 P, 的 有 向 距离 ,证明 


> ek NOE 
cosa d'sina 


Y2 — Iı 
’ 


d 
(zz — x) sina = (y, — yı cosa, 
如 果 直 线 /不 和 z 轴 垂 直 , / 的 斜率 定义 为 


m = tana = 221 ay 
not 


m 值 与 直线 的 方向 无 关 , 因 为 tana = tan(a+ 180°) 或 等 价 地 说 


(一 22) = Gr — yD 
(zi — 22) (zs — 2)" 


(19) 证 明 : 一 条 直线 的 斜率 到 底 是 零 . 正 的 或 负 的 ,这 按照 过 原点 
平行 于 它 的 直线 相应 地 是 在 工 轴 上 ,在 一 三 象限 或 二 ,四 象限 而 定 . 

我 们 按照 如 下 的 办 法 来 区 分 一 条 有 向 直线 ! 的 正 侧 和 负 侧 . 设 
PARE! 上 的 任 一 点 而 Q 是 P 到 1 EEE. PEL 的 正 侧 还 是 
负 侧 按 : 到 有 向 直线 QP 的 角 是 90 还 是 一 90" 而 定 . 

我 们 现在 确定 一 条 有 向 直线 i 的 方程 . 我 们 过 原点 O 作 ! 的 垂 
Bim, 取 m 的 方向 使 m 到 i 的 角 为 90%. 记 有 向 xz 轴 到 m 的 角 为 有 . 
则 a = 90°+2, sina=cosf, cosa 二 一 sinBR 设 R 是 m 和 i 的 交点 ， 
MARA z yi 我 们 用 d 表示 有 向 直线 m 上 的 有 向 距离 OR. 

(20) 证 明 4 是正 的 必须 而 且 只 须 O 在 ! 的 负 侧 . 

BAVA zı = dcos B, y, = dsin 及 〈 和 习题 (18) 比 较 , ) 
因此 (2 —2,) sina = (y — y, cosa K 

(x — dcos 8) cos B =— (y — dsin 8) sin £. 
由 此 得 方程 
zcos B+ ysinB—d = 0. 
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这 是 直线 ! 的 法 式 方程 . 注意 这 方程 和 的 方向 无 关 ,因为 方向 的 变 
化 将 改变 左边 每 一 项 的 符号 ,因此 方程 不 变 . 
用 任意 因子 乘 这 法 式 方程 的 两 边 ,我 们 得 到 直线 的 一 般 方程 ， 


ax+by+c=0. 
为 了 从 一 般 方程 倒 过 去 找 出 这 个 几何 意义 明确 的 法 式 方程 ,我 们 必 
须 乘 一 个 因子 ,使 前 两 个 系数 变 成 cos 8 和 sin p, 它们 的 平方 和 等 
于 1. 我们 可 以 用 因子 1/V 呈 十 到 R, 得 到 法 式 方程 


a b c 
0, 
Va? Fe =e Vr 
FRA 
a B b = sinf 
Va te cos P, Vere = sinp, 
Sà c = 
a+b 
(21) THEW: (a) U-MHABKHKAAD BA ERAF 
HF Ra (b) 选 定 了 上 述 的 任 一 因子 就 决定 了 这 直 


线 的 方向 . (c) 选 定 了 上 述 的 一 个 因子 后 ,原点 在 直线 的 正 侧 、 负 侧 
还 是 在 这 有 向 直线 上 ,是 按照 d 是 负 的 、 正 的 还 是 零 而 定 . 
(22) 直接 证 明 过 定点 Potos yo) ,斜率 为 m 的 直线 的 方程 为 


y 一 二 Mm(T 一 To) 或 y= 二 mz 十 Yo 一 mzo. 
证 明 过 两 个 定点 Pi (zi ，y )，P:(zz，y%) 的 直线 的 方程 为 
(y — (a — 21) = (2, — 2) Cy —- y). 


直线 (或 曲线 ) 与 = 轴 的 交点 的 2 坐标 称 为 这 线 的 一 个 x - 截 
距 , 对 y - 截 距 有 类 似 的 定义 . 
(23) 用 一 个 适当 的 因子 去 除 习 题 (20) 中 的 一 般 方 程 ,说 明 直线 
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的 方程 可 以 写成 截 距 式 
ž+ž=1, 


这 里 a 和 4 是 z- 截 距 和 2? - 截 距 . 何 时 出 现 例外 情形 ? 

(24) 用 类 似 的 方法 说 明 一 条 不 平行 于 y 轴 的 直线 的 方程 可 以 

写成 斜 截 式 
y=mz +b. 
(如 果 直 线 平行 于 y 轴 , 这 方程 可 写成 x = a.) 

(25) 设 az 十 by 十 c= 二 0 和 a'z 十 b'y 十 c" 二 0 是 两 条 没有 方向 、 
相应 斜率 为 m 和 m “的 直线 上 和 的 方程 . 说 明 ! 和 /2 是 平行 还 是 垂 
直 按 照 (a) m =m Rmm" =—1; (b) ab 一 a%b 二 0 或 aa 十 bb =0 
ME. (注意 : 即使 直线 的 斜率 不 存在 , 即 平行 于 y 轴 ,(5) 也 成 立 . ) 

(26) 证 明 : 过 定点 Po(zo，>o) 平 行 于 方程 为 

ax +by+c=0 
的 已 知 直线 ! 的 直线 ,其 方程 为 az + by = ax, 十 byo. 证 明 对 过 P。 
垂直 于 /的 直线 ,有 类 似 的 方程 bz 一 ay = bzu —ayo GER: MRL 
的 方程 是 法 式 , 则 上 述 每 一 种 情形 中 ,新 的 方程 也 是 法 式 . ) 

(27) 设 rcosB 十 ysinB 一 d 二 0 和 azr 十 by 十 c= 二 0 是 同一 条 直 
线 1 的 法 式 方程 和 一 般 方程 , 证 明 从 /到 任 一 点 Qlu, v) 的 有 向 距离 
Aw 

h = ucos B+ vsin B—d 
或 
a 十 如 十 c 
VEFE 
T h 是正 的 还 是 负 的 按 点 Q EAM BRC 的 方向 已 被 8 决定 或 被 
Va +O 前 面 选择 的 符号 决定 ) 的 正 侧 还 是 负 侧 而 定 . 提示: 写 出 
过 QQ 平行 于 / 的 直线 m 的 法 式 方程 ,并 求 出 /到 xm 的 距离 . ) 


h= 
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(28) Lar, y) = 0 表示 直线 /的 方程 
ar +by+c=0, 
类 似 地 , L Cx, y) = 0 是 直 线 UHRE. A 和 4 是 满足 十 1 = 1 的 
常数 .证 明 : WR ML E PCa yo MIZE, M P, 的 任 一 直线 的 
方程 为 
Al(x, y) 十 4 Cx, y) = 0. 

反之 亦 然 ;而 且 每 一 条 这 样 的 直线 用 上 述 选择 的 一 对 数 4 和 4 “唯一 
决定 . (提示 : P HEL 上 必须 而 且 只 须 !(zo，y) = aze 十 bo 十 < 一 
0. ) 如 果 ! 和 4 是 平行 的 ,上 述 方程 表示 什么 直线 ?注意 : 不 一 定 要 
A A+’ =1, 它 只 是 为 了 对 过 P, 的 每 一 条 直线 给 出 唯一 的 方程 . 

(29) 用 上 面 习题 的 结果 求 出 过 /与 1 的 交点 P。 和 另 一 点 
PCzi，y% ) 的 直线 方程 (不 求 P 的 坐标 ). (提示: HREM, y) 
HAL’ Cas ya) = 0, AHA 二 1 REA AIA”. ) 通 过 求 出 P, 的 坐标 
( 见 第 90,91 页 ) 来 验证 并 说 明 P 在 所 求 出 的 这 个 方程 的 直线 上 . 

(30) 证 明 : 直线 /和 4' 夹 角 的 平分 线 的 方程 为 

Va +b" Ux, y) =tVa FOL, y). 

(提示 : 见习 题 (27). ) 如 果 1 和 /是 平行 的 ,这 方程 表示 什么 ? 

GD 分 别 用 下 面 的 每 一 种 方法 求 线段 PP, 的 垂直 平分 线 的 方 
程 : (a) 求 出 直线 P,P, 的 方程 , 找 出 线段 P,P, 中 点 P, 的 坐标 , 求 
过 P, 垂直 于 P,P, 的 直线 的 方程 . O) 用 方程 表示 下 列 事实 : 垂直 
平分 线 上 任 一 点 Pa, yA P, 的 距离 (第 87 WSF P BP, 的 距 
离 . 把 这 方程 两 边 平方 再 化 简 . 

(32) 分 别 用 下 面 的 每 一 种 方法 求 过 三 个 不 共 线 的 点 Pi Prs 
P, 的 圆 的 方程 : (a) RRB P,P, MPP, 的 垂直 平分 线 的 方程 ,把 
这 两 条 直线 的 交点 取 作 圆心 , 求 出 它 的 坐标 ,把 半径 取 为 圆心 到 已 
的 距离 , 求 出 半径 . b) 这 方程 的 形式 必 是 x? 十 y — 2ax 一 2by = k 
AF 88 页 ). 由 于 上 述 三 个 给 定点 在 圆 上 ,我 们 必须 有 
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x +y 一 2arl — 2by, = k, 

z; +3 — 2ax, — 2by, = k, 

z3 +3 一 2ars — 2by; = k, 
因为 一 个 点 在 一 曲线 上 ,必须 而 且 只 须 它 的 坐标 满足 这 曲线 的 方程 . 
从 这 联 立方 程 解 出 a, b, k. 

(33) 求 长 轴 为 2p, 短 轴 为 2q, 焦点 在 Fle, 0M F’(—e, 0) 
(这 里 @ = pa) 的 椭圆 的 方程 . (用 这 曲线 上 任 一 点 到 下 和 下 的 
距离 r 和 x ROR. ) 按 椭圆 的 定义 , r+r' = 2p. 用 第 87 页 的 距离 公 
式 说 明 


r? —r = (x+e)°—(xr—e)’ = 4er. 
由 r?—P =r +r) —r) = 2plr’— 1), 
WHr’ —r = 2ex/p. 解 这 个 关系 式 和 x +r = 2p, 求 出 重要 的 公式 


r=- 5r +p» ra sate. 


由 于 ( 仍 用 距离 公式 ) 一 = ae 十, 把 必用 上 述 表 达 式 


(5r +p) awe 
(r—e} +y = (-$= +p). 

把 它 展开 ,合并 ,用 p? 一 g 代替 e? 并 化 简 . 说 明 这 个 结果 可 以 表示 为 
Z+% = 
p 9 

的 形式 . 

对 双 曲 线 同样 进行 . 双 曲 线 是 这 样 点 的 轨迹 : 它 使 差 + 一 r" 的 绝 
对 值 等 于 一 个 给 定 的 量 2p. 这 里 e = p Hg. 


(34) 抛物 线 定义 为 这 样 点 的 轨迹 : 它 到 一 固定 直线 ( 准 线 ) 的 
距离 等 于 它 到 一 固定 点 (焦点 ) 的 距离 . 如 果 我 们 把 直线 x = 一 a 取 
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作 准 线 , 把 Fla, 0) 取 作 焦 点 ,证 明 抛物 线 的 方程 可 以 写成 y = 


fax. 


几何 作 图 


(35) 证 明 : 用 圆规 和 直 尺 不 可 能 作出 VY5， V4, V5. 证 明 : 只 有 
当 a 是 一 个 有 理 数 的 三 次 方 时 ,Ya 才能 作 图 . ( 见 第 154 页 ) 

(36) RHE 3 + 2" 边 形 和 5。2" 边 形 的 边 长 并 找 出 相应 的 一 系 
列 扩 域 的 特征 . 

(37) 证 明 用 圆规 和 直 尺 不 能 三 等 分 120" 和 30° FA. GER: 在 
30" 的 情形 ,所 讨论 的 方程 是 


wile 


42° — 3z = cos 30° = 


通过 引进 一 个 新 的 未 知 数 u = /3z, 得 到 一 个 的 方程 ,如 第 159 页 
的 讨论 , u 是 不 可 作 图 的 . ) 

(38) 证 明正 九 边 形 是 不 能 作 图 的 . 

(39) 证 明 : 一 个 点 p(x，y) 对 于 以 原点 为 圆心 , r 为 半径 的 圆 
的 反 演 p'(r'，y ) 由 方程 


给 出 . 用 代数 的 办 法 求 出 用 r's y RRT, y 的 方程 . 

“(40) 用 习题 (39) ,通过 分 析 证 明 : 全 体 直线 和 圆 反 演 后 仍 是 
直线 和 圆 . 并 用 习题 (39) 核 对 第 163 页 的 性 质 a) 一 d) 以 及 相应 于 图 
61 的 那些 变换 . 

(41) 对 以 原点 为 圆心 的 单位 圆 进行 反 演 ,两 族 平行 于 坐标 轴 的 
直线 r= 常数 和 y= 常数, 将 变 成 什么 ? 用 解析 几何 和 不 用 解析 几 
何 对 此 给 出 回答 . ( 见 第 178 页 》 
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(42) 你 自己 选择 一 个 简单 的 情形 进行 阿波 罗 尼 斯 作 图 . 试用 第 
143 页 的 方法 从 分 析 上 来 解 . 


射影 几何 和 非 欧 几何 


(43) 对 四 个 调和 的 点 进行 排列 , 求 出 交叉 比 4 的 所 有 值 . 
(£: à =—1, 2, +.) 


(44) 四 个 点 何 时 能 使 第 191 页 给 出 的 六 个 交叉 比 的 值 有 某 些 
是 共同 的 ? OS: RAA=—1RA=1. 还 有 一 个 4 的 虚数 值 ,对 它 


1 “ rpne 
=T D 称 为 “等 反 调和 ”交叉 比 . ) 


(45) 证 明 : 如 果 交 叉 比 (ABCD) = 1, 则 C AMD 点 重合 . 

(46) 对 第 192 页 平面 交叉 比 证 明 上 述 命题 . 

(47) 证 明 : 如 果 已 和 已" 是 关于 某 个 圆 的 反 演 ,直径 AB 和 PP 
共 线 , 则 点 A,， B, P,P' 形 成 调和 交叉 比 (提示 : 用 第 192 页 的 解析 
RARO) PARERA, AB 取 在 坐标 轴 上 ). 

(48) 对 三 个 点 Pl，P。，P;, 求 出 第 四 个 调和 点 的 坐标 . 如 果 P, 
BB P P, 的 中 点 ,将 会 怎样 ?( 见 第 192 页 ) 

“(49) 用 丹 德 林 球 来 发 展 圆锥 截 线 理论 . 特别 是 证 明 ; 所 有 的 
二 次 曲线 (除了 圆 ) 全 是 如 下 的 点 的 几何 轨迹 : 它 到 一 个 定点 下 和 一 
条 定 直 线 ! PERS AN FER. kD LE HAR, k= 1 时 是 抛 
WR, k< 1 时 是 椭圆. 直线 ! 是 二 次 曲线 所 在 平面 和 丹 德 林 球 与 圆 
锥 相遇 的 圆 所 在 平面 的 交 线 (由 于 圆 没有 这 个 特点 ,除非 把 它 看 作 极 

“ 限 情形 ;因此 把 这 个 性 质 作 为 二 次 曲线 的 定义 ,就 不 是 十 分 合适 的 ， 
虽然 有 时 候 是 这 人 么 作 的 ). 

(50) 讨论 :“ 一 个 即 看 成 点 曲线 又 看 成 直线 束 曲线 的 二 次 曲线 
是 自 对 偶 的 . ”( 见 第 220 页 

“(51) 用 图 73 的 三 维 图 形 通过 取 极限 来 证 明 平面 上 的 笛 沙 格 


。556 。 什么 是 数学 


定理 . ( 见 第 187 页 ) 

“(52) 空间 中 给 定 四 条 斜 插 的 直线 ,能 画 多 少 条 直线 和 它们 相 
交 ? 如 何 刻画 它们 ? (提示 : 过 三 条 给 定 直线 作 一 单 叶 双 曲面 , 见 第 
224 页 . ) 

GD 如 果 庞 加 莱 圆 是 复 平面 上 的 单位 圆 , 则 两 点 z, ，z 和 过 
这 两 点 的 “直线 ”与 单位 圆 相 交 的 两 点 w, w 定义 了 一 个 交叉 比 


DORR OT CHM 112 页 习题 (8) 是 实数 . 按 定义 它 的 对 数 


zy wW Ry 
是 z 到 > 的 双 曲 距离 . 

“(54) 通过 一 个 反 演 变换 把 庞 加 莱 圆 变 到 上 半 平 面 . 对 这 上 半 
平面 ,直接 或 借助 于 上 述 反 演 给 出 庞 加 莱 模 型 和 它 的 性 质 . ( 见 第 
233 页 ) 


拓扑 学 


(55) 对 五 个 正 多 面体 和 其 他 一 些 多 面体 验证 欧 拉 公式 . 进行 相 
应 的 平面 网 化 简 . 

(56) 在 欧 拉 公式 的 证 明 中 (第 246 页 ) 通 过 不 断 地 应 用 两 个 基 
本 的 步骤 ,我 们 把 平面 上 任意 三 角形 网 化 为 一 个 由 一 个 三 角形 组 成 
的 网 ,对 它 有 YV 一 下 十 下 一 3 一 3 十 1 = 1. 我 们 怎么 能 保证 最 后 不 会 
出 现 一 对 没有 公共 顶点 的 三 角形 ,使 得 V 一 下 十 下 一 6 一 6 十 2 一 2? 
(提示 : 我 们 可 以 假设 原来 的 网 是 连通 的 , 即 可 以 从 任 一 顶点 沿 着 网 
上 的 边 到 达 任何 其 他 的 顶点 . 说 明 在 这 两 个 基本 步骤 下 ,这 个 性 质 不 
受 破坏 . ) 

(57) 在 网 的 化 简 中 我 们 只 允许 两 个 基本 的 步骤 . 是 不 是 可 能 在 
某 一 步 出 现 这 样 的 情形 : 有 一 个 三 角形 它 和 网 中 其 他 三 角形 只 有 一 
个 顶点 是 公共 的 ? 〈 造 一 个 例子 . ) 这 将 要 求 第 三 个 步骤 : 消去 两 个 
顶点 ,三 个 边 和 一 个 面 ,这 是 否 影响 证 明 ? 
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(58) 能 不 能 用 一 个 宽 橡 皮 圈 在 扫 晕 把 上 缠 三 图, 使 得 皮带 在 扫 
MIELE EM BIRR? (当然 ,这 橡皮 圈 本 身 必 须 在 某 处 
交叉 . ) 

(59) 说 明 对 一 个 挖 掉 中 心 的 圆 盘 可 以 存在 一 个 没有 不 动 点 的 
自身 连续 变换 . 

“(60) 圆 盘 上 每 一 点 沿 某 一 固定 方向 平移 一 个 单位 ,这 样 一 个 
变换 显然 没有 不 动 点 . 当然 ,这 不 是 圆 盘 到 它 自身 的 变换 ,因为 某 些 
点 将 变 成 圆 盘 外 的 点 . 在 这 时 ,第 261 页 (基于 变换 PP" ) 的 讨论 
为 什么 不 成 立 ? 

(61) 假设 我 们 有 一 个 橡皮 内 胎 ,里 边 涂 上 白色 ,外 面 涂 上 黑色 . 
能 不 能 通过 挖 一 个 小 洞 ,变形 ,再 补 上 这 个 小 洞 ,把 这 内 胎 翻 过 来 使 
里 边 是 黑 的 而 外 边 是 白 的 ? 

"(62) 为 了 说 明 在 三 维 空间 中 没有 “四 色 定 理 ”, 证 明 对 任意 的 
数 n, 在 空间 存在 个 实体 ,每 一 个 都 和 其 他 的 接触 . 

“(63) 用 一 个 真正 的 圆 环 面 (内 胎 , 铁 环 ) 或 用 带 有 同一 的 边界 
的 一 个 平面 区 域 ( 图 143), 作 一 个 由 七 个 区 域 组 成 的 地 图 ,使 得 每 一 
个 区 域 都 和 其 余 的 接触 . 

(64) 图 118 的 4 维 四 面体 由 五 个 点 a,b, c, d, e 组 成 ,每 个 点 
和 其 他 四 个 点 相连 . 即使 这 些 连 线 可 以 是 曲线 ,在 平面 上 这 图 形 也 不 
能 画 成 如 下 形式 : 这 些 连 线 中 没有 两 条 是 相交 的 . 另 一 个 十 个 连 线 
的 构 形 ,在 平面 中 不 能 画 成 如 下 形式 : 有 六 个 点 ay b, cra’, b,c’, 
其 中 a, b,c 的 每 一 个 点 与 oa， b, c 的 每 一 个 点 都 不 交叉 地 相连 . 
用 试验 验证 这 一 点 ." 以 若 当 曲线 定理 为 基础 , 试 给 出 一 个 证 明 ( 人 
们 已 经 证 明了 : 任何 由 点 和 直线 组 成 的 构 形 ,如 果 不 能 在 平面 上 不 
交叉 地 表示 , 则 必然 包含 这 两 个 构 形 之 一 为 其 一 部 分 ). 

(65) 取 三 维 四 面体 的 六 个 边 形成 一 个 构 形 再 加 一 条 直线 连接 
两 个 对 边 的 中 点 (四 面体 的 两 个 边 如 果 没 有 公共 端点 ,就 称 为 是 对 
边 ). 证 明 这 个 构 形 等 价 于 前 面 习 题 中 所 说 的 一 个 . 
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“(66) 设 p, qo r ERS E 的 三 个 端点 ,这 符号 移动 某 个 距离 
后 给 出 另 一 个 符号 EE, 端点 为 p’, qor. 能 不 能 用 三 条 曲线 连 p 和 
Pog Flag’, r 和 xr", 使 得 它们 彼此 不 相交 同时 也 不 和 这 两 个 符号 玉 
相交 ? 

如 果 我 们 绕 正 方形 转 一 周 , 我 们 将 四 次 改变 方向 ,每 次 转 90°, 
整个 是 A = 360°. 如 果 我 们 绕 三 角形 转 一 周 , 由 初等 几何 知 
A = 360°. 

(67) 证 明 : 如 果 C 是 任 一 简单 闭 多 边 形 , 则 A = 360° ER: 
把 C 的 内 部 分 为 一 些 三 角形 ,然后 按 第 246 页 那样 抹 掉 边界 的 线 
B. 设 这 一 系列 的 边界 是 B, ，B: ，B:，…，B， MB, =C M B, 是 一 
个 三 角形 . 证 明 ; 如 果 A, 对 应 于 B;, 则 A; = A). 

"(68) 设 C 是 任 一 简单 闭 曲线 , 带 有 连续 转动 的 切 向 量 . 如 果 A 
表示 当 我 们 绕 曲 线 转 一 周 时 ,切线 的 角度 的 总 变化 . 证 明 在 这 也 有 
A =360° (提示 : HP), Pi, Pp» HE C 分 为 很 短 的 几乎 近似 于 直 
线段 的 分 点 . 设 G 是 由 线段 P,P, PP,, »…, P; P; 和 原来 的 弧 
PP，…，P,P。 组 成 的 曲线 . 则 O = C, 而 C, 是 由 直线 段 组 成 的 . 
证 明 A = A 再 用 上 面 习 题 的 结果 ). 这 对 图 55 的 旋 轮 线 适 用 吗 ? 

(69) 证 明 : 如 果 把 第 269 页 克 莱 苗 瓶 的 图 中 的 所 有 四 个 箭头 全 
变 成 顺 时 针 方 向 ,这 时 形成 的 曲面 等 价 于 一 个 球面 ,但 其 上 一 个 圆 盘 
用 一 个 交叉 帽 代替 (这 曲面 拓扑 等 价 于 射影 几何 的 扩充 平面 ), 

(70) 图 142 的 克 莱 苗 瓶 可 以 用 一 个 平面 切 成 对 称 的 两 半 . 证 明 
这 是 两 个 莫 比 乌 斯 带 . 

“(71) 在 图 139 的 莫 比 乌 斯 带 中 ,把 每 一 条 横 线 段 的 两 个 端点 
同一 . 证 明 这 与 克 菜 茵 瓶 拓扑 等 价 . 

一 直线 段 上 所 有 可 能 的 有 序 点 对 (两 点 重合 或 不 重合 ) 按 如 下 的 
意义 形成 一 个 正方 形 . 如 果 这 对 点 用 它们 到 一 个 端点 A 的 距离 z+，y 
确定 , 则 有 序 对 (zx，y) 可 以 看 作 是 正方 形 中 一 点 的 直角 坐标 . 

所 有 可 能 的 无 序 点 对 ( 即 (z，y) 和 (>y，z) 认 为 是 一 样 的 ) 形 成 一 
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个 曲面 S, 它 与 正方 形 拓扑 等 价 . 为 了 看 到 这 一 点 ,我 们 选择 这 样 的 
表示 : MR x Ay, 我 们 取 靠近 A 的 点 为 第 一 个 . 这 样 ,S 是 所 有 这 
BG, y) 组 成 的 集 : 或 + 小 于 y 或 x = y. 利用 直角 坐标 系 , 它 给 
出 了 平面 上 以 (0, 0), 0, D, 1, 1) 为 顶点 的 三 角形 . 

“(72) 第 一 点 属于 一 条 直线 ,第 二 点 在 一 个 圆 的 圆周 上 ,所 有 这 
样 的 有 序 点 对 形成 什么 曲面 ? COF: 一 个 圆柱 面 . ) 

(73) 在 圆 上 的 所 有 有 序 点 对 形成 什么 曲面 ? CS: 一 个 贺 
环 面 . ) 

“(74) 一 个 圆 上 的 所 有 无 序 点 对 形成 什么 曲面 ? 〈 答 : 一 个 英 
比 乌 斯 带 , ) 

(75) 这 里 介绍 一 种 把 硬币 放 在 大 圆桌 面 上 的 游戏 : A 和 B 两 
人 轮流 在 桌 上 放 硬 币 . 这 些 硬币 彼此 不 必 挨 着 . 每 个 硬币 可 以 放 在 桌 
子 上 任何 一 个 地 方 ,只 是 不 许 超出 桌子 的 边缘 ,也 不 许 压 在 桌面 上 已 
有 的 硬币 之 上 . 一 个 硬币 一 旦 放 好 就 不 许 再 动 . 直到 这 桌子 布 满 了 许 
多 硬币 ,使 得 没有 空隙 能 再 放下 另 一 个 硬币 为 止 . 谁 设法 放下 最 后 一 
个 硬币 谁 就 获胜 . 如 果 A 先 放 , 证 明 : 只 要 他 不 出 错 ,那么 不 管 已 怎 “ 
么 放 ,A 一 定 能 获胜 . 

(76) 如 果 在 习题 (75) 的 游戏 中 ,桌子 是 图 125 中 b 的 形状 ,证 
明 B ARED. 


PR RL , BRA EEE 


(77) 求 第 141 页 上 比值 OB : AB 的 连 分 数 展开 式 . 

(78) 证 明 序列 as 二 V2, anı =/2Fa, 是 以 B = 2 为 界 的 单调 
递增 序列 ,因而 有 极限 . 证 明 这 个 极限 必 是 数 2.( 见 第 142 一 143 页 
和 第 336 T) 

“(79) 用 类 似 于 第 329 页 及 其 以 后 所 用 过 的 那些 方法 , 试 证 : 
著 给 定 任意 光滑 闭 曲线 ,总 可 以 作出 一 个 正方 形 ,其 边 和 这 曲 
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线 相 切 . 
如 果 连 接 函 数 图 像 任意 两 点 的 直线 段 的 中 点 在 图 像 的 上 方 , 那 
么 函数 4 = f (x) MERR. 例如 , u = e (图 278) 是 凸 的 ,而 u = 
ln z( 图 277) 不 是 . 
(80) TERA RK u= f(x) 是 凸 的 必须 而 且 只 须 
f(a +f (x) + 
z 7 >f(2 = )， 
其 中 等 式 只 对 x =r, 成 立 . 
“(81) 证 明 对 于 凸 函 数 , 有 更 一 般 的 不 等 式 
ài fay) HA f (ay SF OAT +2222) 
WIL» FER Ay, A, EIE A, +A, =1 BA, D0, 4, 宇 0 的 任意 两 个 常数 . 
这 等 价 于 这 样 的 命题 , 即 在 连接 图 像 两 点 的 线段 上 ,没有 位 于 图 像 下 
面 的 点 . 
(82) 利用 习题 (80) MR EHRM u= VIFM u=} 
(2>0) 是 凸 的 , 即 对 于 正 的 zx Ax, A 


l+ +/+ J EET 
5 > 1+( 3 :) 


1(i14+1 2 
a, aaa 
(83) 同样 可 证 当 z>0 时 , u=2’, u=" 是 凸 的 , 当 Krr 
At, u=sin z; 4 0 入 z 入 到 时 ，v 一 tan zi 以 及 当 |zx| 过 1 时， 


4 二 一 V1 一 都 是 凸 的 . 
极 大 与 极 小 


(84) 如 果 假设 这 条 路 径 和 两 条 给 定 直线 相遇 次 ( 见 第 344 
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页 ). 求 图 178 F P HMQ 之 间 长 度 最 短 的 路 径 . 

(85) 如 果 路 径 要 求 按 已 知 顺序 和 三 角形 的 各 边 相 遇 , 求 锐角 三 
角形 内 ,P 和 Q 两 点 间 的 最 短 连 线 . ( 见 第 344 页 ) 

(86) 画 等 高 线 ,验证 : 对 边界 处 于 同一 等 高 线 的 三 连通 区 域 的 
曲面 ,至 少 有 两 个 鞍点 存在 ( 见 第 356 页 ). 再 次 排除 曲面 的 切 平面 沿 
整 条 闭 曲线 是 水 平 的 情形 . 

(87) 以 任意 两 个 正 有 理 数 a 和 4 开始 ,一 步 一 步 地 组 成 数 对 


Oy.) = Vab, bus= 二 (ov 十 各) 证明 它 们 确定 了 一 个 区 间 套 序列 


(一 co 时 的 极限 点 ,就 是 所 谓 的 cs 和 入 的 算术 几何 平均 值 ,在 高 斯 
早期 研究 中 它 起 过 很 大 作用 ). 

(88) 求 图 219 内 的 整个 图 像 的 长 度 , 并 且 和 两 条 对 角 线 的 总 长 
度 作 比较 . 

“(89) 研究 由 四 点 A,, Az, Ay» A, 形成 图 216 或 218 的 情形 的 
条 件 . 

“(90) 求 存在 不 同道 路 网 (满足 角度 条 件 ) 的 五 点 系统 . 它们 之 
中 只 有 某 些 个 能 产生 相对 极 小 ( 见 第 370 页 ). 

OD 证 明 施 瓦 茨 不 等 式 

(a,b, Hab, ) Klai +e baz) (Bj +e +85) 

对 任何 一 组 的 数 对 w， b; 成 立 ; 证 明 等 号 仅 当 这 组 a; 和 这 组 b; 成 比 
例 时 成 立 ( 提 示 : 推广 习题 (8) 的 代数 公式 ). 

“(92) 用 PIER x,» + 2, RIE St， 

Si= (ay zy t+) /Cr 


其 中 符号 “十 …” 是 指 这 些 量 取 A 个 的 组 合 的 所 有 乘积 (有 Cx 个 ) 相 
加 . 然后 证 明 


Sn S,» 
其 中 等 号 仅 当 所 有 的 量 x; 相等 时 才 成 立 . 
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(93) 4 n=3 时 ,(92) 中 的 这 些 不 等 式 表 明 对 于 三 个 正 数 <, b, 


< 有 
J< [act c atbte, 


由 这 个 不 等 式 可 推出 立方 数 的 什么 样 的 极 值 性 质 ? 

“(94) 求 连接 两 点 A 和 B, 且 与 线段 AB 一 起 含有 规定 面积 的 最 
短 曲线 弧 . ( 答 : 这 个 弧 必 是 圆 弧 . ) 

“(95) 给 定 两 个 线段 AB 和 A'B', 求 连接 A 到 B 的 弧 和 A' 到 
B' 的 另 一 条 弧 ,要 使 这 两 条 弧 和 两 个 线段 一 起 含有 规定 的 面积 ,并 
且 总 长 最 短 . ( 答 : 这 是 相同 半径 的 两 个 圆 弧 . ) 

“(96) 对 任意 若干 个 线段 AB, A'B’ 等 作 同样 的 讨论 . 

"(97) EZF O 〇 点 的 二 直线 上 分 别 求 两 点 A 和 B, 并 且 用 一 个 
最 短 的 弧 连 接 A 和 B, 使 得 它 和 直线 所 包含 的 面积 为 规定 的 面积 . 
CS: 这 是 垂直 于 这 两 条 直线 的 一 个 圆 弧 . ) 

“(98) 同一 个 问题 ,但 现在 是 所 包含 区 域 的 整个 周 界 , 即 弧 加 
OA 加 OB 是 最 短 的 . OS: 解 由 切 这 二 直线 且 向 外 凸 的 圆 弧 给 出 . ) 

"(99) 对 若干 个 角度 扇形 讨论 同样 的 问题 . 

* (100) 证 明 在 图 240 内 逼近 平面 的 曲面 并 不 是 平面 ,除非 稳定 
曲面 在 中 心 . 注意 : 从 分 析 上 求 出 或 刻 划 这 个 曲面 ,这 是 一 个 向 人 们 
挑战 的 没有 解决 的 问题 . 对 于 图 251 中 的 曲面 同样 是 如 此 . 在 图 258 
内 ,我 们 实际 上 有 12 个 对 称 平面 ,它们 在 对 角 线 上 相交 成 120 . 

建议 另外 作 一 些 肥 皂 膜 实验 . 对 于 比 三 个 更 多 的 连接 棒 , FA 
256 和 257 所 述 的 实验 . 研究 空气 趋 于 零 时 体积 的 极限 情形 . 对 非 平 
行 平面 或 其 他 曲面 作 实验 . KAKA 258 的 立方 体 的 泡 , 直 到 它 填 满 整 
个 立方 体 ,并 且 凸 出 过 棱 线 . 然后 把 空气 再 吸 尽 , 把 过 程 倒 过 来 . 

“(101) 求 总 周 长 一 定 且 面 积极 小 的 两 个 等 边 三 角形 . ( 答 : 三 
角形 必须 是 全 等 的 (利用 微 积分 ). ) 

* (102) 求 总 周 长 一 定 且 面积 极 大 的 两 个 三 角形 . O: 一 个 三 
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角形 退化 为 点 ; 另 一 个 必 是 等 边 的 . ) 
“(103) 求 总 面积 一 定 且 有 极 小 周 长 的 两 个 三 角形 . 
"(104) 求 总 面积 一 定 且 有 极 大 周 长 的 两 个 等 边 三 角形 . 


微 积分 


(105) 直接 应 用 导数 的 定义 , 即 作 差 商 ,变形 ,直到 很 容易 通过 
代 换 x, =z 得 到 极限 ( 见 第 428 页 ) ,微分 函数 


Ji+z,V1+2", zH 


(106) 证 明 函数 ye *, 其 中 z=0 时 , 令 y=0, 在 z=0 处 它 
的 所 有 各 阶 导数 都 是 零 . 

(107) 证 明 习 题 (106) 的 函数 不 能 展 为 泰勒 级 数 . ( 见 第 495 页 ) 

(108) 求 曲线 y=e"* M y 一 ze 的 拐点 (PCz) 一 0)， 

(109) 证 明 对 于 有 n 个 不 同根 x1，x。，…， zx, 的 多 项 式 
f(z), 有 


“(110) 利用 积分 作为 一 个 和 的 极限 的 直接 定义 ,证 明 当 ” oo 
时 ,有 


1 1 
n( Fn PtH 


“CLD 用 类 似 的 方法 证 明 
b 


(112) 在 大 范围 的 坐标 纸 上 画 图 276, 并 且 计算 阴影 面积 的 小 正 
方形 , 求 出 的 一 个 近似 值 . 


1 x 
2 aa ST i 


(sin 2 +sin 224-.--+sin 2) cos 6—1. 
n n n 
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(113) 利用 第 453 页 的 r 的 数值 计算 公式 (7) 计算 r, 使 其 容许 
精确 度 至 少 为 1 
(114) 证 明 : e =—1. CLS 497 页 ) 


(115) 一 给 定形 状 的 曲线 按 比例 1 x 扩大 . 记 L(z) 和 A(z) 为 
扩大 曲线 的 长 度 和 面积 . 证 明 当 x 一 oo 时 ， 


L(x) 
A@) A 


HA AS, M roomt, LO 


KD 0. 用 圆 ,正方形 和 " 椭圆 
验证 . (面积 较 周 长 为 更 高 的 数量 级 . 见 第 486 页 ) 


(116) 指数 函数 常 组 合 如 下 : 


u=sh r=} ce —e™) ， 


v=chr=Fle te), 


e 
it) 


w=th r= 


ee 
它们 分 别 叫 作 双 曲 正弦 , 双 曲 余弦 以 及 双 曲 正切 . 这 些 函 数 与 三 角 画 
数 有 很 多 类 似 的 性 质 ; 它 们 借助 于 双 曲 线 

uv—v=1 

联系 在 一 起 ,就 如 u=cos x M v=sin z HA u’ +v = 1 联系 在 一 起 
一 样 .读者 应 该 证 明 下 面 的 事实 并 与 三 角 函 数 的 对 应 事实 比较 : 
Dch x 一 sh x, Dsh zx 一 ch z, Dth z 一 一 一 ， 
ch x 
sh(a+zx’)=sha*chax’+chee sho’, 


ch(z+2’)=chx*chx’+shzx*shz’ 
这 些 函 数 的 反 函 数 叫做 
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x=arcsh u=In(ut Vu +1); 
z=arcch v=ln(v+ Vv — 1) (v21). 
它们 的 导数 由 下 述 公 式 给 出 : 
Darcsh u= == , 


Darcch v= ， 
vv —1 


Darctho=—,, (Jo|>1. 
一 af 


(117) 在 欧 拉 公 式 的 基础 上 ,验证 双 曲 函数 和 三 角 函 数 之 间 的 
相似 性 . 
“(118) 类 似 于 习题 (14) 关于 三 角 函 数 的 公式 , 求 
sh z 十 sh 2z 十 … 十 sh nx 
以 及 
$+ch atch 2z 十 … 十 ch nr 


的 简单 求 和 公式 . 
积分 法 


第 451 页 的 定理 ,把 函数 f(z) 在 积分 限 a Mo 之 间 的 积分 问题 
转化 为 求 (zx) AR RK G(r) (BIE G(x) = f (2) 的 一 个 函数 ). 
然后 积分 就 是 简单 的 差 G(6b) 一 G(a). 这 些 原 函数 ,是 由 f(x) 决定 
的 ( 除 一 个 附加 的 常数 外 ), 和 名 叫 “ 不 定 积分 ”, 并 且 习 惯 上 用 没有 积分 
限 的 记 法 

Gi» = [fdr 


表示 (这 个 记 法 对 于 初学 者 会 引起 误解 ; 见 第 450 页 的 说 明 ). 
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每 一 个 微分 公式 都 得 到 一 个 不 定 积分 问题 的 解 ,这 只 要 简单 的 倒 
过 来 看 成 积分 公式 即 可 . 我 们 可 以 利用 两 个 重要 的 法 则 来 稍微 推广 这 
个 经 验 手续 ,这 两 个 法 则 不 是 什么 新 东西 ,只 是 等 价 于 复合 函数 以 及 
函数 乘积 的 微分 法 . 它们 的 积分 形式 叫 作 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 . 
A) 第 一 个 法 则 是 由 复合 函数 微分 法 公式 得 来 的 ， 
H(u) = G(7),， 
其 中 
z= Wu) Alu = glz). 
假定 它们 彼此 互 为 函数 ,并 且 在 所 考察 的 区 间 内 是 唯一 确定 的 . 那 
么 有 
H’ Cu) = G'(z)¢' (u). 


如 果 
G'(z) = f (2), 
可 写成 
Ga) = | fade. 
也 就 是 


GDYW = fY u), 
这 样 ,利用 上 面 关于 H W 的 公式 的 结果 ,等 价 于 


How = | fur’ du. 


又 因为 
Hw) = G(x), 


a) repaz = [pan 9’ du 
用 莱 布 尼 茨 记 法 ( 见 第 446 页 ) ,这 个 公式 可 写成 很 具 启 示 性 的 形式 
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[reader = ff E + du 


这 是 指 符号 dz TURAS E « du 代替 ,好 像 dz 和 du 都 是 数 ,而 


至 是 一 个 分 数 那样 
我 们 用 几 个 例子 来 说 明 公式 ( HIA. 
DJ = | hindu 我 们 从 公式 ( 工 ) 的 右 端 开始 讨论 , 作 代 换 


ulnu 


z= Inu =((u). RAH $'(u) = i, fæ) = 4, 因此 


J= f d = inz, 
或 
J de = In ln u. 
ulnu 
两 端 同时 微分 ,可 以 验证 这 个 结果 . 我 们 从 
1 d 
alge 到 (ln Inu) 
很 容易 说 明 这 是 对 的 . 
b) J feor udu Je ndu, 令 工 = sinu = $u), W 
g’ lu) = cosu, f) 一 工 
因此 
J= f d 一 Inz 
或 


foot udu = ln sin u. 
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这 个 结果 仍 可 用 微分 法 验证 . 
0) 一 般 , 如 果 我 们 有 一 形 如 


[gw 
j=] War) du 
的 积分 ,我 们 令 工 = Ww), f(z) = 2, HAR 


y=[%=inz=ingw. 


d) J = [sinz cos rdx. 设 sinz = u, Wil cos x = du 那么 


2 
J = fu Sde = [udu = § = doin’ z 
© J = | Bidu, $ Inu =x, wy — g, 那么 
J = fz dau = [zdz = = Lan u)? 


下 面 这 些 例子 是 从 左 端 开始 用 公式 ( 工 ). 
DJ [2 ae =u. Baru A 


de Zù, 


du 
因而 
J = f 4 2udu = 2u = 2/7. 


g) 利用 代 换 x = au, 其 中 a 是 常数 ,有 


J J dr dzada 
a + du a l+u 


zdu 


| 1 du 1 £ 
. arctan =. 
a a a 
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h) J [vi dz x= cosu, Z = sin u. 


4 = 2 1 一 cos 2u 
那么 J {sin udu f 2 du 


u , sin2u 
atop 


利用 sin 2u = 2sin u cos u = 2cos u/1—cos’ u, 我 们 有 
J 一 一 arccos z+ fav 1-2. 
计算 下 列 的 不 定 积 分 ,并 用 微分 法 验证 结果 


(119) [r (120) fue du. 
az» | wi = aw | 82 
aa |e. aw | = 
a25) [2/1 dt. azs) | Las, 

J Weer 

t 
azn | -dc (128) feos" z + sinz di. 
129) 证 明 | 一 此 = areth Z, | 42 = aresh = 
i a a a-r a 


(与 例 g、h 比较 . ) 
B) 乘积 的 微分 法 则 是 ( 见 第 438 页 ) 


(pz)g(Cz)) = plag’ la) +p' (zr)q(z), 
可 以 写成 积分 形式 : 


Paga) = [Ag adr |p gadr 


+ 570° 什么 是 数学 


(GD [AD adr = pc + g(x) - [o adr. 


这 个 公式 叫 作 分 部 积分 法 . 当 被 积 函数 可 以 写成 形 如 p(x)q'(x) 的 
乘积 , 且 其 中 g“(z) 的 原 函 数 g(z) 已 知 时 ,这 个 法 则 是 很 有 用 的 . 在 
这 种 情形 ,公式 ( 开 ) 把 求 p(x)q (xz) 不 定 积分 的 问题 转化 为 求 函数 
p(x)gq(x) 的 积分 ,而 解 后 一 个 积分 常常 比较 简单 . 

例 : 

aj= fin zaz. 4 p(x) = Inz, g'(z) =1, 于 是 q(z) = 2. 
那么 由 ( 卫 ) 导 出 


[mxzdz > zinz—| Ade 一 zlnz 一 工 . 
b J= fain adr, 4 p(x) = ln x, q(x) = x, 那么 


_# 好 
J= 号 mnz 一 | Ede 


© J = [zsin zdr. 这 里 我 们 令 


p(x) = x, q(x) =— cos z, 
FAR 
Jesin xdr =— xcos x + sin x. 
利用 分 部 积分 法 计算 下 列 积分 
(130) | rd 


(131) 人 emzdz (aZ—D. 
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(132) | 一 cos zde. GEZ: CID 应 用 两 次 . ) 
(133) 人 ed (提示 : 利用 习题 (130). ). 


用 分 部 积分 法 计算 积分 | sin Zdz, 可 导出 一 个 用 无 穷 乘积 表示 的 
值得 注意 的 式 子 . 为 此 ,我 们 把 函数 sin” zx 写成 


sin” x sinx 


的 形式 ,并 且 在 积分 限 0 和 -3 之 间作 分 部 积分 . 则 得 有 公式 
fi sin” rdr = (m— vf sin”? xcos’ rdr 


i 5 
=—(m— Df sin" zdz+ (a= D|’ sin"? zdz 


fi sin" xdr = ama! sin”? zdz, 
RERIN HERB pqa), M x A 0 5y MEER, 
反复 使 用 最 后 的 公式 ,对 
到 过 fi sin” rdr 
C4 m 是 奇数 或 偶数 时 ,公式 是 不 同 的 ) 可 得 如 下 值 : 


2n—1 ,2n—-3, 1 .7 


hy 2n 2n—2 2 2’ 


2n .2n—2...2 


lm = apd 2n—1 3° 


因为 当 0 之 z+ 之 部 时 ,0 < sinz 之 1, 所 以 
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sin”! x > sin” x > sin” zy 


从 而 ( 见 第 423 页 ) 
Tay > Ton > Ln 
或 
Ina 网 
= = A: 
la (Pa 


把 上 面 计算 的 I 的 值 代 人 这 最 后 一 个 不 等 式 ,我 们 有 


2n+1 
2n 


1。3。3。5。5。7…(272 一 1)(22 一 1)(22 十 1) | r 
2 


> 2.2.4.4. 6.6» (20n) 


>R 


今 让 "~co 并 取 极限 , 则 中 间 项 趋 于 1, 因 此 得 到 关于 -3 的 威廉 斯 乘 
积 表示 : 


x 222040406 ebene 2n 
2 1。3。3。5。5。7…(22 一 1)(22 一 1)。(20 十 1)… 


2" nt)! 
Ln)! n1) 


= lim s% n— co. 
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